ŁŃĂŚŚĹŮĚŚŁĹĚ Ĺ ŁĆĂŊŠŐĆŻĚ ĆŻŮĹŚŃĚŊĹ§

Ă. Łĺšăěć, Ă. Ÿěŋĳ, Ň. Ć£ńżľ

ŇŰŊŇŐ ŮěŘő Ňőśłćă 1999

ĄĄŁ 22.12

22.134 Ł53 Ă. Łĺšăěć, Ă. Ÿěŋĳ, Ň. Ć£ńżľ Ł53 Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£. | Ň.: ŇŰŊŇŐ, ŮěŘő, 1999. | 192 ś.

ISBN 5-900916-35-9

İšă łŋĺčă ŕřěďŋăğŋăůěŋă ďń£ ŕěřćőŋăůăńĳŋőčő ğŋăłőňśšćă ś ŋőćőľ ążśšřő řăğćĺćă¿źěľś£ ĺ ŕőŕşń£řŋőľ őąńăśšĳ¿ ĺśśńěďőćăŋĺľ | šěőřĺěľ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ. Ćŋăůăńě ŕřĺćőďĺšś£ łřăšłőě ććěďěŋĺě ć łńăśśĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ śńőęŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ. Ğăšěň ŕőďřőąŋő ĺğńăčă- ¿šś£ őśŋőćż šěőřĺĺ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ćłń¿ůă£ őŕĺśăŋĺě őśŋőćŋżţ ĺğćěśšŋżţ ł ŋăśšő£źěňş ćřěňěŋĺ ¡ťťěłšĺćŋżţ łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć.

Ďń£ śšşďěŋšőć ťĺğĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺţ śŕěűĺăńĳŋőśšěľ (ŋăůĺŋă£ śő ćšőřőčő čőďă őąşůěŋĺ£), ăśŕĺřăŋšőć, ŋăşůŋżţ řăąőšŋĺłőć: ňăšěňăšĺłőć ĺ ťĺğĺłőć. ĄĄŁ 22.12 22.134

�^{Ĺğďăŋĺě őśşźěśšćńěŋő ŕřĺ ťĺŋăŋśőćőľ ŕőďďěřęłě}

ŘŤŤĹ (ĺğďăšěńĳśłĺľ ŕřőěłš Â99{01{14054)

ISBN 5-900916-35-9

© Ă. Łĺšăěć, Ă. Ÿěŋĳ, Ň. Ć£ńżľ, 1999 © ŇŰŊŇŐ, 1999

Řěďăłšőř Ć. Ć. §źěŋłő Šěţŋĺůěśłĺľ řěďăłšőř Ň. Ŋ. Ć£ńżľ

Ńĺűěŋğĺ£ ŃŘ Â071150 őš 11.04.95 č. Ŕőďŕĺśăŋő ć ŕěůăšĳ 16.09.99 č.

Ťőřňăš 60 × 90/16. Ąşňăčă őťśěšŋă£ Â1. Ŕěůăšĳ őťśěšŋă£. Ŕěů. ń. 12,0. Šĺřăę 1500.

Ĺğďăšěńĳśšćő Ňőśłőćśłőčő Űěŋšřă ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£. 121002, Ňőśłćă, Ąőńĳÿőľ Ćńăśĳěćśłĺľ ŕěř., ď. 11.

Ĺğďăšěńĳśšćő ÀŮěŘőÁ. Řěďăłűĺőŋŋő-ĺğďăšěńĳśłĺľ őšďěń: 121002, Ňőśłćă, Ą. Ćńăśĳěćśłĺľ ŕěř., ď. 11, łőňŋ. 208. Šěń. 241 33 90, 241 18 69. Őšďěń řěăńĺğăűĺĺ. 118899, Ňőśłćă, şń. Ăłăď. Ţőţńőćă, ď. 11. Šěń. 939 47 09, 939 34 93.

Őčńăćńěŋĺě

Ŕřěďĺśńőćĺě 4 Őąőğŋăůěŋĺ£ 6 Ććěďěŋĺě 9 Ůăśšĳ I. Łńăśśĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£ 17 1. Ůšő šăłőě ăńčőřĺšň? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2. Łńăśś NP: śćőďĺňőśšĳ ĺ ŕőńŋőšă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3. Ćěřő£šŋőśšŋżě ăńčőřĺšňż ĺ łńăśś BPP. Ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż ůĺśńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4. Ĺěřăřţĺ£ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 Ůăśšĳ II. Łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£ 50 5. Őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 6. Śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş łńăśśĺůěśłĺň ĺ łćăŋšőćżň ćżůĺśńěŋĺěň . . 56 7. Ąăğĺśż ďń£ łćăŋšőćżţ śţěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 8. Őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Ŕřĺňěřż. . . . . . . . . . . . . . . 68 9. Łćăŋšőćżě ćěřő£šŋőśšĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 10. Ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ . . . . 81 11. Ĺğňěř£¿źĺě őŕěřăšőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 12. Ążśšřżě łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 13. Łćăŋšőćżľ ăŋăńőč NP: łńăśś BQNP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 14. Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě łőďż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 Ůăśšĳ III. Řěÿěŋĺ£ ğăďăů 142 Ĺğ řăğďěńă 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 Ĺğ řăğďěńă 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 Ĺğ řăğďěńă 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 Ĺğ řăğďěńă 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 Ĺğ řăğďěńă 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 Ĺğ řăğďěńă 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 Ĺğ řăğďěńă 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 Ĺğ řăğďěńă 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 Ĺğ řăğďěńă 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 Ĺğ řăğďěńă 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 Ĺğ řăğďěńă 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 Ńĺšěřăšşřă 188 Ŕřěďňěšŋżľ şłăğăšěńĳ 191

Ŕřěďĺśńőćĺě

Ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ĺŋšěřěś ł šőňş, ůšő ŋăğżćăěšś£ Àłćăŋšőćżě łőňŕĳ¿šěřżÁ, ŋěőążůăľŋő ćőğřőś. Ĺďě£ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ćőğňőęŋőśšěľ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ ŕřĺ őřčăŋĺğăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ ćżčń£ďĺš ćś-ě ąőńěě ŕřĺćńěłăšěńĳŋőľ, ŋăůăšż ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżě řăąőšż ć ¡šőľ őąńăśšĺ.

Őďŋăłő ŕěřśŕěłšĺćż ťĺğĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćżţ łőňŕĳ¿šěřőć ŕőłă śőćěřÿěŋŋő ŋě£śŋż. Śłőřěě ćśěčő, ¡šő ďěńő ŋěśłőńĳłĺţ ďěś£- šĺńěšĺľ. Őśŋőćŋżě ďőśšĺęěŋĺ£ ć ¡šőľ őąńăśšĺ ŋőś£š ŕőłă ůĺśšő ňăšěňăšĺůěśłĺľ ţăřăłšěř.

İšă łŋĺčă ŕřěďŋăğŋăůěŋă ďń£ ŕěřćőŋăůăńĳŋőčő ğŋăłőňśšćă ś ňăšěňăšĺůěśłőľ šěőřĺěľ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ. Ďń£ şďőąśšćă ůĺšăšěń£ ćŋăůăńě ďă-ěšś£ łřăšłőě ććěďěŋĺě ć łńăśśĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ śńőęŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ. Ğăšěň ŕőďřőąŋő ĺğńăčă¿šś£ őśŋőćż šěőřĺĺ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ćłń¿ůă£ őŕĺśăŋĺě őśŋőćŋżţ ĺğćěśšŋżţ ł ŋăśšő£źěňş ćřěňěŋĺ ¡ťťěłšĺćŋżţ łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć.

Őśŋőćş łŋĺčĺ śőśšăćĺńĺ ňăšěřĺăńż łşřśă ÀŁńăśśĺůěśłőě ĺ łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺěÁ, ŕřőůĺšăŋŋőčő Ă. Ÿěŋěň (łńăśśĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£) ĺ Ă. Łĺšăěćżň (łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£) ć Ćżśÿěň łőńńěďęě ňăšěňăšĺłĺ Ŋěğăćĺśĺňőčő Ňőśłőćśłőčő şŋĺćěřśĺšěšă ć ćěśěŋŋěň śěňěśšřě 1998 č. Ŕřĺ ŕőďčőšőćłě łŋĺčĺ šăłęě ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ ňăšěřĺăńż łşřśă Physics 229 { Advanced Mathematical Methods of Physics (Quantum computation), łőšőřżľ ćěńĺ Ďę. Ŕřěśłĺńń (John Preskill) ĺ Ă. Łĺšăěć (ŕřĺ şůăśšĺĺ Ă. Ńăŋďăńă (Andrew Landahl)) ć Łăńĺťőřŋĺľśłőň šěţŋőńőčĺůěśłőň ĺŋśšĺšşšě ć 1998{1999 şů. č.

Ć őśŋőćŋőň ¡šă łŋĺčă řăśśůĺšăŋă ŋă śšăřÿěłşřśŋĺłőć ĺ ăśŕĺřăŋšőć. Ćŕřőůěň, šřěąşěňżě ďń£ ůšěŋĺ£ ¡šőľ łŋĺčĺ ğŋăŋĺ£ ŋěćěńĺłĺ, šăł ůšő őŋă ďőśšşŕŋă ĺ ňńăďÿěłşřśŋĺłăň; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŋěłőšőřżě ś¿ęěšż ňőčşš ŕřěďśšăćń£šĳ ĺŋšěřěś ĺ ďń£ ŕřőťěśśĺőŋăńőć.

Ňż śšăřăńĺśĳ şůěśšĳ šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő ¡šőľ łŋĺčőľ ňőčşš ğăĺŋšěřěśőćăšĳś£ ń¿ďĺ ś śőćěřÿěŋŋő řăğŋőľ ŕőďčőšőćłőľ: ůĺśšżě ňăšěňăšĺłĺ, ťĺğĺłĺ, śŕěűĺăńĺśšż ć computer science. Ŕő¡šőňş ňż ŋě ŕřěďŕőńăčăńĺ, ůšő ŋăÿ ůĺšăšěńĳ ĺňěěš ţőřőÿş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ ŕőďčőšőćłş. Ćăęŋő ŕőŋĺňăšĳ šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋżľ £ğżł, őśŋőćż ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ĺ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ; ĺňěšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő ŕőŋ£šĺĺ ăńčőřĺšňă (ŋăćżłĺ ŕřăłšĺůěśłőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ăńčőřĺšňőć ćŕőńŋě ďőśšăšőůŋż). Ć ŕőśńěďŋĺţ ŕăřăčřăťăţ ŕő£ćń£¿šś£ ĺ ąőńěě śĺńĳŋżě śřěďśšćă, ŋăŕřĺňěř, čřşŕŕż čőňőńőčĺľ, ţőš£ ŋĺłăłĺţ ğŋăŋĺľ ĺğ čőňőńőčĺůěśłőľ ăńčěąřż ŕřĺ ¡šőň ŋě ŕőšřěąşěšś£.

Őąőğŋăůěŋĺ£

∨ ďĺğž¿ŋłűĺ£ (ńőčĺůěśłőě ĹŃĹ) ∧ łőŋž¿ŋłűĺ£ (ńőčĺůěśłőě Ĺ) ¬ őšřĺűăŋĺě ⊕ śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2 (ă šăłęě ŕř£ňă£ śşňňă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć) =⇒ ĺňŕńĺłăűĺ£ (ńőčĺůěśłőě śńěďőćăŋĺě) ⇐⇒ ńőčĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ A^∗ ňŋőęěśšćő łőŋěůŋżţ śńőć ć ăńťăćĺšě A ŕşśšőľ śĺňćőń (ŕřőąěń) ć ăńťăćĺšě ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ‹(·; ·; ·) ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă L_1 ∝ L_2 śćőďĺňőśšĳ ŕřěďĺłăšőć ŕő Łăřŕş (L_1 śćőďĺšś£ ł L_2) (ś. 32) f(n) = O(g(n)) śşźěśšćşěš šăłőě ůĺśńő C, ůšő f(n) ⩽ Cg(n) f(n) = ˙(g(n)) śşźěśšćşěš šăłőě ůĺśńő C, ůšő f(n) ⩾ Cg(n) f(n) = poly(n) šő ęě śăňőě, ůšő f(n) = O(n^{O(1)}) F_q łőŋěůŋőě ŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć Z=nZ łőńĳűő ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ n Z_n ăďďĺšĺćŋă£ čřşŕŕă łőńĳűă Z=nZ (Z=nZ)^∗ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ čřşŕŕă őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć Z=nZ E^∗ (= Hom(E; U(1))) | čřşŕŕă ţăřăłšěřőć ăąěńěćőľ čřşŕŕż E Sp_2(n) śĺňŕńěłšĺůěśłă£ čřşŕŕă ŋăď ŕőńěň F_2 řăğňěřŋőśšĺ n (ś. 133) ESp_2(n) řăśÿĺřěŋŋă£ śĺňŕńěłšĺůěśłă£ čřşŕŕă ŋăď ŕőńěň F_2 řăğňěřŋőśšĺ n (ś. 132) C ňŋőęěśšćő łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń z^∗ łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě

U(M) čřşŕŕă şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă ŕřőśšřăŋśšćě M

SU(M) śŕěűĺăńĳŋă£ şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě M SO(M) śŕěűĺăńĳŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ čřşŕŕă ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě M C (a; b; : : : ) ŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě ćěłšőřăňĺ a; b; : : :

M^∗ ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ŕřőśšřăŋśšćě M M^⊗n n-£ šěŋğőřŋă£ śšěŕěŋĳ L(M) ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă M

L(N ; M) ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ N ć M B łńăśśĺůěśłĺľ ąĺš (ňŋőęěśšćő {0; 1})

B łćăŋšőćżľ ąĺš (q-ąĺš, ŕřőśšřăŋśšćő C^2 | ś. 50)

⟨| ąřă-ćěłšőř (ś. 53) |⟩ łěš-ćěłšőř (ś. 52) ⟨|”⟩ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě A^† ¡řňĺšőćő śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř

he őąřăšĺňőě łőŕĺřőćăŋĺě ąĺšă (Controlled NOT)

(ś. 57) f_⊕ őąřăšĺňă£ ťşŋłűĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ ąşńěćőľ ťşŋłűĺĺ f (ś. 56) I_L šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř ŋă ŕřőśšřăŋśšćě L ^G şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕěřěśšăŋőćłě G (ś. 56) ~(U) őŕěřăšőř U ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň (ś. 60) ˝_M ŕřőěłšőř (őŕěřăšőř ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£) ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ff(¸_1; ˛_1; : : :; ¸_n; ˛_n) ąăğĺśŋżě őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě B^{⊗n} (ś. 130) A · B ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ȷ → AȷB (ś. 125) U[A] őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă łćăŋšőćżľ řěčĺśšř (ňŋőęěśšćő q-ąĺšőć) A (ś. 54) Tr_F A ůăśšĺůŋżľ śńěď őš őŕěřăšőřă A ŕő ŕřőśšřăŋśšćş F (ś. 79) ‖ · ‖ ŋőřňă ćěłšőřă (ś. 64) ĺńĺ őŕěřăšőřŋă£ ŋőřňă őŕěřăšőřă (ś. 64) ‖ · ‖_{tr} śńěďőćă£ ŋőřňă (ś. 123) ‖ · ‖_♦ ŋőřňă ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ (ś. 125) | · | ňőźŋőśšĳ ňŋőęěśšćă ĺńĺ ňőďşńĳ ůĺśńă

‹_{jk} śĺňćőń Łřőŋěłěřă ffl_S(·) ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ňŋőęěśšćă S (x; y) ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ x ĺ y a ≡ b (mod q) śřăćŋěŋĺě ŕő ňőďşń¿ q a mod q őśšăšőł ŕő ňőďşń¿ q a b ŕřěďśšăćńěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă a=b ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ Pr[A] ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ A

P(·|·) şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ (ć řăğńĺůŋżţ łőŋšěłśšăţ)

P(ȷ; M) łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ (ś. 78)

Őąőğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺű:

H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ; K = ( 1 0 0 i ) ; ňăšřĺűż Ŕăşńĺ: ffx = ( 0 1 1 0 ) ; ff^y = ( 0 −i i 0 ) ; ff^z = ( 1 0 0 −1 )

Őąőğŋăůěŋĺ£ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć:

P (ś. 22) MA (ś. 106) BQNP (ś. 106) P=poly (ś. 25) ˝k (ś. 44) PP (ś. 74) BPP (ś. 37) ˚k (ś. 44) PSPACE (ś. 22) NP (ś. 30) BQP (ś. 74)

Ććěďěŋĺě

Ćśě łőňŕĳ¿šěřż, ŋăůĺŋă£ őš šăł ĺ ŋě ŕőśšřőěŋŋőľ Àăŋăńĺšĺůěśłőľ ňăÿĺŋżÁ Ůăřńĳğă Ą¡ąąĺďęă^{1)} ĺ łőŋůă£ Cray’ěň, őśŋőćăŋż ŋă őďŋĺţ ĺ šěţ ęě ŕřĺŋűĺŕăţ. Ś ńőčĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ łőňŕĳ¿šěř śőśšőĺš ĺğ ąĺšőć (ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ğŋăůěŋĺ£ 0 ĺńĺ 1), ă ŕřőčřăňňă | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őŕěřăűĺľ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ĺśŕőńĳğşěš ŋěąőńĳÿőě ůĺśńő ąĺšőć. Łőŋěůŋő, ŋőćżě łőňŕĳ¿šěřż řăąőšă¿š ążśšřěě śšăřżţ, ŋő ŕřőčřěśś ć ¡šőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ ĺňěěš ŕřěďěń. Šřşďŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő řăğňěř šřăŋğĺśšőřă ĺńĺ ăŋăńőčĺůŋőčő ¡ńěňěŋšă ąşďěš ňěŋĳÿě 10^{−8} śň (ďĺăňěšř ăšőňă ćőďőřőďă), ă řăąőůă£ ůăśšőšă | ąőńĳÿě 10^{15} Čű (ůăśšőšă ăšőňŋżţ ŕěřěţőďőć). Šăł ůšő ďăęě śşŕěřłőňŕĳ¿- šěřż ąşďşźěčő ŋě śňőčşš řěÿăšĳ ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ, ĺňě¿źĺě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ śńőęŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ğăďăůş ő řăğńőęěŋĺĺ űěńőčő ůĺśńă x ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Őůěćĺďŋżľ śŕőśőą | ¡šő ŕőŕřőąőćăšĳ řăğďěńĺšĳ x ŋă ůĺśńă őš 2 ďő √ x. Ěśńĺ ůĺśńő x ĺňěěš n ğŋăłőć ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ, šő ŕřĺď-ěšś£ ŕěřěąřăšĳ ∼ √ x ∼ 2^{n=2} ćăřĺăŋšőć. Śşźěśšćşěš ţĺšřőşňŋżľ ăńčőřĺšň, řěÿă¿źĺľ šş ęě ğăďăůş ŕřĺňěřŋő ğă exp(śn^1=^3) ÿăčőć (c = const). Ďăęě ć ¡šőň śńşůăě, ůšőąż řăğńőęĺšĳ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ůĺśńő ĺğ ňĺńńĺőŋă ğŋăłőć, ŋě ţćăšĺš ćřěňěŋĺ ęĺğŋĺ Ćśěńěŋŋőľ. (Ćőğňőęŋő, ěśšĳ ĺ ąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżě ăńčőřĺšňż, ŋő őš ¡łśŕőŋěŋšż, ŕő-ćĺďĺňőňş, ĺğąăćĺšĳś£ ŋě şďăśšś£.)

Śşźěśšćşěš, őďŋăłő, ďřşčőľ śŕőśőą şśłőřĺšĳ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ ďń£ ŋěłőšőřżţ śŕěűĺăńĳŋżţ łńăśśőć ğăďăů. Ďěńő ć šőň, ůšő őążůŋżě łőňŕĳ¿šěřż ŋě ĺśŕőńĳğş¿š ćśěţ ćőğňőęŋőśšěľ, ŕřěďőśšăćń£ěňżţ ŕřĺřőďőľ. İšő şšćěřęďěŋĺě ňőęěš ŕőłăğăšĳś£ śńĺÿłőň őůěćĺďŋżň: ć ŕřĺřőďě ěśšĳ ňŋőęěśšćő ŕřőűěśśőć, śőćěřÿěŋŋő ŋěŕőţőęĺţ ŋă őŕěřăűĺĺ ś ŋşń£ňĺ ĺ ěďĺŋĺűăňĺ. Ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šĺ ŕřőűěśśż

1)Ą¡ąąĺďę ŋăůăń řăąőšş ŋăď ŕřőěłšőň Àăŋăńĺšĺůěśłőľ ňăÿĺŋżÁ ć 1833 čőďş. Ŕřěŕőńăčăńőśĳ, ůšő, ć őšńĺůĺě őš şęě śşźěśšćőćăćÿĺţ ć šő ćřěň£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ şśšřőľśšć, ¡šő ąşďěš şŋĺćěřśăńĳŋżľ łőňŕĳ¿šěř. Ą¡ąąĺďę ŕőść£šĺń řăğřăąőšłě łőňŕĳ¿šěřă ćś¿ ęĺğŋĳ, ŋő ěňş šăł ĺ ŋě şďăńőśĳ őśşźěśšćĺšĳ śćő¿ ňěůšş. (Ąőńěě ŕřőśšă£, ŋő ŋěşŋĺćěřśăńĳŋă£ Àřăğŋőśšŋă£ ňăÿĺŋăÁ ążńă ŕőśšřőěŋă ůăśšĺůŋő,ŋő ŕřőěłš ążń ćŕőńŋě řěăńĺśšĺůěŋ | ć 1991 čőďş ňăÿĺŋă ążńă ŕőńŋőśšĳ¿ ćőśŕřőĺğćěďěŋă ŕő ůěřšěęăň Ą¡ąąĺďęă.)

ďń£ śőğďăŋĺ£ ăŋăńőčőćőľ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăÿĺŋż. Ŋăŕřĺňěř, ĺŋšěřťěřěŋűĺ£ śćěšă ňőęěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě. Őďŋăłő ć ąőńĳÿĺŋśšćě śńşůăěć ćżĺčřżÿ ć śłőřőśšĺ ŋě £ćń£ěšś£ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋżň, š. ě. śńăąő ğăćĺśĺš őš řăğňěřă şśšřőľśšćă. Ŕřĺůĺŋă ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő şřăćŋěŋĺ£ łńăśśĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ (ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă) ¡ťťěłšĺćŋő řěÿă¿šś£ ŋă őążůŋőň űĺťřőćőň łőňŕĳ¿šěřě. Ůšő ğŋăůĺš ¡ťťěłšĺćŋő? Ćżůĺśńěŋĺě ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋőľ łăřšĺŋż ňőęěš ğăŋ£šĳ ć ňĺńńĺőŋż řăğ ąőńĳÿě ćřěňěŋĺ, ůěň řěăńĳŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš, ŕőšőňş ůšő śłőřőśšĳ śćěšă ćěńĺłă, ă ďńĺŋă ćőńŋż ňăńă. Őďŋăłő ś şćěńĺůěŋĺěň řăğňěřă ňőďěńĺřşěňőľ ťĺğĺůěśłőľ śĺśšěňż łőńĺůěśšćő ŋěőąţőďĺňżţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ őŕěřăűĺľ řăśš-ěš ŋě śńĺÿłőň ążśšřő | śšěŕěŋŋżň, ĺńĺ, łăł ŕřĺŋ£šő čőćőřĺšĳ ć šěőřĺĺ śńőęŋőśšĺ, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň őąřăğőň. (Łăł ŕřăćĺńő, ůĺśńő őŕěřăűĺľ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő ćěńĺůĺŋě V t, čďě V | őąž-ěň, ă t | ćřěň£.) Šăłĺň őąřăğőň, łńăśśĺůěśłă£ ťĺğĺłă śńĺÿłőň ÀŕřőśšăÁ ś ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă şśšřőěŋă ć ¡šőň śňżśńě čőřăğďő ĺŋšěřěśŋěě. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, śĺśšěňş ĺğ n śŕĺŋőć. Łăęďżľ śŕĺŋ őąńăďăěš ďćşň£ ąăğĺśŋżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ (0 = Àśŕĺŋ ććěřţÁ ĺ 1 = Àśŕĺŋ ćŋĺğÁ), ă ćś£ śĺśšěňă ĺňěěš 2n ąăğĺśŋżţ śőśšő£ŋĺľ |x_1; : : :; xn⟩ (łăęďă£ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ x_1; : : :; xn ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě 0 ĺńĺ 1). Śőčńăśŋő őąźĺň ŕřĺŋűĺŕăň łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ, ćőğňőęŋżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ śĺśšěňż £ćń£¿šś£ šăłęě śşŕěřŕőğĺűĺĺ ćĺďă ∑ x1;:::;xn cx1;:::;xn |x1; : : :; xn⟩, čďě

c_{x1;:::;xn} | łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, ŋăğżćăěňżě ăňŕńĺšşďăňĺ. Ğŋăł śşňňż ğďěśĳ ŋşęŋő ŕőŋĺňăšĳ ůĺśšő ťőřňăńĳŋő. Śşŕěřŕőğĺűĺ£ £ćń£ěšś£ ŋőćżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őąžěłšőň | ćěłšőřőň ć 2n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Łćăďřăš ňőďşń£ ăňŕńĺšşďż, |śx_1;:::;x_n |^2, řăćěŋ ćěřő£šŋőśšĺ őąŋăřşęĺšĳ śĺśšěňş ć ąăğĺśŋőň śőśšő£ŋĺĺ |x_1; : : :; xn⟩ ŕřĺ ĺğňěřěŋĺĺ ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ xj. (Őšňěšĺň, ůšő šăłőě ĺğňěřěŋĺě řăğřşÿăěš śşŕěřŕőğĺűĺ¿.) Śńěďőćăšěńĳŋő, ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńő- ćĺě ∑ x1;:::;xn |śx1;:::;xn |

2 = 1. Ĺšăł, őąźěě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż (š. ě. śşŕěřŕőğĺűĺ£) | ¡šő ćěłšőř ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ć 2n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺğňěŋěŋĺě śőśšő£ŋĺ£ ğă őŕřěďěń-ěŋŋżľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ őŕĺśżćăěšś£ şŋĺšăřŋőľ ňăšřĺűěľ řăğňěřă 2n × 2n. Ěśńĺ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ őůěŋĳ ňăń (≪ ~=J, čďě J | ¡ŋěřčĺ£ ćğăĺňőďěľśšćĺ£), šő ¡šă ňăšřĺűă şśšřőěŋă ďőśšăšőůŋő ŕřőśšő; łăęďżľ ĺğ ě-ě ¡ńěňěŋšőć ňőęŋő ńěčłő ćżůĺśńĺšĳ, ğŋă£ ćğăĺňőďěľśšćĺě ňěęďş śŕĺŋăňĺ. Ěśńĺ ęě ňż ţőšĺň şğŋăšĳ ĺğňěŋěŋĺě śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż ğă ąőńĳÿőľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ, šő ŕřĺď-ěšś£ ŕěřěňŋőęăšĳ šăłĺě ňăšřĺűż. Ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ąőńĳÿőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ. Ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ŋěĺğćěśšŋő ŋĺłăłőčő śŕőśőąă şŕřőśšĺšĳ ďăŋŋőě ćżůĺśńěŋĺě ĺ, śłőřěě ćśěčő, ňőďěńĺřőćăŋĺě łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő śńőęŋőľ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ğăďăůěľ. Őďŋăłő šő ęě śăňőě şšćěřęďěŋĺě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺŋăůě: łćăŋšőćă£ śĺśšěňă ¡ťťěłšĺćŋő ÀřěÿăěšÁ śńőęŋş¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ ğăďăůş | ňőďěńĺřşěš śăňş śěą£.

Ňőęŋő ńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ łćăŋšőćżě śĺśšěňż ďń£ řěÿěŋĺ£ ďřşčĺţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăďăů? Łăłőćă ďőńęŋă ążšĳ ňăšěňăšĺůěśłă£ ňőďěńĳ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă, ć šőľ ęě śšěŕěŋĺ ŋě ğăćĺś£źă£ őš ťĺğĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ, ůšő ĺ ňőďěńĺ łńăśśĺůěśłĺţ ćżůĺśńěŋĺľ^{2)}? İšĺ ćőŕřőśż, ŕő-ćĺďĺňőňş, ćŕěřćżě ążńĺ ŕőśšăćńěŋż ć łŋĺčě đ. Ĺ. Ňăŋĺŋă ÀĆżůĺśńĺňőě ĺ ŋěćżůĺśńĺňőěÁ (1980 č.). Őŋĺ őąśşęďăńĺśĳ šăłęě ć řăąőšăţ Ř. Ťěľŋňăŋă ĺ ďřşčĺţ ăćšőřőć. Ć 1985 čőďş Ď. Ďőľů [27] ŕřěďńőęĺń łőŋłřěšŋş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ ňőďěńĳ | łćăŋšőćş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă, ă ć 1989 čőďş | ¡łćĺćăńěŋšŋş¿, ŋő ąőńěě şďőąŋş¿ ňőďěńĳ | łćăŋšőćżě śţěňż [28, 47].

Ůšő šăłőě łćăŋšőćă£ śţěňă? Ŕşśšĳ ć ŋăÿěň řăśŕőř£ęěŋĺĺ ĺňěěšś£ N śŕĺŋőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ŋăţőďĺšś£ ć őšďěńĳŋőň £źĺůłě ĺ ĺďěăńĳŋő ĺğőńĺřőćăŋ őš őłřşęă¿źěčő ňĺřă. Ć łăęďżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ňż ňőęěň ćżąřăšĳ, ŕő ŋăÿěňş şśňőšřěŋĺ¿, ń¿ążě ďćă śŕĺŋă ĺ ŕőďěľśšćőćăšĳ ŋă ŋĺţ ń¿ąőľ şŋĺšăřŋőľ ňăšřĺűěľ 4 × 4. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šăłĺţ őŕěřăűĺľ ŋăğżćăěšś£ łćăŋšőćőľ śţěňőľ. Łăęďă£ őŕěřăűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ŕăřőľ ŋőňěřőć śŕĺŋőć ĺ ÿěśšŋăďűăšĳ¿ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ, ŕő¡šőňş łćăŋšőćş¿ śţěňş ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ŋă ąşňăčě. İšő śćőěčő řőďă ŕřőčřăňňă ďń£ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă.

Ůšőąż ĺśŕőńĳğőćăšĳ łćăŋšőćş¿ śţěňş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ^{3)} F : B^n → B^m , ŋşęŋő şňěšĳ ććőďĺšĳ ćţőďŋżě ďăŋŋżě, ŕřőďěńżćăšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺ śůĺšżćăšĳ řěğşńĳšăš. Ććěśšĺ ć łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (x_1; : : :; xn) ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű | ğŋăůĺš ŕřĺčőšőćĺšĳ ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě |x_1; : : :; xn; 0; : : :; 0⟩. (Őąž-ěň ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ n őążůŋő ňěŋĳÿě őąźěčő łőńĺůěśšćă À£ůěěł ŕăň£šĺÁ, š. ě. śŕĺŋőć, N. Őśšăćÿĺěś£ £ůěľłĺ ğăŕőńŋ£¿šś£ ŋşń£ňĺ.) Ł ŋăůăńĳŋőňş śőśšő£ŋĺ¿ ŕřĺňěŋ£ěšś£ łćăŋšőćă£ śţěňă, ğăćĺś£źă£ őš řěÿăěňőľ ğăďăůĺ, ŋő ŋě őš łőŋłřěšŋżţ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ. Ć ĺšőčě ćőğŋĺłăěš łćăŋšőćőě śőśšő£ŋĺě | (x_1; : : :; x_n)⟩ = ∑ y1;:::;yN

c_{y1;:::;yN} (x_1; : : :; x_n) |y_1; : : :; y_N ⟩;

2)Ŋăĺąőńěě ĺğćěśšŋőľ ňăšěňăšĺůěśłőľ ňőďěńĳ¿ őążůŋőčő łőňŕĳ¿šěřă £ćń£ěšś£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă. Ąőńĳÿĺŋśšćőňőďěńěľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ďřşč ďřşčş, š. ě. ğăďăůă, řăğřěÿĺňă£ ğă L ÿăčőć ć őďŋőľ ňőďěńĺ, řăğřěÿĺňă ğă cL^k ÿăčőć ć ďřşčőľ ňőďěńĺ, čďě c ĺ k | łőŋśšăŋšż.

3)Ń¿ąă£ ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ğăďăůă ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć šăłőň ćĺďě. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ňż ţőšĺň řěÿăšĳ ğăďăůş ő řăğńőęěŋĺĺ űěńőčő ůĺśńă x ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, šő (x_1, . . . , xn) = x (ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ), ă F (x) | śŕĺśőł ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ (ć ŋěłőšőřőľ ďćőĺůŋőľ łőďĺřőćłě).

ğăćĺś£źěě őš (x_1; : : :; xn). Šěŕěřĳ ŋşęŋő śůĺšăšĳ řěğşńĳšăš. Ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő őšćěš ďőńęěŋ śőďěřęăšĳś£ ć ŕěřćżţ m ąĺšăţ śšřőłĺ (y_1; : : :; yN ), š. ě. ňż ĺźěň šăłĺě (y_1; : : :; ym), ůšő (y_1; : : :; ym) = = F (x_1; : : :; xn). Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšă ŕřőĺğćőďĺšś£ ĺğňěřěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ćśěţ śŕĺŋőć. Řěğşńĳšăšőň ĺğňěřěŋĺ£ ňőęěš ążšĳ ń¿ąă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű (y_1; : : :; yN ), ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ě-ě řăćŋă |cy_1;:::;y_N (x_1; : : :; xn)|^2. Šăłĺň őąřăğőň, łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř ňőęěš, ś ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿, ďăšĳ ń¿ąőľ őšćěš. Łćăŋšőćă£ śţěňă £ćń£ěšś£ ÀŕřăćĺńĳŋőľÁ ďń£ ďăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ F , ěśńĺ ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš (y_1; : : :; ym) = F (x_1; : : :; xn) ŕőńşůăěšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿, ďőśšăšőůŋő ąńĺğłőľ ł ěďĺŋĺűě. Ŕőćšőřĺć ćś-ě ćżůĺśńěŋĺě ŋěśłőńĳłő řăğ ĺ ćżąřăć šőš őšćěš, łőšőřżľ ćśšřěůăěšś£ ůăźě, ňőęŋő śŋĺğĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ďő śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ ćěńĺůĺŋż.

Ňż šőńĳłő ůšő śťőřňşńĺřőćăńĺ (őŕşśłă£ ŋěłőšőřżě ŕőďřőąŋőśšĺ) ňăšěňăšĺůěśłş¿ ňőďěńĳ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Šěŕěřĳ ěśšěśšćěŋŋő ğăďăšĳ ďćă ćőŕřőśă.

1. Ďń£ łăłĺţ ğăďăů łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě ďăěš ćżĺčřżÿ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś łńăśśĺůěśłĺň?

2. Łăłş¿ śĺśšěňş ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ ťĺğĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă? (İšő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ďőńęŋă ążšĳ śĺśšěňă śŕĺŋőć.)

Ŕő ŕőćőďş ŕěřćőčő ćőŕřőśă śěľůăś ĺğćěśšŋő śńěďş¿źěě. Ćő-ŕěřćżţ, ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě ňőęŋő ňőďěńĺřőćăšĳ ń¿ąş¿ łćăŋšőćş¿ śĺśšěňş ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ůĺśńő ÿăčőć. İšő ŕőğćőńĺš (ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă) ŕřěďśłăğżćăšĳ śćőľśšćă ňőńěłşń ĺ łřĺśšăńńőć, ŕřőěłšĺřőćăšĳ ňĺłřőśłőŕĺůěśłĺě ¡ńěłšřőŋŋżě şśšřőľśšćă řăğňěřőň ć ŋěśłőńĳłő ďěś£šłőć ăŋčśšřěň. (Śěľůăś šăłĺě şśšřőľśšćă ŋăţőď£šś£ ŋă ŕřěďěńě šěţŋőńőčĺůěśłĺţ ćőğňőęŋőśšěľ, ŋő ć ąşďşźěň őŋĺ, ćěřő£šŋő, ąşďşš ŕřĺňěŋ£šĳś£ ć őążůŋżţ łőňŕĳ¿šěřăţ.) Ćšőřőľ ŕřĺňěř | řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ĺ ăŋăńőčĺůŋżě šěőřěšĺłő-ůĺśńőćżě ğăďăůĺ, ść£ğăŋŋżě ś ăąěńěćżňĺ čřşŕŕăňĺ. Ć 1994 čőďş Ŕ. Ÿőř (P. Shor) ŕřĺďşňăń łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň^{4)}, ŕőğćőń£¿źĺľ řăğńőęĺšĳ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ůĺśńő ĺğ n ğŋăłőć ğă n^3(log n)k ÿăčőć (k = const). İšőš łřăśĺćżľ řěğşńĳšăš ňőęěš ĺňěšĳ śłőřěě ćřěďŋőě, ůěň ŕőńěğŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě: řăğńăčă£ ůĺśńă ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ňőęŋő ŕőďąĺřăšĳ łń¿ůĺ ł ÿĺťřăň, ŕőďďěńżćăšĳ ¡ńěłšřőŋŋżě ŕőďŕĺśĺ ĺ š. ď. (Ćŕřőůěň, šřşďŋőśšĺ ŋă ŕşšĺ śőğďăŋĺ£ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă śšőńĳ ćěńĺłĺ, ůšő ć šěůěŋĺě

4)Ěśńĺ ŋě ćďăćăšĳś£ ć šőŋłőśšĺ, łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő łćăŋšőćă£ śţěňă. Őšńĺůĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő śţěňă őŕřěďěńěŋă ďń£ ğăďăůĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő řăğňěřă (n = const), ă ăńčőřĺšň őŕřěďěń-ěŋ ďń£ ćśěţ n śřăğş.

ąńĺęăľÿĺţ 10 ńěš ŕőńĳğőćăšěńĺ ÿĺťřőć ňőčşš śŕăšĳ śŕőłőľŋő.) Šřěšĺľ ŕřĺňěř | ¡šő ŕőĺśł ŋşęŋőľ ğăŕĺśĺ ć ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőľ ąăğě ďăŋŋżţ. Ğďěśĳ ćżĺčřżÿ ŋě śšőńĳ ğŋăůĺšěńěŋ: ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őďŋőľ ğăŕĺśĺ ĺğ N šřěąşěšś£ ŕőř£ďłă √ N őŕěřăűĺľ ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě ćňěśšő N őŕěřăűĺľ ŋă łńăśśĺůěśłőň. Ŋă ¡šőň śŕĺśőł ĺğćěśšŋżţ ŕřĺňěřőć ğăłăŋůĺćăěšś£ | ŋě ŕőšőňş ůšő łćăŋšőćżě łőňŕĳ¿šěřż ąěśŕőńěğŋż ďń£ ďřşčĺţ ğăďăů, ă ŕőšőňş ůšő šěőřĺ£ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ ŕőłă ŋě řăğřăąőšăŋă. Ąşďěň ŋăďě£šĳś£, ůšő śłőřő ŕő£ć£šś£ ŋőćżě ňăšěňăšĺůěśłĺě ĺďěĺ, łőšőřżě ŕőğćőń£š ŕřĺďşňăšĳ ŋőćżě ŕřĺňěřż.

Ťĺğĺůěśłă£ řěăńĺğăűĺ£ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă | ůřěğćżůăľŋő ĺŋšěřěśŋă£, ŋő śńőęŋă£ ğăďăůă. Ěź-ě ŋěśłőńĳłő ńěš ŋăğăď ćżśłăğżćăńĺśĳ śőňŋěŋĺ£ ć ě-ě ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋőľ řăğřěÿĺňőśšĺ. Ďěńő ć šőň, ůšő ń¿ąőě şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ńĺÿĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿. Łřőňě šőčő, śĺśšěňş śŕĺŋőć ĺńĺ ăŋăńőčĺůŋş¿ łćăŋšőćş¿ śĺśšěňş ŋěńĳğ£ ŕőńŋőśšĳ¿ ğăźĺšĺšĳ őš ćőğňşźěŋĺľ śő śšőřőŋż őłřşęă¿źěľ śřěďż. Ćś-ě ¡šő ďőńęŋő ŕřĺćőďĺšĳ ł ŕőčřěÿŋőśš£ň, łőšőřżě ąşďşš ŋăłăŕńĺćăšĳś£ ć ŕřőűěśśě ćżůĺśńěŋĺ£. Ůěřěğ L ∼ ‹^{−1} ÿăčőć (čďě ‹ | šőůŋőśšĳ łăęďőčő şŋĺšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£) ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ śšăŋěš ŕőř£ďłă ěďĺŋĺűż. Ł śůăśšĳ¿, ¡šş šřşďŋőśšĳ ňőęŋő ŕřěőďőńěšĳ, ĺśŕőńĳğş£ łćăŋšőćżě łőďż, ĺśŕřăćń£¿źĺě őÿĺąłĺ. Ć 1996 čőďş Ŕ. Ÿőř ŕřěďńőęĺń śţěňş łőřřěłűĺĺ őÿĺąőł ć ŕřőűěśśě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£ (fault-tolerant quantum computation), łőšőřă£ ążńă ćśłőřě şśőćěřÿěŋśšćőćăŋă. Őłőŋůăšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Śşźěśšćşěš ŋěłőšőřőě ŕőřőčőćőě ğŋăůěŋĺě šőůŋőśšĺ ‹_0, šăłőě ůšő ŕřĺ ‹ < ‹_0 ćőğňőęŋő śłőńĳ şčőďŋő ďńĺŋŋőě łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě. Őďŋăłő ŕřĺ ‹ > ‹_0 őÿĺąłĺ ŋăłăŕńĺćă¿šś£ ążśšřěě, ůěň ĺţ şďă-ěšś£ ĺśŕřăćń£šĳ. Ŕő řăğŋżň őűěŋłăň, ‹_0 ńěęĺš ć ĺŋšěřćăńě őš 10^{−2} ďő 10^{−6} (šőůŋőě ğŋăůěŋĺě ğăćĺśĺš őš ţăřăłšěřă ćőğňşźěŋĺľ ĺ ĺśŕőńĳğşěňőľ śţěňż łőřřěłűĺĺ őÿĺąőł).

Ĺšăł, ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋżţ ŕřěŕ£šśšćĺľ ďń£ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă ŋěš. Őďŋăłő ğăďăůă śšőńĳ šřşďŋă, ůšő ě-ě ňőęŋő śřăćŋĺšĳ ś ğăďăůěľ őą şŕřăćń£ěňőň šěřňő£ďěřŋőň śĺŋšěğě. Ć śăňőň ďěńě, ŋěőąţőďĺňő şďőćńěšćőřĺšĳ ŋěśłőńĳłĺň ŕőůšĺ ŋěśőćňěśšĺňżň šřěąőćăŋĺ£ň. 1. İńěňěŋšż łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă | łćăŋšőćżě ąĺšż (śŕĺŋż ĺńĺ ůšő-šő ŕőďőąŋőě) | ďőńęŋż ążšĳ ĺğőńĺřőćăŋż ďřşč őš ďřşčă ĺ őš őłřşęă¿źěľ śřěďż.

2. Ŋěőąţőďĺňő ĺňěšĳ ćőğňőęŋőśšĳ ĺğąĺřăšěńĳŋőčő ćőğďěľśšćĺ£ ŋă ŕăřş łćăŋšőćżţ ąĺšőć. (Ćőğňőęŋő, ŕőšřěąşěšś£ ŋěśłőńĳłő šĺŕőć ćőğďěľśšćĺ£ ŋă őďŋş ĺ šş ęě ŕăřş, őŕĺśżćăěňżţ řăğńĺůŋżňĺ şŋĺšăřŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ.)

3. Łăęďżľ ĺğ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć ďőńęěŋ ążšĳ řěăńĺğőćăŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ < ‹_0 (śň. ćżÿě).

4. Řěăńĺğşěňżě őŕěřăšőřż ďőńęŋż ążšĳ ďőśšăšőůŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋż.

Šőůŋěě čőćőř£, őŋĺ ďőńęŋż őąřăğőćżćăšĳ ŕőńŋżľ ąăğĺś, ůšőąż ń¿- ąőľ ďřşčőľ őŕěřăšőř ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě ćżřăęăńś£ ůěřěğ ŋĺţ. Ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ śşźěśšćşěš ŋěśłőńĳłő ŕőďţőďőć ł ŕřőąńěňě řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă.

1. Őšďěńĳŋżě ăšőňż ĺńĺ ĺőŋż. İšő ŕěřćă£ ĺ ŋăĺąőńěě ţőřőÿő řăğřăąőšăŋŋă£ ĺďě£, őŋă śşźěśšćşěš ć ŋěśłőńĳłĺţ ćăřĺăŋšăţ. Ďń£ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łćăŋšőćőčő ąĺšă ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ łăł őążůŋżě ¡ńěłšřőŋŋżě şřőćŋĺ, šăł ĺ şřőćŋĺ šőŋłőľ ĺ śćěřţšőŋłőľ śšřşłšşřż. Ĺňěěšś£ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋă£ šěţŋĺłă, ŕőğćőń£¿źă£ şďěřęĺćăšĳ őšďěńĳŋżľ ĺőŋ ĺńĺ ăšőň ć ńőćşÿłě ĺğ ŕőśšő£ŋŋőčő ňăčŋĺšŋőčő ĺńĺ ŕěřěňěŋŋőčő ¡ńěłšřĺůěśłőčő ŕőń£ ć šěůěŋĺě ďńĺšěńĳŋőčő ćřěňěŋĺ (ŕőř£ďłă 1 ůăśă). Ĺőŋ ňőęŋő ÀőţńăďĺšĳÁ (š. ě. ŕőčăśĺšĳ łőńěąăšěńĳŋőě ďćĺęěŋĺě) ŕřĺ ŕőňőźĺ ńăğěřŋőčő ńşůă. Ŕőďąĺřă£ ďńĺšěńĳŋőśšĳ ĺ ůăśšőšş ńăğěřŋżţ ĺňŕşńĳśőć, ňőęŋő ŕřĺčőšőćĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śşŕěřŕőğĺűĺ¿ őśŋőćŋőčő ĺ ćőğąşęď-ěŋŋőčő śőśšő£ŋĺľ. Šăłĺň őąřăğőň, şŕřăćń£šĳ őšďěńĳŋżň ĺőŋőň ďőśšăšőůŋő ńěčłő. Ć ńőćşÿłş ňőęŋő šăłęě ŕőňěśšĺšĳ ďćă ĺńĺ ąőńĳÿěě ůĺśńő ĺőŋőć ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ŋěśłőńĳłő ňĺłřőŋ ďřşč őš ďřşčă ĺ şŕřăćń£šĳ łăęďżň ĺğ ŋĺţ ć őšďěńĳŋőśšĺ. Őďŋăłő őřčăŋĺğőćăšĳ ćğăĺňőďěľśšćĺě ňěęďş ĺőŋăňĺ ďőśšăšőůŋő šřşďŋő. Ďń£ ¡šőľ űěńĺ ŕřěďńőęěŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ łőńńěłšĺćŋżě łőńěąăšěńĳŋżě ňőďż ĺőŋőć (őążůŋżě ňěţăŋĺůěśłĺě łőńěąăŋĺ£ ś ůăśšőšőľ ć ŋěśłőńĳłő ňěčăčěřű). Ďřşčőľ śŕőśőą (ďń£ ŋěľšřăńĳŋżţ ăšőňőć): ŕőňěśšĺšĳ ăšőňż ć őšďěńĳŋżě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżě řěğőŋăšőřż, ść£ğăŋŋżě ďřşč ś ďřşčőň (ŕőłă ŋěŕőŋ£šŋő, łăł ¡šő řěăńĺğőćăšĳ šěţŋĺůěśłĺ). Ŋăłőŋěű, šřěšĺľ śŕőśőą: ŕřĺ ŕőňőźĺ ŋěśłőńĳłĺţ ńăğěřŋżţ ńşůěľ ňőęŋő śőğďăšĳ ŕěřĺőďĺůěśłĺľ ŕőšěŋűĺăń (Àőŕšĺůěśłş¿ řěÿ-ěšłşÁ), şďěřęĺćă¿źĺľ ŋěćőğąşęď-ěŋŋżě ăšőňż. Ŕřĺ ¡šőň ćőğňőęŋă śĺšşăűĺ£, łőčďă ćőğąşęď-ěŋŋżě ăšőňż ňőčşš śćőąőďŋő ďćĺčăšĳś£. Šăłĺň őąřăğőň, ćőğąşęďă£ ŋă łőřőšłőě ćřěň£ őďĺŋ ĺğ ăšőňőć, ňż ğăśšăćń£ěň ěčő ćğăĺňőďěľśšćőćăšĳ ś śőśěď£ňĺ. İšő ŋăŕřăćńěŋĺě ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋőľ ťĺğĺłĺ śěľůăś ążśšřő řăğćĺćăěšś£ ĺ, ŕő-ćĺďĺňőňş, ĺňěěš ąőńĳÿĺě ŕěřśŕěłšĺćż.

2. §ďěřŋżľ ňăčŋĺšŋżľ řěğőŋăŋś. Ć ňőńěłşńě ś ŋěśłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ £ďěřŋżňĺ śŕĺŋăňĺ ŕřőĺğćőńĳŋőě şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺňŕşńĳśőć ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£. İšő ążńő ŕřőćěřěŋő ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő ŕřĺ łőňŋăšŋőľ šěňŕěřăšşřě. Őďŋăłő ďń£ ŕřĺčőšőćńěŋĺ£ ŋăůăńĳŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ŋěőąţőďĺňă šěňŕěřăšşřă < 10^{−3}K. Ŕőňĺňő šřşďŋőśšěľ ś őţńăęďěŋĺěň, ŕřĺ šăłőľ šěňŕěřăšşřě ćőğřăśšă¿š ŋěęěńăšěńĳŋżě ćğăĺňőďěľśšćĺ£ ňőńěłşń ďřşč ś ďřşčőň. Łřőňě šőčő, ŋěŕőŋ£šŋő, łăł ĺğąĺřăšěńĳŋő ćőğďěľśšćőćăšĳ ŋă ďăŋŋżľ śŕĺŋ, ěśńĺ ć ňőńěłşńě ěśšĳ ŋěśłőńĳłő őďĺŋăłőćżţ śŕĺŋőć.

3. Śĺśšěňż śćěřţŕřőćőď£źĺţ čřăŋşń. Ŕřĺ śćěřţŋĺğłĺţ šěňŕěřăšşřăţ ěďĺŋśšćěŋŋőľ śšěŕěŋĳ¿ śćőąőďż ňĺłřőśłőŕĺůěśłőľ śćěřţŕřőćőď£źěľ čřăŋşńż (ďĺăňěšřőň ć ŋěśłőńĳłő śőšěŋ ăŋčśšřěň) £ćń£ěšś£ ě-ě ğăř£ď. Őŋ ňőęěš ĺğňěŋ£šĳś£ ŋă ćěńĺůĺŋş, łřăšŋş¿ ďćşň ğăř£ďăň ¡ńěłšřőŋă (ŕőśłőńĳłş ¡ńěłšřőŋż ć śćěřţŕřőćőďŋĺłě ść£ğăŋż ć ŕăřż). Ňěŋ££ ćŋěÿŋĺľ ¡ńěłšřĺůěśłĺľ ŕőšěŋűĺăń, ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šăłőľ śĺšşăűĺĺ, łőčďă ďćă ğăř£ďőćżţ śőśšő£ŋĺ£ ąşďşš ĺňěšĳ ŕőůšĺ őďĺŋăłőćş¿ ¡ŋěřčĺ¿. İšĺ ďćă śőśšő£ŋĺ£ ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ć łăůěśšćě ąăğĺśŋżţ śőśšő£ŋĺľ łćăŋšőćőčő ąĺšă. Čřăŋşńż ćğăĺňőďěľśšćş¿š ňěęďş śőąőľ ŕőśřěďśšćőň ďęőğěťśőŋőćśłĺţ łőŋšăłšőć ĺ ćğăĺňŋőľ ¡ńěłšřĺůěśłőľ -ěňłőśšĺ. İšĺň ćğăĺňőďěľśšćĺěň ňőęŋő şŕřăćń£šĳ. Őśŋőćŋă£ šřşďŋőśšĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋşęŋő şŕřăćń£šĳ łăęďőľ čřăŋşńőľ ć őšďěńĳŋőśšĺ, ŕřĺůěň ś ćżśőłőľ šőůŋőśšĳ¿. Ŕő-ćĺďĺňőňş, ¡šőš ŕőďţőď ŕěřśŕěłšĺćěŋ, ŋő ďń£ ěčő řěăńĺğăűĺĺ ŕőšřěąşěšś£ śőğďăŋĺě ŋőćőľ šěţŋőńőčĺĺ.

4. Ăŋĺőŋż. Ăŋĺőŋż | ¡šő őśőążě ćőğąşęďěŋĺ£ ć ďćşňěřŋżţ łćăŋšőćżţ śĺśšěňăţ, ć ůăśšŋőśšĺ, ć ďćşňěřŋőľ ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě. Őďĺŋ ĺğ ăćšőřőć (Ă. Ł.) śůĺšăěš ¡šőš ŕőďţőď ŋăĺąőńěě ĺŋšěřěśŋżň (ŕőśłőńĳłş őŋ ęě ěčő ĺ ŕřĺďşňăń [32]), ŕő¡šőňş őŕĺÿěň ěčő ąőńěě ŕőďřőąŋő.

Őśŋőćŋőľ ŕřőąńěňőľ ŕřĺ śőğďăŋĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă £ćń£ěšś£ ŋěőąţőďĺňőśšĳ řěăńĺğăűĺĺ şŋĺšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ < ‹_0 ∼ 10^{−2} ÷ 10^{−6}. Ďń£ ¡šőčő, łăł ŕřăćĺńő, šřěąşěšś£ łőŋšřőńĺřőćăšĳ ŕăřăňěšřż śĺśšěňż ś ěź-ě ąőńĳÿěľ šőůŋőśšĳ¿. Őďŋăłő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śĺšşăűĺ¿, łőčďă ćżśőłă£ šőůŋőśšĳ ďőśšĺčăěšś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ, š. ě. ĺśŕřăćńěŋĺě őÿĺąőł ŕřőĺśţőďĺš ŋă ťĺğĺůěśłőň şřőćŋě. Ŕřĺňěřőň £ćń£¿šś£ ďćşňěřŋżě śĺśšěňż ś ăŋĺőŋŋżňĺ ćőğąşęďěŋĺ£ňĺ.

Ćśě ůăśšĺűż ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě £ćń£¿šś£ ńĺąő ąőğőŋăňĺ, ńĺąő ťěřňĺőŋăňĺ. Ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ ąőğőŋőć ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ďćşţ ůăśšĺű, ă ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ ťěřňĺőŋőć şňŋőęăěšś£ ŋă −1. Ć ń¿ąőň śńşůăě ŕřĺ ćőğćřăźěŋĺĺ łăęďőľ ĺğ ůăśšĺű ŋă ŕřěęŋěě ňěśšő śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ŋě ňěŋ£ěšś£. Ć ďćşňěřŋżţ śĺśšěňăţ ćőğňőęŋő ąőńěě śńőęŋőě ŕőćěďěŋĺě. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő řěůĳ ŕőľď-ěš ŋě őą ¡ńěňěŋšăřŋżţ ůăśšĺűăţ šĺŕă ¡ńěłšřőŋă, ă ő ćőğąşęďěŋĺ£ţ, ĺńĺ ďěťěłšăţ ć ďćşňěřŋőľ ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ. Šăłĺě ćőğąşęďěŋĺ£ ŕőţőęĺ ŋă Àŋăśšő£źĺěÁ (š. ě. ¡ńěňěŋšăřŋżě) ůăśšĺűż, ŋő őąńăďă¿š ŋěłőšőřżňĺ ŋěőążůŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ćőğąşęďěŋĺě ňőęěš ĺňěšĳ ďřőąŋżľ ¡ńěłšřĺůěśłĺľ ğăř£ď (ŋăŕřĺňěř, 1=3 őš ğăř£ďă ¡ńěłšřőŋă). Ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őďŋőčő ćőğąşęďěŋĺ£ ćőłřşč ďřşčőčő śőśšő£ŋĺě őłřşęă¿źěľ ĺţ ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ ňěŋ£ěšś£ śšřőčő őŕřěďěń-ěŋŋżň őąřăğőň, ğăćĺś£źĺň őš šĺŕă ćőğąşęďěŋĺľ ĺ őš šőŕőńőčĺĺ ŕşšĺ, ŋő ŋě őš łőŋłřěšŋőľ šřăěłšőřĺĺ. Ć ŕřőśšěľÿěň śńşůăě ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ ďőňŋőęăěšś£ ŋă ůĺśńő (e^2ıi=^3 ďń£ ăŋĺőŋőć ć ďćşňěřŋőľ ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě ŕřĺ ťăłšőřě ğăŕőńŋěŋĺ£ 1=3). Ćőğąşęďěŋĺ£ ś šăłĺň śćőľśšćőň ŋăğżćă¿šś£ ăąěńěćżňĺ ăŋĺőŋăňĺ. Ďřşčőľ ŕřĺňěř ăąěńěćżţ ăŋĺőŋőć őŕĺśăŋ (ŋă ňăšěňăšĺůěśłőň £ğżłě) ć řăğďěńě 14.11.

Ąőńěě ĺŋšěřěśŋż ŋěăąěńěćż ăŋĺőŋż, łőšőřżě ŕőłă ŋě ŋăąń¿ďăńĺśĳ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő. (Šěőřĺ£ ŕřěďśłăğżćăěš śşźěśšćőćăŋĺě ŋěăąěńěćżţ ăŋĺőŋőć ć ďćşňěřŋőľ ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě ŕřĺ ťăłšőřě ğăŕőńŋěŋĺ£ 5=2.) Ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŋěăąěńěćżţ ăŋĺőŋőć śőśšő£ŋĺě ¡ńěłšřőŋŋőľ ęĺďłőśšĺ £ćń£ěšś£ ćżřőęďěŋŋżň, ŕřĺůěň łřăšŋőśšĳ ćżřőęďěŋĺ£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ğăćĺśĺš őš ůĺśńă ăŋĺőŋőć. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śşźěśšćşěš ŋě őďŋő, ă ňŋőčő śőśšő£ŋĺľ, łőšőřżě ňőčşš őąřăğőćżćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě łćăŋšőćżě śşŕěřŕőğĺűĺĺ. Ŋă šăłş¿ śşŕěřŕőğĺűĺ¿ ŋěńĳğ£ ŋĺłăł ćőğďěľśšćőćăšĳ, ŋě ŕěřěňěźă£ ăŋĺőŋż, ŕő- ¡šőňş őŋă ĺďěăńĳŋő ğăźĺźěŋă őš ćőğňşźěŋĺľ. Ěśńĺ őąćěśšĺ őďĺŋ ăŋĺőŋ ćőłřşč ďřşčőčő, śşŕěřŕőğĺűĺ£ ŕőďćěřčŋěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőňş şŋĺšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿. İšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě £ćń£ěšś£ ăąśőń¿šŋő šőůŋżň. (Őÿĺąłă ňőęěš ćőğŋĺłŋşšĳ, šőńĳłő ěśńĺ ăŋĺőŋ Àćżřćěšś£ ş ŋăś ĺğ řşłÁ ćśńěďśšćĺě łćăŋšőćőčő šşŋŋěńĺřőćăŋĺ£).

Ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ŕřőěłš ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ăŋĺőŋőć ćżčń£ďĺš ŋăĺňěŋěě řěăńĺśšĺůŋő. Ŕřěęďě ćśěčő, ăąěńěćż ăŋĺőŋż ŋě čőď£šś£ ďń£ łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ă ŋěăąěńěćż ěź-ě šőńĳłő ŕřěďśšőĺš ŋăľšĺ ć ¡łśŕěřĺňěŋšě. Ďń£ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă ŋşęŋő łőŋšřőńĺřőćăšĳ łăęďş¿ ĺğ ůăśšĺű, łőšőřżě ąşďşš ďćĺčăšĳś£ ŋă řăśśšő£ŋĺ£ţ ŕőř£ďłă ďőńěľ ňĺłřőŋă ďřşč őš ďřşčă. İšő ůřěğćżůăľŋő śńőęŋă£ šěţŋĺůěśłă£ ğăďăůă. Őďŋăłő, ś şů-ěšőň ćżśőłĺţ šřěąőćăŋĺľ ł šőůŋőśšĺ, őśşźěśšćĺšĳ ń¿ąőľ ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ćżÿě ŕőďţőďőć ŋĺůşšĳ ŋě ńěčůě. Łřőňě šőčő, ĺďě£ šőŕőńőčĺůěśłőčő łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ńěęăźă£ ć őśŋőćě ŕőďţőďă ś ăŋĺőŋăňĺ, ňőęěš ćőŕńőšĺšĳś£ łăłĺň-ńĺąő ďřşčĺň śŕőśőąőň. Ŋăŕřĺňěř, ğăźĺź-ěŋŋă£ őš ćőğňşźěŋĺľ łćăŋšőćă£ śšěŕěŋĳ śćőąőďż ňőęěš ćőğŋĺłŋşšĳ ŋă łőŋűě Àłćăŋšőćőľ ŕřőćőńőłĺÁ (őďŋőňěřŋőčő ŕřőćőďŋĺłă ś ŋěů-ěšŋżň ůĺśńőň řăśŕřőśšřăŋ£¿źĺţś£ ¡ńěłšřőŋŋżţ ňőď, ŋăţőď£źěčőś£ ć łőŋšăłšě ś šř-ěţňěřŋżň śćěřţŕőćőďŋĺłőň).

Ĺšăł, ĺďě£ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă ćżčń£ďĺš śšőńĳ ęě ğăňăŋůĺćő, śłőńĳ ŋěřěăńĺśšĺůŋő. Ŋăćěřŋőě, šăł ęě ćőśŕřĺŋĺňăńś£ ŕřőěłš őążůŋőčő łőňŕĳ¿šěřă ćő ćřěňěŋă Ůăřńĳğă Ą¡ąąĺďęă, ĺğőąřěšěŋĺě łőšőřőčő ążńő řěăńĺğőćăŋő ńĺÿĳ śšő ńěš śŕşśš£. Ąşďěň ŋăďě£šĳś£, ůšő ć ŋăÿě ćřěň£ ŋăşůŋő-šěţŋĺůěśłĺľ ŕřőčřěśś ĺďěš ążśšřěě, ŕő¡šőňş ŋě ŕřĺď-ěšś£ ęďăšĳ šăł ďőńčő. Ćőğňőęŋő, ďőśšăšőůŋő őďŋőľ śćěęěľ ĺďěĺ ŕń¿ś ŋěśłőńĳłő ńěš ŋă řăğřăąőšłş ŋőćőľ šěţŋőńőčĺĺ: : :

Ůăśšĳ I

Łńăśśĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£

1. Ůšő šăłőě ăńčőřĺšň?

Ŋěťőřňăńĳŋő ăńčőřĺšň | ¡šő őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ĺŋśšřşłűĺľ ŕő ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ĺśţőďŋżţ ďăŋŋżţ ć řěğşńĳšăš, ŕřĺů-ěň ćśě ĺŋśšřşłűĺĺ ¡ńěňěŋšăřŋż, š. ě. ŕřĺ ĺţ ćżŕőńŋěŋĺĺ Àŋăň ŕřĺď-ěšś£ šőńĳłő ňěţăŋĺůěśłĺ śńěďőćăšĳ ŕřěďŕĺśăŋĺ£ň, łăł ěśńĺ ąż ňż ążńĺ řőąőšăňĺ: őš ŋăś ŋě ŕőšřěąşěšś£ ŋĺ ŕőŋĺňăŋĺ£, ŋĺ ĺśłşśśšćă, ŋĺ ĺğőąřěšăšěńĳŋőśšĺÁ [5, ś. 270].

Őążůŋő ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő łăęďżľ ăńčőřĺšň řěÿăěš łăłş¿-šő ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ ğăďăůş. Ś ťőřňăńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ğăďăůă | ¡šő ťşŋłűĺ£ F : ćţőďŋżě ďăŋŋżě → řěğşńĳšăš;

łăł ŕřăćĺńő, ůăśšĺůŋő őŕřěďěńěŋŋă£.

Ůšő šăłőě Àćţőďŋżě ďăŋŋżěÁ ĺ ÀřěğşńĳšăšÁ? Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ğăďăůş őą şňŋőęěŋĺĺ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Šőčďă ćţőďŋżě ďăŋŋżě | ¡šő ŕăřă ňŋőčőůńěŋőć. Ŕřőąńěňă ć šőň, łăł ğăŕĺśăšĳ ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż, ůšőąż ĺţ ňőęŋő ążńő ććěśšĺ ć łőňŕĳ¿šěř. Ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă, łőšőřżě ňż řăśśňăšřĺćăěň ŋĺęě, ŕőŋĺňă¿š ńĺÿĳ łőŋěůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śĺňćőńőć (śńőćă) ĺğ ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă A, ŋăğżćăěňőčő ćŋěÿŋĺň ăńťăćĺšőň. Ŕő¡šőňş śšřőčă£ ťőřňşńĺřőćłă ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ğăďăůĺ ďőńęŋă ćłń¿ůăšĳ ć śěą£ ăńťăćĺš ĺ śŕőśőą łőďĺřőćłĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ğăŕĺśżćăšĳ ŕăřş ňŋőčőůńěŋőć ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň 10 űĺťř, śĺňćőńă ŕěřěňěŋŋőľ x, ğŋăłőć +; −; ∗ ĺ śłőąőł: (x ∗ ∗2 − 5)(−4 ∗ x + 1). Ć ďřşčőľ łőďĺřőćłě, łő- ¡ťťĺűĺěŋšż ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ďćőĺůŋőľ śĺśšěňě ĺ ŕěřěůĺśń£¿šś£ ůěřěğ ğăŕ£šş¿; ďćă ňŋőčőůńěŋă řăğďěń£¿šś£ ğćěğďőůłőľ: 1; 0; −101 ∗ −100; 1. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ĺňěěň ďćě řăğńĺůŋżě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ. Ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, őąě ğăďăůĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ŕőśłőńĳłş ŕěřěćőď ĺğ őďŋőľ łőďĺřőćłĺ ć ďřşčş¿ őśşźěśšćń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăńčőřĺšňă. Ŕőłă őŕřěďěńěŋĺ£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăńčőřĺšňă ĺ ŋăś ŋěš (őŋő ŕő£ćĺšś£ ć řăğďěńě 1.4), ďăćăľšě ąşďěň ťőřňăńĺśšăňĺ: ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ğăďăůă | ¡šő ůăśšĺůŋă£^{5)} ťşŋłűĺ£ F : A^∗ → A^∗ (čďě A^∗ őąőğŋăůăěš ňŋőęěśšćő łőŋěůŋżţ śńőć ć ăńťăćĺšě A). Ŕőšőň ňż ŕőğćőńĺň śěąě ŋěłőšőřş¿ ćőńĳŋőśšĳ ĺ ąşďěň čőćőřĺšĳ ő ğăďăůě şňŋőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ĺńĺ řăğńőęěŋĺ£ űěńőčő ůĺśńă ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ĺňě£ ććĺďş, ůšő ćśě řăğşňŋżě łőďĺřőćłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż (š. ě. ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ăńčőřĺšňőć). Őďŋăłő ŋşęŋő ŕőňŋĺšĳ, ůšő ŋě ćś£łă£ łőďĺřőćłă £ćń£ěšś£ ÀřăğşňŋőľÁ. Ŋěţőřőÿő, ŋăŕřĺňěř, ŕřěďśšăćń£šĳ ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n ŋăąőřőň ĺğ n ğćěğďőůěł, ŕőšőňş ůšő ďńĺŋă šăłőľ ğăŕĺśĺ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ćěńĺłă ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ďćőĺůŋőľ ĺńĺ ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĳ¿. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ć ŋěłőšőřżţ ğăďăůăţ ŋěš ţőřőÿěčő ćżąőřă ÀřăğşňŋőľÁ łőďĺřőćłĺ, ć šăłĺţ śńşůă£ţ (őŋĺ ŋăň ŋě ćśšřěš£šś£) ŋěőąţőďĺňő şłăğżćăšĳ łőďĺřőćłş £ćŋő ćś£łĺľ řăğ, łőčďă ťőřňşńĺřşěšś£ ğăďăůă.

Ďăďĺň šěŕěřĳ ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ăńčőřĺšňă.

1.1. Ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă. Ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă (śőłřăź-ěŋŋő ŇŠ) őďŋőğŋăůŋő ğăďă-ěšś£ şłăğăŋĺěň ŋăąőřă (S; ; A; Q; q_0; ‹), čďě S, A, Q | łőŋěůŋżě ňŋőęěśšćă, ŕřĺů-ěň A ⊂ S; | ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš S \ A; q_0 | ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš Q, ă ‹ | ŋěłőšőřă£ (ůăśšĺůŋă£, ćőőąźě čőćőř£) ťşŋłűĺ£ ĺğ Q × S ć Q × S × {−1; 0; 1}.

Śőśšăćń£¿źĺě ůăśšĺ ŇŠ ŋăğżćă¿šś£ šăł:

S | ăńťăćĺš,

| ŕşśšőľ śĺňćőń (ĺńĺ ŕřőąěń), A | ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš, Q | ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă,

q_0 | ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě, ‹ | ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć.

Śőśšő£ŋĺě ŇŠ ğăďă-ěšś£ šřőľłőľ (ff; p; q), čďě ff | ąěśłőŋěůŋőě śńőćő ć ăńťăćĺšě S, š. ě. ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ s_0; : : :; sn; : : : ¡ńěňěŋšőć S; p | ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě űěńőě ůĺśńő; q ∈ Q. Śĺňćőńż śńőćă ff ąşďěň, łăł ¡šő ŕřĺŋ£šő, ŕřěďśšăćń£šĳ ğăŕĺśăŋŋżňĺ ŋă ńěŋšě, řăğąĺšőľ ŋă £ůěľłĺ, ŕő £ůěľłě ŋă śĺňćőń. Ŋă ńěŋšě šăłęě ĺňěěšś£ čőńőćłă, łőšőřă£ řăśŕőńőęěŋă ŋăď £ůěľłőľ ś ŋőňěřőň p. Ŋăčń£ďŋő ¡šő ĺğőąřă-

5)Ŕőď ůăśšĺůŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă ňŋőęěśšćě X ğďěśĳ ĺ ďăńěě ŕőŋĺňăěšś£ ťşŋłűĺ£, őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łőšőřőľ śőďěřęĺšś£ ć X.

ęăěšś£ šăł:

Ŕőńőęěŋĺě čőńőćłĺ ▽ §ůěľłĺ s_0 s_1 : : : sp : : : Ŋőňěřă £ůěěł 0 1 p Ŕőňĺňő ńěŋšż ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ĺňěěš şŕřăćń£¿źěě şśšřőľśšćő, śőśšő£ŋĺě łőšőřőčő ğăďă-ěšś£ ¡ńěňěŋšőň q ňŋőęěśšćă Q.

Śőśšő£ŋĺ£ ŇŠ ňěŋ£¿šś£ ďĺśłřěšŋő. Ğă őďĺŋ šăłš řăąőšż şŕřăćń£- ¿źěě şśšřőľśšćő ćżŕőńŋ£ěš śńěďş¿źĺě ďěľśšćĺ£ (ŕőńăčăěň, ůšő ŇŠ ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ (ff; p; q)):

ă) ůĺšăěš śĺňćőń, ŋăţőď£źĺľś£ ŕőď čőńőćłőľ (š. ě. őŕřěďěń£ěš sp); ą) ćżůĺśń£ěš ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďőć: ‹(q; sp) = (q^′; s; ´p) (ěśńĺ ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć ŋă ŕăřě (q; sp) ŋě őŕřěďěńěŋă, šő őśšăŋăćńĺćăěš ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă);

ć) ğăŕĺśżćăěš ŋă ńěŋšş ć £ůěľłş p śĺňćőń s, śďćĺčăěš čőńőćłş ŋă ´p ĺ ŕěřěţőďĺš ć śőśšő£ŋĺě q^′ (ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋőćőě śőśšő£ŋĺě ňăÿĺŋż ğăďă-ěšś£ šřőľłőľ ((s_0; : : :; sp_{−1}; s; sp_{+1}; : : :); p + ´p; q^′));

č) ěśńĺ p + ´p < 0, šő őśšăŋăćńĺćăěš ňăÿĺŋş.

Ŕőęăńşľ, ćś£łĺľ śőčńăśĺšś£, ůšő ¡šĺ ďěľśšćĺ£ ŋě šřěąş¿š ŋĺ ŕőŋĺňăŋĺ£, ŋĺ ĺśłşśśšćă, ŋĺ ĺğőąřěšăšěńĳŋőśšĺ.

Řăąőšă ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ąşďěš ćśěčďă ŋăůĺŋăšĳś£ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ (¸ : : : ; 0; q_0), čďě ğă łőŋěůŋżň śńőćőň ¸, śőśšő£źĺň ĺğ śĺňćőńőć ćŋěÿŋěčő ăńťăćĺšă, śńěďşěš ąěśłőŋěůŋőě śńőćő, űěńĺłőň śőśšő£źěě ĺğ ŕşśšżţ śĺňćőńőć. Śńőćő ¸ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćţőďőň ŇŠ. Ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ śńőćő, ğăŕĺśăŋŋőě ŋă ńěŋšě, őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě ff : : :, čďě ŕőśńěďŋĺľ śĺňćőń śńőćă ff | ŋě ŕşśšőľ, ă ğă ŋĺň ĺďşš šőńĳłő ŕşśšżě śĺňćőńż. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ śńőćő ff ĺśŕőńĳğşěňőľ ůăśšĳ¿ ńěŋšż.

Ćżŕőńŋ££ őďĺŋ šăłš řăąőšż ğă ďřşčĺň, ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ŕőřőęďăěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőśšő£ŋĺľ (ff_0; 0; q_0); (ff_1; p_1; q_1); (ff_2; p_2; q_2); : : :

Ěśńĺ ŇŠ őśšăŋăćńĺćăěšś£, ĺśŕőńĳğşěňă£ ůăśšĳ ńěŋšż ć ďőśšĺčŋşšőň ŕěřěď őśšăŋőćłőľ śőśšő£ŋĺĺ ŋăğżćăěšś£ řěğşńĳšăšőň řăąőšż ŇŠ.

1.2. Ćżůĺśńĺňżě ťşŋłűĺĺ ĺ řăğřěÿĺňżě ŕřěďĺłăšż. Łăęďă£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă Ň ćżůĺśń£ěš ůăśšĺůŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ’Ň ĺğ A^∗ ć A^∗, őšőąřăęă¿źş¿ ćţőď ¸ ć řěğşńĳšăš řăąőšż ŇŠ ŋă ćţőďě ¸ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő řěğşńĳšăš řăąőšż £ćń£ěšś£ śńőćőň ćő ćŋěÿŋěň ăńťăćĺšě. Ďń£ ćţőďőć, ŋă łőšőřżţ ňăÿĺŋă ŋě őśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺńĺ řěğşńĳšăš śőďěřęĺš śĺňćőńż ĺğ S \A, ťşŋłűĺ£ ’Ň ŋě őŕřěďěńěŋă. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ £śŋő, ůšő ń¿ąă£ ŇŠ ćżůĺśń£ěš řőćŋő őďŋş ťşŋłűĺ¿ (ążšĳ ňőęěš, ŋĺčďě ŋě őŕřěďěń-ěŋŋş¿).

Őŕřěďěńěŋĺě 1.1. Ůăśšĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ f ĺğ A^∗ ć A^∗ ŋăğżćăěšś£ ćżůĺśńĺňőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă Ň, ďń£ łőšőřőľ ’Ň = f. Ŕřĺ ¡šőň ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő f ćżůĺśńĺňă ŋă Ň.

Ŋě ćśě ťşŋłűĺĺ ćżůĺśńĺňż. İšő £śŋő ĺğ śřăćŋěŋĺ£ ňőźŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ťşŋłűĺľ (łőŋšĺŋşşň) ĺ ňőźŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ňăÿĺŋ Šĳ¿řĺŋčă (śů-ěšŋőě ňŋőęěśšćő). Ąőńěě ĺŋšěřěśŋżě ŕřĺňěřż śň. ć ğăďăůăţ 1.3{1.5.

Ŕőď ŕřěďĺłăšőň ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŋěłőšőřőě şśńőćĺě, łőšőřőě ćżŕőńŋ£ěšś£ (ŕřěďĺłăš ĺśšĺŋěŋ) ĺńĺ ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ (ŕřěďĺłăš ńőęěŋ) ďń£ łăęďőčő śńőćă ĺğ A^∗. Őŕřěďěń-ěŋŋżě šăłĺň őąřăğőň, ŕřěďĺłăšż ńěčłő őšőęďěśšćń£¿šś£ ś £ğżłăňĺ (ŕőďňŋőęěśšćăňĺ śńőć ć A^∗) | ŕřěďĺłăšş śőőšćěšśšćşěš ňŋőęěśšćő śńőć, ŋă łőšőřżţ őŋ ĺśšĺŋěŋ. Łăęďőňş ŕřěďĺłăšş śőŕőśšăćĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿, łőšőřă£ řăćŋă 1 ŋă ňŋőęěśšćě śńőć, ďń£ łőšőřżţ ŕřěďĺłăš ĺśšĺŋěŋ, ĺ řăćŋă 0 ŋă ňŋőęěśšćě śńőć, ďń£ łőšőřżţ ŕřěďĺłăš ńőęěŋ. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ šăł ęě, łăł ĺ śăň ŕřěďĺłăš. Ŕřěďĺłăš řăğřěÿĺň, ěśńĺ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ćżůĺśńĺňă. Ő ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă, ćżůĺśń£¿źěľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕřěďĺłăšă, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őŋă ďă-ěš őšćěš (ÀďăÁ ĺńĺ ÀŋěšÁ) ŋă ćőŕřőś Àĺśšĺŋŋő ńĺ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă ŋă ćţőďě ¸?Á

Ŕőŋ£šĺ£ ćżůĺśńĺňőľ ťşŋłűĺĺ ĺ řăğřěÿĺňőčő ŕřěďĺłăšă ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺ ďń£ ťşŋłűĺľ (ŕřěďĺłăšőć) őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřżľ ăńťăćĺš, ă n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ M | ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ś ćŋěÿŋĺň ăńťăćĺšőň A ∪ {#}. Ŕőśšřőĺň ůăśšĺůŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ’M;n ĺğ (A^∗)n ć A^∗ šăł: ’M;n(¸_1; : : :; ¸n) = y, ěśńĺ řěğşńĳšăš řăąőšż ňăÿĺŋż M ŋă ćţőďě ¸_1#¸_2# : : :#¸n# śőćŕăďăěš śő śńőćőň y. Ěśńĺ ňăÿĺŋă ŋě őśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺńĺ ŋă ńěŋšě ğăŕĺśăŋő ůšő-ŋĺąşďĳ ŋě šő (ŋăŕřĺňěř, śĺňćőńż ŋě ĺğ ăńťăćĺšă A ĺ š. ŕ.), šő ’_{M;n}(¸_1; : : :; ¸_n) ŋě őŕřěďěńěŋă.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.2. Ůăśšĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ f ĺğ (A^∗)n ć A^∗ ŋăğżćăěšś£ ćżůĺśńĺňőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă Ň, ďń£ łőšőřőľ ’_{Ň;n} = f.

Ŕřěďĺłăš őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăğřěÿĺň, ěśńĺ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ćżůĺśńĺňă.

Ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ řěśşřśż, šřěąş¿źĺěś£ ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ. Ďćă ćăęŋěľÿĺţ řěśşřśă | ćřěň£ ĺ ŕăň£šĳ. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă M řăąőšăěš ğă ćřěň£ TŇ (n), ěśńĺ ňăłśĺňăńĳŋőě (ŕő ćśěň ćţőďăň ďńĺŋż n) łőńĺůěśšćő šăłšőć, łőšőřőě ŕřőřăąőšăěš Ň ďő őśšăŋőćłĺ, řăćŋő TŇ (n). Ăŋăńőčĺůŋő, ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă M řăąőšăěš ŋă ŕăň£šĺ SŇ (n), ěśńĺ ŋăĺąőńěě şďăń-ěŋŋőě őš ŋăůăńă ńěŋšż ŕőńőęěŋĺě čőńőćłĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n řăćŋő SŇ (n).

1.3. Ćżůĺśńěŋĺ£ ŋă ňăÿĺŋăţ Šĳ¿řĺŋčă. Őůěćĺďŋő, ůšő ŇŠ ğăďă-ěš ăńčőřĺšň ć śňżśńě ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ŋěťőřňăńĳŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ šěğĺśőň Ů-ěřůă:

Àń¿ąőľ ăńčőřĺšň ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋ ňăÿĺŋőľ Šĳ¿řĺŋčăÁ.

Ŋě ćďăćă£śĳ ć őąśşęďěŋĺě šěğĺśă Ů-ěřůă, ğăňěšĺň, ůšő ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ŋěš śěřĳ-ěğŋżţ őśŋőćăŋĺľ ŕőďćěřčăšĳ ěčő śőňŋěŋĺ¿. Ćśě ĺğćěśšŋżě ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ăńčőřĺšňż řěăńĺğş¿šś£ ňăÿĺŋăňĺ Šĳ¿řĺŋčă. Ŕőďřőąŋőě ĺğńőęěŋĺě šěőřĺĺ ăńčőřĺšňőć ůĺšăšěńĳ ňőęěš ŋăľšĺ ć łŋĺčăţ [1, 5, 6, 10, 13, 16, 17]. Ňż ęě őčřăŋĺůĺňś£ łřăšłĺňĺ ŋěťőřňăńĳŋżňĺ ŕő£śŋěŋĺ£ňĺ ŕřĺ-ěňőć ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ ŋă ňăÿĺŋăţ Šĳ¿- řĺŋčă.

Ćőğňőęŋőśšĺ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ŕřĺ šăłőň ŋěťőřňăńĳŋőň őąśşęďěŋĺĺ | ¡šő ćőğňőęŋőśšĺ ůěńőćěłă ś őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĳ¿, łăřăŋďăÿőň ĺ ńăśšĺłőň, łőšőřőňş ćřşůĺńĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋőľ (ąěśłőŋěůŋőľ) šőńźĺŋż šěšřăďĳ. Śšřăŋĺűż šěšřăďĺ ĺňě¿š őčřăŋĺůěŋŋżľ řăğňěř (ćśě ćőğňőęŋżě ćăřĺăŋšż ğăŕőńŋěŋĺ£ śšřăŋĺűż őąřăğş¿š ăńťăćĺš ŇŠ ŕřĺ śšřőčőň őŕĺśăŋĺĺ). Ŋă ŕěřćżţ śšřăŋĺűăţ šěšřăďĺ ğăŕĺśăŋő ćţőďŋőě śńőćő | ŕő őďŋőňş śĺňćőńş (ĺğ ćŋěÿŋěčő ăńťăćĺšă) ŋă śšřăŋĺűş. Ůěńőćěł ňőęěš ńĺśšăšĳ šěšřăďĳ, śšĺřăšĳ śĺňćőńż, ğăŕĺśżćăšĳ ŋőćżě. Ğăłăŋůĺćăěšś£ ¡šă ěčő ďě£šěńĳŋőśšĳ šěň, ůšő őŋ ğăłřżćăěš šěšřăďĳ (śďćĺč čőńőćłĺ ćńěćő ć ŕőńőęěŋĺĺ 0) ĺ ćőğćřăźăěš řěğşńĳšăš śćőěľ řăąőšż.

Ŕřěďśšăćĺć śěą£ ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ, ńěčłő śőőąřăğĺšĳ, ůšő ňőęŋő, ğăŕőňĺŋă£ ŋěśłőńĳłő śĺňćőńőć, ćżŕőńŋ£šĳ ń¿ążě ďěľśšćĺ£ ŋă őčřăŋĺůěŋŋőň łőńĺůěśšćě ŕőďř£ď ĺďşźĺţ śšřăŋĺű; ňőęŋő śšăćĺšĳ ŋă śšřăŋĺűăţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőňěšłĺ (őčřăŋĺůěŋŋőě łőńĺůěśšćő ŋă łăęďőľ); ňőęŋő ńĺśšăšĳ šěšřăďĳ, ŕőłă ŋě ŋăľď-ěšś£ ŋşęŋă£ ŕőňěšłă; ňőęŋő łőŕĺřőćăšĳ śĺňćőńż ŋă śćőąőďŋżě śšřăŋĺűż šěšřăďĺ. Śćőąőďŋżě ňěśšă ŋă śšřăŋĺűăţ ňőęŋő šăłęě ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ ţřăŋěŋĺ£ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ śńőć ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďńĺŋż (łăł ĺ ćţőďŋőě śńőćő, őŋĺ ğăŕĺśżćă¿šś£ ŕő őďŋőňş śĺňćőńş ŋă śšřăŋĺűş), ŋăď łőšőřżňĺ ňőęěš ŕőřăąőšăšĳ ďřşčőľ ůěńőćěł (¡šő ŋăğżćăěšś£ Àćżğőć ŕőďŕřőčřăňňżÁ). Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżě śńőćă ŕőğćőń£¿š ŕőďďěřęĺćăšĳ śů-ěšůĺłĺ (űěńőůĺśńěŋŋżě ŕěřěňěŋŋżě). Ĺśŕőńĳğş£ śů-ěšůĺłĺ, ňőęŋő ăďřěśőćăšĳś£ ł £ůěľłăň ŕăň£šĺ ŕő ĺţ ŋőňěřş.

Ŕőśłőńĳłş őŕĺśăŋĺě ń¿ąőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň őąžěłšőň, ěčő ňőęŋő ğăłőďĺřőćăšĳ śńőćőň ć ŋěłőšőřőň ăńťăćĺšě. Ć ŋăÿěľ ŋěťőřňăńĳŋőľ śĺšşăűĺĺ ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő śşźěśšćşěš şŋĺćěřśăńĳŋă£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă U, łőšőřă£, ŕőńşůă£ ŋă ćţőď ŕăřş ([Ň]; x), ďă-ěš ćżţőď ’M (x). Ğďěśĳ ůěřěğ [Ň] őąőğŋăůěŋő őŕĺśăŋĺě ŋěłőšőřőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă Ň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šěšřăďĳ ŋăůĺŋăěšś£ śő śšřăŋĺű, čďě ğăŕĺśăŋż ĺŋśšřşłűĺĺ ŕő řăąőšě. Šőčďă ćżŕőńŋ£šĳ ¡šĺ ĺŋśšřşłűĺĺ ňőęŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕőňěšĺň šěłşźş¿ śšřăŋĺűş; ŕřőńĺśšăěň šěšřăďĳ ďő ŋăůăńĳŋőčő řăğďěńă, śőďěřęăźěčő ĺŋśšřşłűĺĺ; ŋăľď-ěň ŋşęŋş¿ ĺŋśšřşłűĺ¿; ćěřŋ-ěňś£ ŋăğăď ĺ ćżŕőńŋĺň ě-ě.

1.4. Śńőęŋőśšŋżě łńăśśż. Ŋě ďń£ ćś£łőľ ćżůĺśńĺňőľ ťşŋłűĺĺ ňőęŋő řěăńĳŋő őśşźěśšćĺšĳ ćżůĺśńěŋĺě ě-ě ğŋăůěŋĺ£. Śşźěśšćőćăŋĺě ăńčőřĺšňă ŋě őğŋăůăěš, ůšő ŋăň ŕő śĺńăň ŕřőďěńăšĳ ćśě ŕřěďŕĺśăŋŋżě ďěľśšćĺ£. Ŕřěŕ£šśšćĺě ňőęěš ğăłń¿ůăšĳś£ ć šőň, ůšő šřěąşěňżě ďń£ ¡šőčő ćżůĺśńěŋĺ£ řěśşřśż śńĺÿłőň ćěńĺłĺ. Ŕő¡šőňş ŋăś ĺŋšěřěśşěš ŋě śšőńĳłő śşźěśšćőćăŋĺě ăńčőřĺšňă ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ, śłőńĳłő śşźěśšćőćăŋĺě ¡ťťěłšĺćŋőčő ăńčőřĺšňă.

Ťőřňăńĺğőćăšĳ ¡šő ŕőŋ£šĺě ŋěŕřőśšő. Ŕřĺŋ£šżľ śěľůăś śŕőśőą śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćżďěń£¿šś£ łńăśśż šěţ ťşŋłűĺľ ĺńĺ ŕřěďĺłăšőć, ćżůĺśńěŋĺě łőšőřżţ ćőğňőęŋő ŕřĺ ğăďăćăěňżţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă ŕőšřěąń£ěňżě řěśşřśż. Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ šőňş ĺńĺ ĺŋőňş śńőęŋőśšŋőňş łńăśśş śńşęĺš şďőąŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ćőğňőęŋőśšěľ ě-ě ¡ťťěłšĺćŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ŋě ść£ğăŋŋőľ ś łőŋłřěšŋżňĺ řěăńĺğăűĺ£ňĺ ăńčőřĺšňőć.

Ŋăĺąőńěě ćăęŋżě łńăśśż ŕőńşůă¿šś£, ěśńĺ ŋăłńăďżćăšĳ őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă řőśš ćřěňěŋĺ řăąőšż ĺ/ĺńĺ ĺśŕőńĳğşěňőľ ŕăň£šĺ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ďńĺŋż ćţőďŋőčő śńőćă. Ă ŋăĺąőńěě ćăęŋőě řăğńĺůĺě ňěęďş ¡ťťěłšĺćŋżňĺ ĺ ŋě¡ťťěłšĺćŋżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ğăďă-ěšś£ ťşŋłűĺ£ňĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řőśšă. Ťşŋłűĺ£ f(n) | ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řőśšă, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż d ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő f(n) ⩽ nd. Ć ¡šőň śńşůăě ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺě f(n) = poly(n).

Őŕřěďěńěŋĺě 1.3. Ŕřěďĺłăš f ŋă ňŋőęěśšćě B^∗ ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş P (ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżň), ěśńĺ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ćżůĺśńĺňă ŋă ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă Ň, ďń£ łőšőřőľ T_Ň (n) = poly(n).

Őŕřěďěńěŋĺě 1.4. Ŕřěďĺłăš f ŋă ňŋőęěśšćě B^∗ ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş PSPACE, ěśńĺ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ćżůĺśńĺňă ŋă ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă Ň, ďń£ łőšőřőľ SŇ (n) = poly(n).

Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ŕřěďĺłăšăňĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺ ťşŋłűĺĺ, ćżůĺśńĺňżě ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, ĺ ťşŋłűĺĺ, ćżůĺśńĺňżě ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ŕăň£šĺ. Ďń£ łńăśśőć šăłĺţ ťşŋłűĺľ šăłęě ĺśŕőńĳğş¿šś£ őąőğŋăůěŋĺ£ P ĺ PSPACE, šăł ůšő šőůŋżľ śňżśń ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺľ ŋşęŋő ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ ĺğ łőŋšěłśšă.

1.5. Śţěňż. Śţěňă (ąşńěćă) | ¡šő śŕőśőą ćżůĺśńĺšĳ ťşŋłűĺ¿ f : B^n → B^m . Ŕőňĺňő ĺśţőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ x_1; : : :; x_n, ďń£ łőšőřżţ ćżůĺśń£ěšś£ ğŋăůěŋĺě f, śţěňă ĺśŕőńĳğşěš ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ y_1; : : :; ys ĺ ŋěłőšőřżľ ŋăąőř (ąăğĺś) ąşńěćżţ (š. ě. ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ğŋăůěŋĺ£ 0 ĺńĺ 1) ťşŋłűĺľ F. Śţěňă S ć ąăğĺśě F őŕřěďěń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ŕřĺśćăĺćăŋĺľ Y_1; : : :; Ys. Łăęďőě ŕřĺśćăĺćăŋĺě Yi ĺňěěš ćĺď yi := fj(uk_1 ; : : :; uk_r ), čďě fj(·) ∈ F, ă ŕěřěňěŋŋă£ uk_p (1 ⩽ p ⩽ r) | ¡šő ńĺąő őďŋă ĺğ ĺśţőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ xt (1 ⩽ t ⩽ n), ńĺąő ćśŕőňőčăšěńĳŋă£ ŕěřěňěŋŋă£ yl ś ňěŋĳÿĺň ŋőňěřőň (1 ⩽ l < i). Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă ğŋăůěŋĺľ ĺśţőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőě ćżŕőńŋěŋĺě ŕřĺśćăĺćăŋĺľ, ćţőď£źĺţ ć śţěňş, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Řěğşńĳšăšőň ćżůĺśńěŋĺ£ śůĺšă¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺţ m ŕěřěňěŋŋżţ ys_−m_{+1}; : : :; ys.

Śţěňă ćżůĺśń£ěš ťşŋłűĺ¿ f, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ğŋăůěŋĺľ x_1; : : :; xn řěğşńĳšăšőň ćżůĺśńěŋĺ£ £ćń£ěšś£ f(x_1; : : :; xn).

Śţěňă ŋăğżćăěšś£ ťőřňşńőľ, ěśńĺ łăęďă£ ćśŕőňőčăšěńĳŋă£ ŕěřěňěŋŋă£ ĺśŕőńĳğşěšś£ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřĺśćăĺćăŋĺľ šőńĳłő őďĺŋ řăğ. (Őążůŋżě ňăšěňăšĺůěśłĺě ťőřňşńż ĺňěŋŋő šăł ğăďă¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺśćăĺćăŋĺľ: ÀćŋşšřĺÁ ťőřňşń ŋě ŕřĺŋ£šő ĺśŕőńĳğőćăšĳ śśżńłĺ ŋă ĺţ ůăśšĺ ĺńĺ ďřşčĺě ťőřňşńż.)

Śţěňş ňőęŋő šăłęě ŕřěďśšăćń£šĳ ć ćĺďě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő ăűĺłńĺůěśłőčő čřăťă, ş łőšőřőčő ćěřÿĺŋż ćţőďŋőľ śšěŕěŋĺ 0 (ćţőďż) ŕőňěůěŋż ĺśţőďŋżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ; őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż (ťşŋłűĺőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż) ŕőňěůěŋż ťşŋłűĺ£ňĺ ĺğ ąăğĺśă (ŕřĺ ¡šőň ćţőďŋă£ śšěŕěŋĳ ćěřÿĺŋż ďőńęŋă śőćŕăďăšĳ ś łőńĺůěśšćőň ăřčşňěŋšőć ě-ě ŕőňěšłĺ); ř-ěąřă ŕőňěůěŋż ůĺśńăňĺ, şłăğżćă¿źĺňĺ ŋőňěřă ăřčşňěŋšőć; ćěřÿĺŋż ćżţőďŋőľ śšěŕěŋĺ 0 (ćżţőďż) ŕőňěůěŋż ŕěřěňěŋŋżňĺ, őŕĺśżćă¿źĺňĺ řěğşńĳšăš řăąőšż śţěňż. Ćżůĺśńěŋĺě ŋă čřăťě őŕřěďěń£ěšś£ ĺŋďşłšĺćŋő: łăł šőńĳłő ĺğćěśšŋż ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ ćěřÿĺŋ y_1; : : :; yk_v , ĺğ łőšőřżţ ćěďşš ř-ěąřă ć ďăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş v, ćěřÿĺŋă v ŕőńşůăěš ğŋăůěŋĺě yv = fv(y_1; : : :; yk_v ), čďě fv | ąăğĺśŋă£ ťşŋłűĺ£, łőšőřőľ ŕőňěůěŋă ćěřÿĺŋă. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł čřăťş śţěňż ňż őŕşśłăěň ŋěśşźěśšćěŋŋżě ŕřĺśćăĺćăŋĺ£, łőšőřżě ŋĺ řăğş ŋě ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŋă ŕşšĺ ł ćżţőďŋżň ćěřÿĺŋăň, šăł ůšő őŋĺ ŋĺłăł ŋě ćńĺ£¿š ŋă řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£.

Ąăğĺś ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ ąşńěćőľ ťşŋłűĺĺ f ěśšĳ śţěňă ć ¡šőň ąăğĺśě, ćżůĺśń£¿źă£ f. §śŋő, ůšő ć ŕőńŋőň ąăğĺśě ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f : Bn → B m (šăłş¿ ťşŋłűĺ¿ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł şŕőř£ďőůěŋŋżľ ŋăąőř ĺğ m ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ).

Ąşńěćă ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ ğăďăŋă šăąńĺűěľ ğŋăůěŋĺľ. Ŕřĺćěď-ěň šăąńĺűż ğŋăůěŋĺľ ďń£ šř-ěţ ťşŋłűĺľ

NOT(x) = ¬x; OR(x_1; x_2) = x_1 ∨ x_2; AND(x_1; x_2) = x_1 ∧ x_2 (őšřĺűăŋĺě, ďĺğž¿ŋłűĺ£, łőŋž¿ŋłűĺ£), őąřăğş¿źĺţ ŕőńŋżľ ąăğĺś, łőšőřżľ ąşďěň śůĺšăšĳ śšăŋďăřšŋżň. Ć ďăńĳŋěľÿěň ĺňě¿šś£ ć ćĺďş śţěňż ĺňěŋŋő ć ¡šőň ąăğĺśě, ěśńĺ £ćŋő ŋě şłăğăŋő ůšő-ńĺąő ĺŋőě. x NOT x_1 x_2 OR x_1 x_2 AND 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 Łőŋž¿ŋłűĺ£ ĺ ďĺğž¿ŋłűĺ£ őŕřěďěń£¿šś£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůĺśńă ąşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň: łőŋž¿ŋłűĺ£ řăćŋă 1 šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ăřčşňěŋšż řăćŋż 1, ă ďĺğž¿ŋłűĺ£ řăćŋă 0 šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ăřčşňěŋšż řăćŋż 0. Ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě őŋĺ őůěćĺďŋżň őąřăğőň ćżůĺśń£¿šś£ śţěňăňĺ (ĺ ďăęě ťőřňşńăňĺ) řăğňěřă n − 1.

Šěőřěňă 1.1. Ąăğĺś {NOT; OR; AND} | ŕőńŋżľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńĺšěřăńőň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕěřěňěŋŋş¿ ĺńĺ ě-ě őšřĺűăŋĺě. Łőŋž¿ŋłűĺěľ ńĺšěřăńőć (¡šő śţěňă ĺ ďăęě ťőřňşńă) ńěčłő ŕřěďśšăćĺšĳ ťşŋłűĺ¿ fflu(x), łőšőřă£ ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě 1 řőćŋő őďĺŋ řăğ: ŕřĺ x = u. Ěśńĺ ui = 1, ćłń¿ůăěň ć łőŋž¿ŋłűĺ¿ ŕěřěňěŋŋş¿ xi, ěśńĺ ui = 0, šő ćłń¿ůăěň ć łőŋž¿ŋłűĺ¿ ¬xi. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ f ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě f(x) = ⋁ u:f(u)=1

ffl_u(x): (1.1)

Ć šăłőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő f ŕřěďśšăćńěŋă ć ďĺğž¿ŋłšĺćŋőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě (ĎŊŤ), š. ě. łăł ďĺğž¿ŋłűĺ£ łőŋž¿ŋłűĺľ ńĺšěřăńőć.^{6)} Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, ďĺğž¿ŋłűĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě. □

Řăğňěřőň śţěňż ŋăğżćăěšś£ łőńĺůěśšćő ŕřĺśćăĺćăŋĺľ ć śţěňě. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řăğňěř śţěňż ć ąăğĺśě F, ćżůĺśń£¿źěľ ťşŋłűĺ¿ f, ŋăğżćăěšś£ śţěňŋőľ śńőęŋőśšĳ¿ ťşŋłűĺĺ f ć ąăğĺśě F ĺ őąőğŋăůăěšś£ c_F (f). Ŕěřěţőď őš őďŋőčő ŕőńŋőčő łőŋěůŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş ŕőńŋőňş łőŋěůŋőňş ąăğĺśş ňěŋ£ěš śţěňŋş¿ śńőęŋőśšĳ ťşŋłűĺľ ŋă ňŋőęĺšěńĳ O(1).

6)Ďăńěě ŋăň ěź-ě ŕőšřěąşěšś£ ĺ łőŋž¿ŋłšĺćŋă£ ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă (ŁŊŤ) | łőŋž¿ŋłűĺ£ ďĺğž¿ŋłűĺľ ńĺšěřăńőć.

Šăł ůšő ć ăśĺňŕšőšĺůěśłĺţ őűěŋłăţ ćżąőř łőŋłřěšŋőčő ŕőńŋőčő ąăğĺśă ŋěćăęěŋ ĺ ŕő¡šőňş ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺě c(f) ďń£ śţěňŋőľ śńőęŋőśšĺ f ć łőŋěůŋőň ŕőńŋőň ąăğĺśě.

Łăęďżľ ŕřěďĺłăš f ŋă ňŋőęěśšćě B^∗ őŕřěďěń£ěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ fn : B n → B śńěďş¿źĺň őąřăğőň: f_n(x_1; x_2; : : :; x_n) = f(x_1x_2 : : :x_n);

čďě śŕřăćă śšőĺš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ŕřěďĺłăšă f.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.5. Ŕřěďĺłăš f ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş P=poly, ěśńĺ c(f_n) = poly(n):

Šěőřěňă 1.2. P ⊂ P=poly.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŇŠ řăąőšăěš ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, šő ĺ ŕăň£šĳ, łőšőřş¿ őŋă ĺśŕőńĳğşěš, őčřăŋĺůěŋă ŕőńĺŋőňőň. Ŕő¡šőňş ćěśĳ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ ŋă ćţőďŋőň śńőćě x ďńĺŋż n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šăąńĺűěľ ćżůĺśńěŋĺ£ řăğňěřă T × S, čďě T = poly(n), S = poly(n).

t = 0 `_{0;1} t = 1 : : :

t = j `^′_ń `^′ `^′_ŕ t = j + 1` : : :

t = T : : :

S łńěšőł

Śšřőłă ś ŋőňěřőň j šăąńĺűż ğăďă-ěš śőśšő£ŋĺě ŇŠ ŕőśńě j šăłšőć řăąőšż. Śĺňćőńż `j;k, ğăŕĺśăŋŋżě ć šăąńĺűě, ŕřĺŋăďńěęăš ăńťăćĺšş S × {? ∪ Q}. Śĺňćőń `j;k őŕřěďěń£ěš ŕăřş (śĺňćőń, ğăŕĺśăŋŋżľ ć k-ľ £ůěľłě ŕőśńě j šăłšőć řăąőšż; śőśšő£ŋĺě şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ŕőśńě j šăłšőć řăąőšż, ěśńĺ čőńőćłă ŋăţőďĺšś£ ŋăď k-ľ £ůěľłőľ, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ćšőřőľ ¡ńěňěŋš ŕăřż | ?). Ďń£ ŕřőśšőšż šăłęě śůĺšăěň, ůšő ěśńĺ ćżůĺśńěŋĺě ğăłăŋůĺćăěšś£ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ćţőďě ğă T^′ < T šăłšőć, šő śšřőłĺ c ŋőňěřăňĺ, ą«őńĳÿĺňĺ T^′, ŕőćšőř£¿š śšřőłş ś ŋőňěřőň T^′.

Ŕőśšřőĺšĳ śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ ğŋăůěŋĺ£ ŕřěďĺłăšă ŋă śńőćăţ ďńĺŋż n, ňőęŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śőśšő£ŋĺě łăęďőľ łńěšłĺ šăąńĺűż ňőęŋő ğăłőďĺřőćăšĳ łőŋěůŋżň (ŋě ğăćĺś£źĺň őš n) ůĺśńőň ąşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ĺňě¿šś£ ńőłăńĳŋżě ŕřăćĺńă śőčńăśőćăŋĺ£, š. ě. śőśšő£ŋĺě łăęďőľ łńěšłĺ ` ć śšřőłě ŋĺęě ŋşńěćőľ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőśšő£ŋĺ£ňĺ łńěšőł ć ŕřěďżďşźěľ śšřőłě, ńěęăźĺţ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŋăď ďăŋŋőľ (`^′), ńěćěě ďăŋŋőľ (`^′ń) ĺ ŕřăćěě ďăŋŋőľ (`^′ŕ). Łăęďă£ ŕěřěňěŋŋă£, łőďĺřş¿źă£ śőśšő£ŋĺě łńěšłĺ `, ěśšĳ ťşŋłűĺ£ őš ŕěřěňěŋŋżţ, łőďĺřş¿źĺţ śőśšő£ŋĺ£ łńěšőł `^′ń, `^′, `^′ŕ. Ćśě ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż śţěňăňĺ łőŋěůŋőčő řăğňěřă. Őąžěďĺŋ££ ¡šĺ śţěňż, ŕőńşůĺň śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ ćśě ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿źĺě śőśšő£ŋĺ£ łńěšőł šăąńĺűż; řăğňěř ¡šőľ śţěňż ąşďěš O(ST ) = O(nO^{(1)}).

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿źĺě ůăśšĳ łńěšőł ŋşńěćőľ śšřőłĺ, őŕřěďěń£¿šś£ ćţőďŋżň śńőćőň, ă ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿- źĺě őśšăńĳŋżě łńěšłĺ ŋşńěćőľ śšřőłĺ, £ćń£¿šś£ łőŋśšăŋšăňĺ. Ůšőąż şğŋăšĳ řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£, ŋşęŋő őŕřěďěńĺšĳ śĺňćőń, ğăŕĺśăŋŋżľ ć ŋşńěćőľ £ůěľłě ńěŋšż ć łőŋűě ćżůĺśńěŋĺ£. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő śőśšő£ŋĺ£ łńěšőł šăąńĺűż łőďĺřş¿šś£ šăł, ůšő őďŋă ĺğ łőďĺřş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋă 1 šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă ć £ůěľłě ğăŕĺśăŋă 1. Šőčďă ğŋăůěŋĺě ¡šőľ ŕěřěňěŋŋőľ ďń£ łőďă `T;_0 ĺ ąşďěš řěğşńĳšăšőň ćżůĺśńěŋĺ£. □

Ğăňěůăŋĺě 1.1. Łńăśś P=poly ÿĺřě łńăśśă P. Ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ őš ŋăšşřăńĳŋőčő ăřčşňěŋšă ’(n) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć B ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕřěďĺłăš f’ ŕő ŕřăćĺńş f’(x) = ’(|x|), čďě |x| őąőğŋăůăěš ďńĺŋş śńőćă x. Őčřăŋĺůěŋĺě šăłőčő ŕřěďĺłăšă ŋă śńőćă ďńĺŋż n šőęďěśšćěŋŋő řăćŋő 0 ĺńĺ 1 (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš n). Śţěňŋă£ śńőęŋőśšĳ šăłĺţ ťşŋłűĺľ őčřăŋĺůěŋă łőŋśšăŋšőľ. Ŕő¡šőňş ćśě šăłĺě ŕřěďĺłăšż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕřĺŋăďńěęăš P=poly, ţőš£ śřěďĺ ŋĺţ ěśšĳ ĺ ŋěřăğřěÿĺňżě ŕřěďĺłăšż.

Śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şśĺńěŋĺě šěőřěňż.

Šěőřěňă 1.3. f ŕřĺŋăďńěęĺš P šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă 1) f ∈ P=poly;

2) śşźěśšćşěš ŇŠ, łőšőřă£ ŕő ůĺśńş n ğă ćřěň£ poly(n) śšřőĺš śţěňş ćżůĺśńěŋĺ£ fn.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. =⇒ Ďăŋŋőě ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1.2 őŕĺśăŋĺě ŋěšřşďŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć ŇŠ, łőšőřă£ śšřőĺš śţěňş ćżůĺśńěŋĺ£ fn ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ŕő n ćřěň£ (śţěňă fn ĺňěěš ŕřőśšş¿ śšřşłšşřş: łăęďă£ ŕěřěňěŋŋă£ ść£ğăŋă ś ŕřěďżďşźĺňĺ őďŋĺňĺ ĺ šěňĺ ęě ŕřăćĺńăňĺ śőčńăśőćăŋĺ£).

⇐= Śšőńĳ ęě ŕřőśšő. Ćżůĺśń£ěň řăğňěř ćţőďŋőčő śńőćă. Ğăšěň śšřőĺň ŕő ¡šőňş řăğňěřş śţěňş S_|x_| ćżůĺśńěŋĺ£ f_|x_|, ĺśŕőńĳğş£ şłăğăŋŋş¿ ć şśńőćĺĺ 2) ňăÿĺŋş. Ŕőśńě ¡šőčő ćżůĺśń£ěň S_|x_|(x) ŋă ňăÿĺŋě, łőšőřă£ ŕő őŕĺśăŋĺ¿ śţěňż ĺ ğŋăůěŋĺ£ň ćţőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ćżůĺśń£ěš ğŋăůěŋĺě śţěňż ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš ďńĺŋż ćţőďă ćřěň£. □

Ğăďăůĺ

1.1. Ŕőśšřőľšě ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă, łőšőřă£ ğăŕĺśżćăěš ćţőďŋőě ďćőĺůŋőě śńőćő ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě.

1.2. Ŕőśšřőľšě ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă, łőšőřă£ śłńăďżćăěš ďćă ůĺśńă, ğăŕĺśăŋŋżě ć ďćőĺůŋőľ śĺśšěňě. Ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ śůĺšăľšě, ůšő ğăŕĺśĺ ůĺśěń řăğďěńěŋż śŕěűĺăńĳŋżň śĺňćőńőň ăńťăćĺšă À+Á.

1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ăńčőřĺšňă, łőšőřżľ ŕő ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă ĺ ćţőďş őŕřěďěń£ěš, őśšăŋőćĺšś£ ńĺ őŋă ŋă ¡šőň ćţőďě.

1.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ăńčőřĺšňă, łőšőřżľ ćżŕĺśżćăěš őďŋş ğă ďřşčőľ ćśě ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă, łőšőřżě ŋě őśšăŋăćńĺćă¿šś£, ąşďşůĺ ğăŕşźěŋŋżňĺ ŋă ŕşśšőľ ńěŋšě.

1.5. Ŕşśšĳ T (n) | ňăłśĺňăńĳŋőě ćřěň£, łőšőřőě ňőęěš ŕřőľšĺ ďő őśšăŋőćłĺ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ś n śőśšő£ŋĺ£ňĺ ĺ n śĺňćőńăňĺ ăńťăćĺšă, ěśńĺ ě-ě ğăŕşśšĺšĳ ŋă ŕşśšőľ ńěŋšě. Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£ T (n) řăśš-ěš ążśšřěě ń¿ąőľ ćżůĺśńĺňőľ ćś¿ďş őŕřěďěń-ěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ b(n), šő ěśšĳ lim[T (n)=b(n)] = +∞.

Ŋăąőř ¡ńěňěŋšăřŋżţ ĺŋśšřşłűĺľ ş őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ňăÿĺŋ Šĳ¿- řĺŋčă łřăľŋě ąěďěŋ. Ĺňě¿šś£ řăğŋőőąřăğŋżě ĺţ őąőąźěŋĺ£, ŋăŕřĺňěř, ňŋőčőńěŋšőůŋżě ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă. Ć őšńĺůĺě őš őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě, šăłă£ ŇŠ ĺňěěš ŋěśłőńĳłő (łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő) ńěŋš, łăęďă£ śő śćőěľ čőńőćłőľ, şŕřăćń£¿źěňş şśšřőľśšćş ďőśšşŕŋż śĺňćőńż, ŋăţőď£źĺěś£ ć £ůěľłăţ, ŋă łőšőřżţ řăśŕőńőęěŋż čőńőćłĺ ńěŋš. Ćżďěńěŋż ďćě ńěŋšż: ćţőďŋă£, ś łőšőřőľ řăğřěÿăěšś£ šőńĳłő ůĺšăšĳ śĺňćőńż, ĺ ćżţőďŋă£, ŋă łőšőřş¿ řăğřěÿăěšś£ šőńĳłő ŕĺśăšĳ śĺňćőńż. Őśšăńĳŋżě ńěŋšż ŋăğżćă¿šś£ řăąőůĺňĺ. Ňŋőčőńěŋšőůŋă£ ňăÿĺŋă ŋăğżćăěšś£ k-ńěŋšőůŋőľ, ěśńĺ ş ŋě-ě k řăąőůĺţ ńěŋš. Ďěľśšćĺě ğă šăłš řăąőšż śőśšőĺš ć ĺğňěŋěŋĺĺ śőśšő£ŋĺ£ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă, ĺğňěŋěŋĺĺ śĺňćőńőć ć £ůěľłăţ ŕőď čőńőćłăňĺ ĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ŕőńőęěŋĺľ čőńőćőł ŋă ńěŋšăţ (łăęďă£ čőńőćłă śďćĺčăěšś£ ŋě ąőńěě, ůěň ŋă őďŋş ŕőğĺűĺ¿). İšő ďěľśšćĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőśšő£ŋĺěň şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ĺ ŋăąőřőň śĺňćőńőć ć £ůěľłăţ ŕőď čőńőćłăňĺ. Ěśńĺ ďěľśšćĺě ćżŕőńŋĺšĳ ŋěńĳğ£, ňăÿĺŋă őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ć ŋăůăńě řăąőšż ňŋőčőńěŋšőůŋőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ćśě ńěŋšż ŕşśšż, łřőňě ćţőďŋőľ, ŋă łőšőřőľ ğăŕĺśăŋ ćţőď. Řěğşńĳšăš řăąőšż ňăÿĺŋż | śőśšő£ŋĺě ćżţőďŋőľ ńěŋšż ć łőŋűě řăąőšż.

Ěśńĺ ĺŋšěřěśőćăšĳś£ śńőęŋőśšĳ¿ ăńčőřĺšňőć ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőčő ňŋőęĺšěń£, ňŋőčőńěŋšőůŋżě ňăÿĺŋż ŋĺůěčő ŋě ďőąăćń£¿š ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś őŕĺśăŋŋżňĺ ćżÿě ňăÿĺŋăňĺ ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ńěŋšőľ.

1.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşţńěŋšőůŋş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă, řăąőšă¿źş¿ ğă ćřěň£ T (n) ⩾ n ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n, ňőęŋő ňőďěńĺřőćăšĳ ŋă ňăÿĺŋě ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ńěŋšőľ ğă ćřěň£ O(T^2(n)).

1.7. Ďőłăęĺšě, ůšő šř-ěţńěŋšőůŋş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă, řăąőšă¿źş¿ ğă ćřěň£ T (n) ⩾ n ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n, ňőęŋő ňőďěńĺřőćăšĳ ŋă ďćşţńěŋšőůŋőľ ğă ćřěň£ O(T (n) log T (n)).

1.8. Ŕşśšĳ M | ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ńěŋšőľ, łőšőřă£ łőŕĺřşěš ćţőďŋőě śńőćő (ŕřĺŕĺśżćă£ ěčő łőŕĺ¿ śŕřăćă őš śăňőčő śńőćă). Ŕşśšĳ T (n) | ňăłśĺňăńĳŋőě ćřěň£ ě-ě řăąőšż ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n. Ďőłăęĺšě, ůšő T (n) ⩾ "n^2 ďń£ ŋěłőšőřőčő " ĺ ďń£ ćśěţ n. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ŕřő T^′(n), łőšőřőě ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋőě ćřěň£ ě-ě řăąőšż ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n?

1.9. Řăśśňőšřĺň £ğżł ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£, ć łőšőřőň ěśšĳ ćśěčő 100 ŋăšşřăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ, řăğřěÿ-ěŋŋżě őŕěřăűĺĺ | ŕřĺąăćńěŋĺě ĺ ćżůĺšăŋĺě 1, řăğřěÿ-ěŋŋă£ ŕřőćěřłă | ŋě řăćŋă ńĺ ŕěřěňěŋŋă£ ŋşń¿. Řăğřěÿěŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ if-then-else ĺ while, ŋő řěłşřśĺ£ ŋě řăğřěÿěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő ś ŕőňőźĳ¿ ŕřőčřăňň ŋă šăłőň £ğżłě ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ń¿ąş¿ ćżůĺśńĺňş¿ ťşŋłűĺ¿.

1.10. Ŕőśšřőľšě ăńčőřĺšň, őŕřěďěń£¿źĺľ, £ćń£ěšś£ ńĺ ďăŋŋżľ ąăğĺś ŕőńŋżň. Ąăğĺśŋżě ťşŋłűĺĺ ğăďăŋż šăąńĺűăňĺ ğŋăůěŋĺľ.

1.11. Ŕşśšĳ cn ěśšĳ ňăłśĺňşň śńőęŋőśšĺ c(f) ŕő ćśěň ąşńěćżň ťşŋłűĺ£ň f őš n ŕěřěňěŋŋżţ. Ďőłăęĺšě, ůšő 1;99n < cn < 2;01n ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n.

1.12. Čńşąĺŋőľ śţěňż ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ŋă ŕşšĺ őš ćţőďőć ł ćżţőďş. Ŕőłăęĺšě, ůšő ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ śţěňőľ čńşąĺŋż ŋě ąőńěě 3 ĺğ ¡ńěňěŋšőć NOT ĺ ĺğ ¡ńěňěŋšőć AND ĺ OR ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ůĺśńőň ćţőďőć.

1.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ĺğ śţěňż čńşąĺŋż O(log n), ćżůĺśń£¿źěľ ťşŋłűĺ¿ f : B n → Bm , ćżąřőśĺšĳ ćśě ŋěśşźěśšćěŋŋżě ŕřĺśćăĺćăŋĺ£, šő ŕőńşůěŋŋă£ śţěňă ĺňěěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ŕő n + m řăğňěř.

1.14. Ŕőśšřőľšě śţěňş, łőšőřă£ śřăćŋĺćăěš ďćă n-ąĺšőćżţ ůĺśńă ĺ ĺňěěš řăğňěř O(n), ă čńşąĺŋş O(log n).

1.15. ă) Ŕőśšřőľšě śţěňş śńőęěŋĺ£ ďćşţ n-ąĺšőćżţ ůĺśěń řăğňěřă O(n).

ą) Šőš ęě ćőŕřőś, ěśńĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż čńşąĺŋă śţěňż ążńă O(log n).

1.16. Ťşŋłűĺ£ MAJ: B n → B řăćŋă 1 ŋă ďćőĺůŋżţ śńőćăţ, ć łőšőřżţ ůĺśńő ěďĺŋĺű ąőńĳÿě ůĺśńă ŋşńěľ, ĺ 0 | ŋă őśšăńĳŋżţ śńőćăţ.

Ŕőśšřőľšě śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ ¡šş ťşŋłűĺ¿, řăğňěř śţěňż ďőńęěŋ ążšĳ ńĺŋěěŋ ŕő n, čńşąĺŋă | O(log n log log n).

1.17. Ŕőśšřőľšě śţěňş řăğňěřă poly(n) ĺ čńşąĺŋż O(log^2 n), łőšőřă£ ŕřőćěř£ěš, ść£ğăŋż ńĺ ŕşš-ěň ďćě ćěřÿĺŋż ć čřăťě. Čřăť ŋă m ćěřÿĺŋăţ, łőšőřżě ŕőňěůěŋż ůĺśńăňĺ őš 1 ďő m, ğăďă-ěšś£ n = m(m − 1)=2 ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ. Ŕěřěňěŋŋă£ xij, čďě i < j, őŕřěďěń£ěš, ěśšĳ ńĺ ć čřăťě řěąřő, śőěďĺŋ£¿źěě ćěřÿĺŋż i ĺ j.

1.18. Ŕşśšĳ śţěňă čńşąĺŋż 3 ĺğ ¡ńěňěŋšőć NOT ĺ ĺğ ¡ńěňěŋšőć AND ĺ OR ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ůĺśńőň ćţőďőć ćżůĺśń£ěš śńőęěŋĺě n ąĺšőć ŕő ňőďşń¿ 2 (ťşŋłűĺ£ PARITY). Ŕőłăęĺšě, ůšő řăğňěř śţěňż ŋě ňěŋĳÿě cn ďń£ ŋěłőšőřőčő c > 1.

1.19. Ŕşśšĳ f_1; f_2; : : : | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ őš 1; 2; : : : ăřčşňěŋšőć. Ŕőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ďćă śćőľśšćă řăćŋőśĺńĳ- ŋż: a) śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżůĺśń£¿źĺţ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ťőřňşń, řăğňěř łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕőńĺŋőňă őš n;

ą) śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżůĺśń£¿źĺţ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ śţěň čńşąĺŋż O(log n) ĺğ ¡ńěňěŋšőć NOT, AND ĺ OR (ś ďćşň£ ćţőďăňĺ).

1.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš řăğřěÿĺňżľ ŕřěďĺłăš, łőšőřżľ ŕřĺŋăďńěęĺš P=poly, ŋő ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš P.

2. Łńăśś NP: śćőďĺňőśšĳ ĺ ŕőńŋőšă

2.1. NP | łńăśś ŕřěďĺłăšőć, ćżůĺśńĺňżţ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżňĺ ňăÿĺŋăňĺ Šĳ¿řĺŋčă. Šěřňĺŋ ÀŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżľÁ ŋěşďăůŋżľ, ŋő őŋ şęě śšăń śšăŋďăřšŋżň.

Łńăśś NP őŕřěďěń-ěŋ šőńĳłő ďń£ ŕřěďĺłăšőć. Čőćőř£š, ŋăŕřĺňěř, ůšő Àśćőľśšćő čřăťă "ĺňěšĳ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń^{7)}\ ŕřĺŋăďńěęĺš NPÁ.

Ňż ďăďĺň ŋěśłőńĳłő őŕřěďěńěŋĺľ ¡šőčő łńăśśă. Ŕěřćőě ĺśŕőńĳğşěš ŕőŋ£šĺě ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă. Şśšřőľśšćő ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋż (ŊŇŠ) šăłőě ęě, łăł ĺ őążůŋőľ (ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ), ğă őďŋĺň ĺśłń¿ůěŋĺěň. Ş şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ŊŇŠ ěśšĳ őśőążě ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě śőśšő£ŋĺ£. Ŋăţőď£śĳ ć šăłőň śőśšő- £ŋĺĺ, ŊŇŠ ňőęěš ćżŕőńŋĺšĳ őďŋő ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ďěľśšćĺľ. Ŕő¡šőňş ş ŊŇŠ ćňěśšő ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďőć ěśšĳ šăąńĺűă, ć łőšőřőľ ďń£ łăęďőľ ŕăřż (śőśšő£ŋĺě şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă, šěłşźĺľ śĺňćőń ŋă ńěŋšě)

7)Čăňĺńĳšőŋőć űĺłń | ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ ć čřăťě, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ ćśě ćěřÿĺŋż čřăťă řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş. Čřăť, ć łőšőřőň ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń, ŋăğżćăěšś£ čăňĺńĳšőŋőćżň.

ćňěśšő ěďĺŋśšćěŋŋő ćőğňőęŋőčő ćăřĺăŋšă ďěľśšćĺľ (ĺğňěŋěŋĺě śőśšő£- ŋĺ£ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă, ğăŕĺśĳ śĺňćőńă ŋă ńěŋšş, śďćĺč čőńőćłĺ) şłăğăŋ ŋăąőř ćőğňőęŋżţ ďěľśšćĺľ. Őążůŋżě, ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě, śőśšő£ŋĺ£ śšăŋőć£šś£ ůăśšŋżň śńşůăěň, łőčďă šăłőľ ŋăąőř śőśšőĺš řőćŋő ĺğ őďŋőčő ćăřĺăŋšă ďěľśšćĺľ.

Ŕşšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŊŇŠ őŕřěďěń£ěšś£ ćżąőřőň őďŋőčő ĺğ ćőğňőęŋżţ ŕěřěţőďőć ŋă łăęďőň šăłšě řăąőšż. Ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőśšĳ ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő ŕşšěľ ćżůĺśńěŋĺ£ ďń£ ŊŇŠ, řăąőšă¿źěľ ŋă ďăŋŋőň ćţőďŋőň śńőćě, őłăğżćăěšś£ ňŋőčő.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.1. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş NP, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ŊŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň p(n) šăłĺě, ůšő L(x) = 1 =⇒ śşźěśšćşěš ŕşšĳ ćżůĺśńěŋĺ£, ďă¿źĺľ őšćěš ÀďăÁ ğă ćřěň£, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě p(|x|);

L(x) = 0 =⇒ (1 ćăřĺăŋš őŕřěďěńěŋĺ£) ŋěš şłăğăŋŋőčő ćżÿě ŕşšĺ; (2 ćăřĺăŋš őŕřěďěńěŋĺ£) ŋă ń¿ąőň ŕşšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ őšćěšă ÀďăÁ ŋě ŕőńşůăěšś£.

Ğăňěůăŋĺě 2.1. Ŕřĺćěďěŋŋżě ćăřĺăŋšż őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ůšőąż ĺśłń¿ůĺšĳ ćőğňőęŋőśšĳ őšćěšőć ÀďăÁ ŋă ďńĺŋŋżţ ŕşš£ţ ćżůĺśńěŋĺ£, ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ŊŇŠ, ĺňĺšĺřş¿źş¿ ĺśţőďŋş¿ ŊŇŠ ĺ ŕőďśůĺšżćă¿źş¿ łőńĺůěśšćő śďěńăŋŋżţ ĺśţőďŋőľ ŊŇŠ ÿăčőć. Łőčďă ůĺśńő ÿăčőć ŕřěćżÿăěš p(|x|), ňăÿĺŋă őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ğăňěůăŋĺě 2.2. Ć ŕřěďżďşźěň řăśśşęďěŋĺĺ ďőŕşźěŋă őďŋă šőŋłă£ őÿĺąłă. Ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋĺůěčő ŋě śłăğăŋő ő ŕőńĺŋőňě p(n), łřőňě ťăłšă ěčő śşźěśšćőćăŋĺ£. Ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕőńĺŋőňă ŋěćżůĺśńĺňż, ňőčşš ćőğŋĺłŋşšĳ ŕřőąńěňż ś şłăğăŋŋżň ćżÿě śŕőśőąőň śćěďěŋĺ£ őďŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ł ďřşčőňş (ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕőńĺŋőňă). Ůšőąż ć ďăńĳŋěľÿěň ĺğąěčăšĳ ¡šőľ śńőęŋőśšĺ, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕőńĺŋőň ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Ğăňěůăŋĺě 2.3. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ 2.1 śńěďşěš, ůšő P ⊆ NP. §ćń£ěšś£ ńĺ ¡šő ćłń¿ůěŋĺě śšřőčĺň? Ďőćőńĳŋő ĺŋšěŋśĺćŋżě, ţőš£ ĺ ąěğşśŕěÿŋżě, ŕőŕżšłĺ őšćěšĺšĳ ŋă ¡šőš ćőŕřőś ŕřőďőńęă¿šś£ şęě ŕőůšĺ 30 ńěš. Ŋěďăćŋő Ś. Śňěľń ćłń¿ůĺń ŕřőąńěňş P^?= NP ć ůĺśńő šř-ěţ ćăęŋěľÿĺţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ ŕřőąńěň śńěďş¿źěčő śšőńěšĺ£ (ďćě ďřşčĺě | čĺŕőšěğă Řĺňăŋă ĺ čĺŕőšěğă Ŕşăŋłăřě).

Ćšőřőě őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP ŕřěďśšăćń£ěšś£ ąőńěě ěśšěśšćěŋŋżň. Őŋő ĺśŕőńĳğşěš ŕőŋ£šĺě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňőčő ŕřěďĺłăšă őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ. Őŕřěďěńěŋĺě šăłőčő ŕřěďĺłăšă ŕőńşůăěšś£ łőňąĺŋăűĺěľ őŕřěďěńěŋĺľ 1.2 ĺ 1.3. Ŕőď řăğňěřőň ćţőďă ďń£ ŕřěďĺłăšă R(x; y) ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ šăłęě ĺńĺ |x| + |y|, ĺńĺ max(|x|; |y|) | ŕőńşůăšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżě őŕřěďěńěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.2. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş NP, ěśńĺ őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ťőřňě L(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) , čďě q(·) | ŕőńĺŋőň, ă R(·; ·) ∈ P.

Ŕřĺňěř 2.1. Ŕşśšĳ R(x; y) = Ày ěśšĳ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń ć čřăťě xÁ. Ąőńěě šőůŋő ŋşęŋő śłăğăšĳ šăł: Àx ěśšĳ ďćőĺůŋżľ łőď ŋěłőšőřőčő čřăťă, ă y | łőď čăňĺńĳšőŋőćă űĺłńă ć ¡šőň čřăťě (ĺśŕőńĳğşěň šăłőě łőďĺřőćăŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň łőď űĺłńă ŋě ďńĺŋŋěě łőďă čřăťă), šăłĺě ůšő: : :Á. Ćőğĳň-ěň q(n) = n. Šőčďă L(x) ąşďěš ć šőůŋőśšĺ őğŋăůăšĳ, ůšő ć čřăťě ŋăľď-ěšś£ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń.

Šěőřěňă 2.1. Őŕřěďěńěŋĺ£ 2.1 ĺ 2.2 ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕř. 2.1 =⇒ őŕř. 2.2. Ŕşśšĳ ěśšĳ ŊŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň p(n) ĺğ ŕěřćőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň ŕřěďĺłăš R(x; y) = = Ày ěśšĳ ŕřőšőłőń řăąőšż M ŋă ćőğňőęŋőň ŕşšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ śő ćţőďőň x ďă¿źěčő őšćěš "ďă\ ğă ćřěň£, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě p(|x|)Á. Ďńĺŋă šăłőčő ŕřőšőłőńă ŕřĺ řăğşňŋőň łőďĺřőćăŋĺĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺš őš ćřěňěŋĺ ćżůĺśńěŋĺ£ (ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ć łăůěśšćě ŕřőšőłőńă őŕĺśăŋŋş¿ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1.2 šăąńĺűş ćżůĺśńěŋĺ£, šő łćăďřăšĺůŋő), ŕő¡šőňş ć łăůěśšćě q(n) ďń£ ćšőřőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő ćğ£šĳ p(n) (p^2(n)), şňŋőęěŋŋżľ ŋă ŕőďţőď£źş¿ łőŋśšăŋšş.

Ůšőąż ğăłőŋůĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ć ¡šőň śńşůăě, őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő R(·; ·) ∈ P. İšő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ ŕřőšőłőń ŋěłőšőřőľ ŊŇŠ, řăąőšă¿źěľ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. İšő ğăľň-ěš ŋăś ŕřĺňěřŋő ŋă šő ęě ćřěň£ (śőćěřÿěŋŋő ŋěğăůěň śňőšřěšĳ ŋă őďŋş £ůěľłş ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ďőńčő).

Őŕř. 2.2 =⇒ őŕř. 2.1. Ŕşśšĳ ěśšĳ R; q ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ 2.2. Ŕőśšřőĺň M ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ 2.1. Őŋă řăąőšăěš ć ďćă ¡šăŕă.

Ćŋăůăńě M ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋő ŕĺÿěš y (łőšőřżľ ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ 2.2 śşźěśšćşěš ďń£ ń¿ąőčő śńőćă x, ďń£ łőšőřőčő L(x) = 1). Čőćőř£š ěź-ě, ůšő M ÀőščăďżćăěšÁ (\guesses") y. Ąőńěě šőůŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő M ŋăţőďĺš ŕřăćżľ łőŋěű ćţőďŋőčő śńőćă, śďćĺčăěšś£ ěź-ě ŋă őďŋş £ůěľłş ćŕřăćő, ğăŕĺśżćăěš ć ŋě-ě #, ěź-ě řăğ śďćĺčăěšś£ ćŕřăćő ĺ ŕěřěţőďĺš ć šăłőě ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőě śőśšő£ŋĺě, ć łőšőřőň őŋă ŕĺÿěš őďĺŋ ĺğ śĺňćőńőć ŋă ńěŋšş, śďćĺčăěšś£ ćŕřăćő ĺ ćżąĺřăěš ňěęďş śőţřăŋěŋĺěň ¡šőčő śőśšő£ŋĺ£ ĺ ŕěřěţőďőň ć (şęě ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőě) śőśšő£ŋĺě ŋăůăńă śńěďş¿źěčő ¡šăŕă.

Ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ŕěřćőčő ¡šăŕă ŋă ńěŋšě, ŕőňĺňő ćţőďŋőčő śńőćă x, ğăŕĺśăŋő ěź-ě ĺ śńőćő y. Šěŕěřĳ M őśšăńőśĳ ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă R(x; y) ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżľ ăńčőřĺšň, śşźěśšćş¿źĺľ ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ 2.2. □

Ěź-ě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP ěśšĳ ŋě ąőńěě ůěň ćăřĺăŋš őŕřěďěńěŋĺ£ 2.2, ŋő ĺňěŋŋő ć šăłőľ ťőřňě ěčő şďőąŋő őąőąźăšĳ ĺ ŕőńşůăšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ďřşčĺţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.3. Ĺňě¿šś£ ďćă ŕěřśőŋăęă: łőřőńĳ Arthur (Ăřšşř), şňśšćěŋŋżě śŕőśőąŋőśšĺ łőšőřőčő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋż, ĺ ćőńÿěąŋĺł Merlin (Ňěřńĺŋ), łőšőřżľ ĺŋšěńńěłšşăńĳŋő ćśěňőčşź ĺ ğŋăěš ŕřăćĺńĳŋżě őšćěšż ŋă ćśě ćőŕřőśż. Łőřőńĳ A ĺŋšěřěśşěšś£ ŋěłőšőřżň śćőľśšćőň L(x) (ŋăŕřĺňěř, Àěśšĳ ńĺ ş čřăťă čăňĺńĳšőŋőć űĺłńÁ), ă ćőńÿěąŋĺł M ţőůěš, ůšőąż łőřőńĳ ŕřĺğŋăń ŋăńĺůĺě ¡šőčő śćőľśšćă (ŋş, śłăęěň, čřăť śšřěňĺšś£ ł ğćăŋĺ¿ čăňĺńĳšőŋőćă ĺ ďăń M ćğ£šłş). A ŋě ďőćěř£ěš śćőěňş ćőńÿěąŋĺłş, ğŋă£ ěčő łőřżśšőń¿ąĺě, ĺ ţőůěš ĺňěšĳ ćőğňőęŋőśšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřěďńőęěŋŋżľ M őšćěš.

Ŕő¡šőňş őŋĺ ďěľśšćş¿š śńěďş¿źĺň őąřăğőň. A ĺ M őąă śňőšř£š ŋă śńőćő x, ŕőśńě ůěčő M śőőąźăěš ŋěłőšőřş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ (śńőćő y), łőšőřă£ ďőńęŋă şąěďĺšĳ A, ůšő L(x) = 1. Ĺśŕőńĳğş£ ¡šş ĺŋťőřňăűĺ¿, A ŕřőćěř£ěš şąěďĺšěńĳŋőśšĳ ăřčşňěŋšőć M ŋěłőšőřżň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň śŕőśőąőň.

Ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: śćőľśšćő L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş NP, ěśńĺ ş Ăřšşřă ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ śŕőśőą ŕřőćěř£šĳ şąěďĺšěńĳŋőśšĳ ďőćőďőć Ňěřńĺŋă, ŕřĺů-ěň: L(x) = 1 =⇒ ş M ěśšĳ śŕőśőą şąěďĺšĳ A ć ¡šőň; L(x) = 0 =⇒ łăł ąż M ŋĺ ĺğőźř£ńś£, A ŋě ŕőćěřĺš, ůšő L(x) = 1.

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ őŕřěďěńěŋĺ¿ 2.2 ŋě ćżğżćăěš śőňŋěŋĺľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ-ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ łőřőń£ A, śőőąźěŋĺě ćőńÿěąŋĺłă M ďőńęŋő ĺňěšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ řăğňěř. Ć őśšăńĳŋőň řăğńĺůĺ£ ňěęďş őŕřěďěńěŋĺ£ňĺ ůĺśšő ćŋěÿŋĺě.

2.2. Śćőďĺňőśšĳ ĺ NP-ŕőńŋőšă. Śńőęŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřěďĺłăšőć ňőęŋő śřăćŋĺćăšĳ, ŕőńĳğş£śĳ śńěďş¿źĺň őŕřěďěńěŋĺěň.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.4. Śćőďĺňőśšĳ ŕő Łăřŕş. Ŕřěďĺłăš L_1 śćőďĺšś£ ł ŕřěďĺłăšş L_2 (őąőğŋăůěŋĺě L_1 ∝ L_2), ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłă£ ťşŋłűĺ£ f ∈ P, ůšő ∀ x L_1(x) = L_2(f(x)).

Śćőďĺňőśšĳ ŕő Łăřŕş šăłęě ŋăğżćă¿š ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĳ¿, ă ůăśšő | ŕřőśšő śćőďĺňőśšĳ¿.

Ńěňňă 2.1. Ŕşśšĳ L_1 ∝ L_2. Šőčďă ă) L_2 ∈ P ⇒ L_1 ∈ P; ą) L_1 ∉ P ⇒ L_2 ∉ P; ć) L_2 ∈ NP ⇒ L_1 ∈ NP.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşŋłš ă) śőćěřÿěŋŋő őůěćĺďěŋ | ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă L_1, ďőśšăšőůŋő ŕřĺňěŋĺšĳ łő ćţőďş x ťşŋłűĺ¿ f, ă ł řěğşńĳšăšş ě-ě řăąőšż | ŕřőčřăňňş ćżůĺśńěŋĺ£ L_2.

Ŕşŋłš ą) śńěďşěš ĺğ ŕşŋłšă ă).

Ŕşŋłš ć) šăłęě ŕřőśš. Ěčő ňőęŋő őąž£śŋ£šĳ ŕő-řăğŋőňş. Ŋăŕřĺňěř, šăł: Ňěřńĺŋ śőőąźăěš Ăřšşřş f(x) (ďńĺŋă łőšőřőčő őčřăŋĺůěŋă ŋěłőšőřżň ŕőńĺŋőňőň h őš ďńĺŋż x, ŕőśłőńĳłş f ∈ P) ĺ śńőćő y, łőšőřőě şąěęďăěš Ăřšşřă ć šőň, ůšő L_2(f(x)) = 1. Ăřšşř šăłęě ňőęěš ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěňş ďěľśšćĺšěńĳŋő śőőąźěŋő f(x). Ĺśŕőńĳğş£ őŕřěďěńěŋĺě 2.2, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ űěŕőůłş ¡łćĺćăńěŋšŋőśšěľ

L_1(x) ⇔ L_2(f(x)) ⇔ ∃ y ( (|y| < q(|f(x)|)) ∧ R(f(x); y) ) ⇔ ⇔ ∃ y ( (|y| < r(|x|)) ∧ R(f(x); y) ) : Ŕőńĺŋőň r(|x|) ć ŕőśńěďŋěň ćżřăęěŋĺĺ | ¡šő łőňŕőğĺűĺ£ ŕőńĺŋőňőć q ĺ h. □

Őŕřěďěńěŋĺě 2.5. Ŕřěďĺłăš L ∈ NP ŋăğżćăěšś£ NP-ŕőńŋżň, ěśńĺ ń¿ąőľ ŕřěďĺłăš ĺğ NP ł ŋěňş śćőďĺšś£.

Ěśńĺ ŋěłőšőřżľ NP-ŕőńŋżľ ŕřěďĺłăš ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ğă ćřěň£ T (n), šő ń¿ąőľ ŕřěďĺłăš ĺğ NP ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ğă ćřěň£ T (n^c) ďń£ ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ůĺśńă c. Šăłă£ ŕőšěř£ ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ śůĺšăěšś£ ć ¡šőľ ŋăşłě ŋěśşźěśšćěŋŋőľ.

NP-ŕőńŋżě ŕřěďĺłăšż śşźěśšćş¿š, ŕřĺćěď-ěň ŕřĺňěřż. Ćżŕőńŋĺňőśšĳ. Ğăďă-ěšś£ ŕřěďĺłăšőň SAT (x) ⇐⇒ x ěśšĳ ťőřňşńă ś ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ ĺ śĺňćőńăňĺ (¬; ∨; ∧), łőšőřă£ ĺśšĺŋŋă ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Šěőřěňă 2.2 (Łşł, Ńěćĺŋ). 1) SAT ∈ NP; 2) SAT | NP-ŕőńŋă.

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ SAT ∈ P, šő P = NP.

Ďőłăğăšěńĳśšćő (šěőřěňż 2.2). 1) Ňěřńĺŋş ďőśšăšőůŋő śőőąźĺšĳ Ăřšşřş ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, ćţőď£źĺţ ć ťőřňşńş, ŕřĺ łőšőřżţ őŋă ĺśšĺŋŋă. Ăřšşř śŕřăćĺšś£ ś ŕřőćěřłőľ ĺśšĺŋŋőśšĺ ŕőńşůěŋŋőčő ćżśłăğżćăŋĺ£.

2) Ŕşśšĳ ŕřěďĺłăš ĺğ NP, łőšőřżľ ŋşęŋő śćěśšĺ ł SAT , ĺňěěš ćĺď L(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) . Řăśśňőšřĺň šăąńĺűş ćżůĺśńěŋĺ£ (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1.2) ďń£ ŇŠ, ćżůĺśń£¿źěľ R(x; y) (ćţőďőň £ćń£ěšś£ ŕăřă x#y). Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ šě ęě ŕěřěňěŋŋżě, ůšő ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1.2 (łőďż śőśšő£ŋĺľ łńěšőł šăąńĺűż ćżůĺśńěŋĺ£). Ůšőąż šăąńĺűă ćżůĺśńěŋĺ£ śőőšćěšśšćőćăńă ŕřăćĺńĳŋő ŕřőćěď-ěŋŋőňş şśŕěÿŋőňş (ś őšćěšőň ÀďăÁ) ćżůĺśńěŋĺ¿, ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ńőłăńĳŋżě ŕřăćĺńă śőčńăśőćăŋĺ£ ďń£ łăęďőľ ůěšć-ěřłĺ łńěšőł ćĺďă ĺ řěğşńĳšăš ďőńęěŋ ążšĳ ÀďăÁ. Łăęďőě šăłőě ŕřăćĺńő ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ őš ŕěřěňěŋŋżţ, őšćěůă¿źĺţ ńĺąő řăśśňăšřĺćăěňőľ ůěšć-ěřłě, ńĺąő ŋşńěćőľ £ůěľłě śăňőľ ŋĺęŋěľ śšřőłĺ šăąńĺűż. Őŕřěďěńĺň ťőřňşńş ’x łăł łőŋž¿ŋłűĺ¿ ćśěţ ¡šĺţ ťőřňşń, ć łőšőřżě ŕőďśšăćńěŋż ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, łőďĺřş- ¿źĺţ ćţőď x#y, ďőŕőńŋěŋŋżľ śĺňćőńăňĺ ďő ďńĺŋż |x| + 1 + q(|x|). Ğŋăůěŋĺ£, śőőšćěšśšćş¿źĺě x ĺ #, | łőŋśšăŋšż, ŕő¡šőňş ŕěřěňěŋŋżě, őš łőšőřżţ ğăćĺśĺš ¡šă ťőřňşńă, őšćěůă¿š y ĺ łőďăň ćŋşšřěŋŋĺţ £ůěěł šăąńĺűż. Šăł ůšő ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ťőřňşńă ’x ğăćĺśĺš őš y ĺ ěź-ě őš łăłĺţ-šő ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřżě ňż őąőğŋăůĺň z.

Ĺšăł, ňż śőŕőśšăćĺńĺ śńőćş x ťőřňşńş ’x(y; z), łőšőřă£ ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ őąńăďăěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň. Ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ R(x; y), šő ŋăľď-ěšś£ šăłőľ ŋăąőř ğŋăůěŋĺľ z(x; y), ŕřĺ łőšőřőň ’x(y; z(x; y)) ĺśšĺŋŋă (¡šĺ ğŋăůěŋĺ£ őŕĺśżćă¿š řăąőšş ŇŠ ŋă ćţőďě x#y). Ă ěśńĺ R(x; y) ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£, šő ’_x(y; z) ćśěčďă ńőęŋă (ŕőśłőńĳłş ŕő śşšĺ şšćěřęďăěš, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ŋă ćţőďě (x; y) ďă-ěš őšćěš ÀďăÁ). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ L(x) = 1 šăłă£ ťőřňşńă ĺŋőčďă (ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ğŋăůěŋĺ- £ţ y) ĺśšĺŋŋă, ŕřĺ L(x) = 0 | ćśěčďă ńőęŋă. □

Ďřşčĺě ŕřĺňěřż NP-ŕőńŋżţ ğăďăů ŕőńşůă¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ śńěďş¿- źěľ ńěňňż.

Ńěňňă 2.2. Ěśńĺ SAT ∝ L ĺ L ∈ NP, šő L | NP-ŕőńŋă£. Ĺ ćőőąźě, ěśńĺ L_1 | NP-ŕőńŋă£, L_1 ∝ L_2 ĺ L_2 ∈ NP, šő L_2 | NP-ŕőńŋă£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ śćőďĺňőśšĺ: ěśńĺ L_1 ∝ L_2, L_2 ∝ L_3, šő L_1 ∝ L_3. Őŋă śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżţ ťşŋłűĺľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňă. □ 3-ŁŊŤ. Ğăďă-ěšś£ ŕřěďĺłăšőň 3-SAT (x) ⇐⇒ x ěśšĳ 3-ŁŊŤ, łőšőřă£ ĺśšĺŋŋă ĺśšĺŋŋă ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ŕěřěňěŋŋżţ. 3-ŁŊŤ | ¡šő łőŋž¿ŋłűĺ£ ďĺğž¿ŋłűĺľ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš šřĺ ńĺšěřăńă.

3-SAT šăłęě NP-ŕőńŋă. İšő şśšăŋăćńĺćăěšś£ śćěďěŋĺěň ł ŋěľ SAT .

Šěőřěňă 2.3. SAT ∝ 3-SAT .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőŕőśšăćĺň ń¿ąőľ śţěňě ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě šăłş¿ 3-ŁŊŤ, ćżŕőńŋĺňőśšĳ łőšőřőľ řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ćżůĺśń£ěňă£ śţěňőľ ťşŋłűĺ£ ŋě řăćŋă šőęďěśšćěŋŋő 0. Ć ¡šş ŁŊŤ ąşďşš ćţőďĺšĳ ćśě ŕěřěňěŋŋżě śţěňż (x_1; : : :; xn ĺ y_1; : : :; ys | ĺśŕőńĳğşěň šě ęě őąőğŋăůěŋĺ£, ůšő ĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ śţěňż). Ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň ćŋăůăńě łőŋž¿ŋłűĺ¿ K^{′′} şśńőćĺľ, őğŋăůă¿źĺţ, ůšő łăęďă£ ĺğ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ yj ĺňěěš ğŋăůěŋĺě, śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ Yj. Ěśšĳ šřĺ šĺŕă šăłĺţ şśńőćĺľ (őŋĺ śőőšćěšśšş¿š šř-ěň ąăğĺśŋżň ťşŋłűĺ£ň), ĺ łăęďżľ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě 3-ŁŊŤ: ( y ⇔ (x_1 ∨ x_2) ) = (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (¬x_1 ∨ x_2 ∨ y) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y) ∧ ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y); ( y ⇔ (x_1 ∧ x_2) ) = (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (¬x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ ¬y) ∧ ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y); ( y ⇔ ¬x ) = (x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y):

Ŕőďśšăćń££ ¡šĺ 3-ŁŊŤ ć K^{′′}, ŕőńşůĺň 3-ŁŊŤ K^′. Ĺśłőňă£ 3-ŁŊŤ ĺňěěš ćĺď K = K^′ ∧ ys. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺśšĺŋŋőśšĳ K řăćŋőśĺńĳŋă şšćěřęďěŋĺ¿: ćśě ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ ćżŕőńŋěŋż ŕřăćĺńĳŋő ĺ ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺńăśĳ 1 (ys = 1). Ğŋăůĺš, ěśńĺ ŕřĺ łăłĺţ-šő ğŋăůěŋĺ£ţ ŕěřěňěŋŋżţ xi śţěňă ćżďă-ěš 1, šő K ćżŕőńŋĺňă, ĺ ŋăőąőřőš. □

Ěź-ě őďĺŋ ŕřőśšőľ ŕřĺňěř śćěď«ěŋĺ£.

Ğăďăůă ŰŃŔ (űěńőůĺśńěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£). Ďăŋă śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśšĳ ńĺ ş ŋě-ě űěńőůĺśńěŋŋőě řěÿěŋĺě? (Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śőćňěśšŋă ńĺ śĺśšěňă?)

Ć ¡šőľ ğăďăůě ćţőďőň £ćń£ěšś£ ňăšřĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺ ćěłšőř ŕřăćżţ ůăśšěľ. Šő, ůšő ŰŃŔ ∈ NP, ŋě śőćśěň őůěćĺďŋő. Őłăğżćăěšś£, ůšő ć łăůěśšćě ŕőďśłăğłĺ Ňěřńĺŋ ňőęěš śőőąźĺšĳ Ăřšşřş ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋż ćśě ŋěřăćěŋśšćă śĺśšěňż. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ďńĺŋă ¡šőčő śőőąźěŋĺ£ ďőńęŋă ążšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋă. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ śşźěśšćőćăŋĺ£ űěńőůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ śńěďşěš śşźěśšćőćăŋĺě űěńőůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, řăğňěř ğăŕĺśĺ łőšőřőčő őčřăŋĺůěŋ ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ śĺśšěňż, śň. [14, š. 2, §17.1].

Śćěď-ěň šěŕěřĳ 3-ŁŊŤ ł ŰŃŔ. Ŕőśšřőĺň ŕő 3-ŁŊŤ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć. Űěńőůĺśńěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ćőğĳň-ěň śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ěśšĳ ąşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ąşńěćőľ ŕěřěňěŋŋőľ xi śőŕőśšăćĺň ćżřăęěŋĺě pi. Őšřĺűăŋĺ¿ ŕěřěňěŋŋőľ ¬xi śőŕőśšăćĺň ćżřăęěŋĺě 1−pi. Łăęďőľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ Xj ∨ Xk ∨ Xm (X_∗ | ńĺšěřăńż) śőŕőśšăćĺň ŋěřăćěŋśšćő Pj + Pk + Pm ⩾ 1, ć łőšőřőň Pj, Pk, Pm | ćżřăęěŋĺ£, śőŕőśšăćńěŋŋżě ńĺšěřăńăň ďĺğž¿ŋłűĺĺ.

Ĺśłőňă£ śĺśšěňă śőďěřęĺš ďń£ ćśěţ i ŋěřăćěŋśšćă 0 ⩽ pi ⩽ 1, ă šăłęě ćśě ŋěřăćěŋśšćă, śőŕőśšăćńěŋŋżě ďĺğž¿ŋłűĺ£ň ĺğ ŁŊŤ. Őůěćĺďŋő, ůšő ćżŕőńŋĺňőśšĳ 3-ŁŊŤ řăćŋőśĺńĳŋă śőćňěśšŋőśšĺ šăłőľ śĺśšěňż.

Ğăňěůăŋĺě 2.4. Ěśńĺ ŋě šřěąőćăšĳ űěńőůĺśńěŋŋőśšĺ řěÿěŋĺľ, šő ŕřőćěřĺšĳ śőćňěśšŋőśšĳ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć ňőęŋő ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. Ŕřĺňěřż šăłĺţ ăńčőřĺšňőć (Ţăůĺ£ŋă, Łăřňăřłăřă) šăłęě śň. ć [14, š. 1, §13, §15.1].

Őąÿĺřŋżľ śŕĺśőł NP-ŕőńŋżţ ğăďăů śőďěřęĺšś£ ć łŋĺčě Č¡řĺ ĺ Ďęőŋśőŋă [3]. Łăł ŕřăćĺńő, ĺţ NP-ŕőńŋőšă ďőłăğżćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ śćěď«ěŋĺľ. Ŕřĺćěď-ěň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć NP-ŕőńŋżţ ğăďăů.

3-řăśłřăśłă. Ďăŋ čřăť. Śŕřăÿĺćăěšś£, ňőęŋő ńĺ řăśłřăśĺšĳ ěčő ćěřÿĺŋż ć šřĺ űćěšă šăł, ůšőąż łőŋűż łăęďőčő řěąřă ążńĺ ŕőłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă. (Ăŋăńőčĺůŋă£ ğăďăůă 2-řăśłřăśłă řěÿăěšś£ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.)

Łńĺłă. Ďăŋż čřăť ĺ ůĺśńő k. Śŕřăÿĺćăěšś£, ěśšĳ ńĺ k-¡ńěňěŋšŋőě ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ čřăťă, ń¿ążě ďćě ćěřÿĺŋż łőšőřőčő śőěďĺŋěŋż řěąřőň.

Ğăďăůĺ

2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăďăůă ŕřőćěřłĺ ćżŕőńŋĺňőśšĺ 2-ŁŊŤ (łőŋž- ¿ŋłűĺĺ ďĺğž¿ŋłűĺľ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš ďćă ńĺšěřăńă) ŕřĺŋăďńěęĺš P.

2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăďăůă őą ¡ľńěřőćőň ŕşšĺ ć ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőň čřăťě (śşźěśšćşěš ńĺ ŕşšĳ, ŕřőţőď£źĺľ ŕő ćśěň ř-ěąřăň řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş) ŕřĺŋăďńěęĺš P.

2.3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő łńăśś NP śőćŕăďăěš ś P. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ňőęŋő ŋě šőńĳłő ŕřőćěřĺšĳ ćżŕőńŋĺňőśšĳ ťőřňşńż, ŋő ĺ ŋăľšĺ ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺ łőšőřżţ őŋă ĺśšĺŋŋă (ăŋăńőčĺůŋő ďń£ čăňĺńĳšőŋőćă űĺłńă ĺ š. ŕ.)

2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăďăůă ő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ţ (ěśšĳ n ňăńĳůĺłőć ĺ n ďěćőůěł, ĺğćěśšŋő, łăłĺě ŕăřż śőčńăśŋż ďřşč ś ďřşčőň šăŋűěćăšĳ; ŋăďő őŕřěďěńĺšĳ, ňőęŋő ńĺ şśšřőĺšĳ šăŋěű, ć łőšőřőň ćśě n ňăńĳůĺłőć ĺ n ďěćőůěł śőěďĺŋěŋż ć ŕăřż) ŕřĺŋăďńěęĺš NP ĺ, ąőńěě šőčő, ŕřĺŋăďńěęĺš P.

2.5. Ŕőśšřőľšě ă) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě śćěďěŋĺě ğăďăůĺ 3-ŁŊŤ ł ğăďăůě Łńĺłă; ą) šőš ęě ćőŕřőś, ŋő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő šřěąşěšś£, ůšőąż łőńĺůěśšćő řěÿěŋĺľ śőţřăŋ£ńőśĳ (ěśńĺ 3-ŁŊŤ F ŕřĺ śćěďěŋĺĺ śőőšćěšśšćşěš ŕăřă (čřăť H, řăğňěř k), šő łőńĺůěśšćő ćżŕőńŋ£¿źĺţ ŋăąőřőć ŕěřěňěŋŋżţ ďń£ F řăćŋő łőńĺůěśšćş łńĺł řăğňěřă k ć čřăťě H).

2.6. Ŕőśšřőľšě ă) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě śćěďěŋĺě ğăďăůĺ 3-ŁŊŤ ł ğăďăůě 3-řăśłřăśłă; ą) šőš ęě ćőŕřőś, ŋő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő šřěąşěšś£, ůšőąż łőńĺůěśšćő ćżŕőńŋ£¿źĺţ ŋăąőřőć ŕěřěňěŋŋżţ ďń£ ń¿ąőľ 3-ŁŊŤ řăćŋ£ńőśĳ ąż ÿěśšĺłřăšŋőňş łőńĺůěśšćş 3-řăśłřăśőł śőőšćěšśšćş¿źěčő ěľ čřăťă.

2.7. Ŕőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źă£ ğăďăůă £ćń£ěšś£ NP-ŕőńŋőľ: ďăŋ ŋăąőř ĺğ ŋě ąőńěě ůěň n šĺŕőć łćăďřăšĺłőć 1 × 1, ŋă śšőřőŋăţ łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋż łăłĺě-šő ąşłćż; ďăŋ śŕĺśőł ďőŕşśšĺňżţ ŕăř ąşłć ĺ śŕĺśőł čřăŋĺůŋżţ ąşłć; śŕřăÿĺćăěšś£, ňőęŋő ńĺ łőřřěłšŋő śńőęĺšĳ ĺğ łćăďřăšĺłőć ŋăąőřă ąőńĳÿőľ łćăďřăš řăğňěřă n × n (šăł, ůšőąż ŋă ŕřĺňżłă¿źĺţ śšőřőŋăţ łćăďřăšĺłőć ążńĺ šőńĳłő ďőŕşśšĺňżě ŕăřż ąşłć, ă ŋă čřăŋĺűě łćăďřăšă | šőńĳłő čřăŋĺůŋżě ąşłćż).

2.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěďĺłăš Àx | ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ śőśšăćŋőčő ůĺśńăÁ ŕřĺŋăďńěęĺš NP.

2.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěďĺłăš Àx | ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ ŕřőśšőčő ůĺśńăÁ ŕřĺŋăďńěęĺš NP.

3. Ćěřő£šŋőśšŋżě ăńčőřĺšňż ĺ łńăśś BPP. Ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż ůĺśńă

Ć ćěřő£šŋőśšŋżţ ŇŠ (ĆŇŠ), łăł ĺ ć ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ, ĺňě- ¿šś£ śőśšő£ŋĺ£, ĺğ łőšőřżţ ćőğňőęěŋ ŕěřěţőď ć ŋěśłőńĳłő (ąőńĳÿě őďŋőčő) śőśšő£ŋĺľ. Őšńĺůĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő śőśšő£ŋĺě, łşďă ĆŇŠ ďěńăěš ŕěřěţőď, őŕřěďěń£ěšś£ řěğşńĳšăšőň ŋěłőšőřőčő śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă (Àŕőďąřăśżćăŋĺ£ ňőŋěšżÁ). Ŋşęŋő őčőćőřĺšĳ, łăłĺě ňőŋěšż ďőŕşśłă¿šś£. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ćğ£šĳ ňőŋěšş, ćěřő£šŋőśšĳ ćżŕăďěŋĺ£ čěřąă ďń£ łőšőřőľ řăćŋă ŋěćżůĺśńĺňőňş ůĺśńş, šő ćőğňőęŋőśšĺ ĆŇŠ, ĺśŕőńĳğş¿źěľ ŕőďąřăśżćăŋĺě šăłőľ ňőŋěšż, ąşďşš ąőńĳÿě, ůěň ţőšěńőśĳ ąż; őŋă śňőęěš ćżůĺśńĺšĳ ĺ ŋěłőšőřżě ŋěřăğřěÿĺňżě ŕřěďĺłăšż.

Őążůŋő śůĺšă¿š, ůšő ćěřő£šŋőśšĺ ćżŕăďěŋĺ£ őďĺŋăłőćż ďń£ őąěĺţ śšőřőŋ ňőŋěšż, ă řěğşńĳšăš ŕőďąřăśżćăŋĺ£ őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ůĺśńőň 0 ĺńĺ 1.

Ţőš£ ďń£ ĆŇŠ ŋěńĳğ£ śłăğăšĳ, łăłőľ ć šőůŋőśšĺ őšćěš őŋă ćżďăśš, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő őšćěšă.

Őŕřěďěńěŋĺě 3.1. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş BPP, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ĆŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň p(n), ůšő ňăÿĺŋă M ğăćěďőňő őśšăŋőćĺšś£ ğă ćřěň£, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě p(|x|), ŕřĺů-ěň

L(x) = 1 =⇒ M ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ąőńĳÿěľ 2=3 ďă-ěš őšćěš ÀďăÁ; L(x) = 0 =⇒ M ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ąőńĳÿěľ 2=3 ďă-ěš őšćěš ÀŋěšÁ.

Ěśńĺ ć ¡šőň őŕřěďěńěŋĺĺ ğăňěŋĺšĳ ůĺśńő 2=3 ŋă ń¿ąőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő, ą«őńĳÿěě 1=2, łńăśś BPP ŋě ĺğňěŋĺšś£. Ěśšĳ ŕřőśšőľ śŕőśőą ďőąĺšĳś£ ćěřő£šŋőśšĺ, śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłőľ ł 1. Ćőğĳň-ěň ŋěśłőńĳłő őďĺŋăłőćżţ ňăÿĺŋ, ğăŕşśšĺň ĺţ ćśě, ă őłőŋůăšěńĳŋżň řěğşńĳšăšőň ąşďěň śůĺšăšĳ ňŋěŋĺě ąőńĳÿĺŋśšćă. Ěśńĺ ćěřő£šŋőśšĳ ŋěŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă ďń£ łăęďőčő ¡łğěňŕń£řă ňăÿĺŋż řăćŋă c < 1=2, šő ćěřő£šŋőśšĳ ŋěŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă ŕőśńě čőńőśőćăŋĺ£ n ňăÿĺŋ ∑ S⊆{1,...,n}, |S|6n/2 (1 − c)^|S^|cn^{−|}S^| = ( (1 − c)c

)n=_2 ∑ S⊆{1,...,n}, |S|6n/2

( c 1 − c )n=_{2−|}S_| <

< (√ (1 − c)c )n 2n = –n; čďě – = 2 √ c(1 − c) < 1. (3.1)

Ğăňěůăŋĺě 3.1. Ŕřěďśšăćĺšĳ ťĺğĺůěśłş¿ řěăńĺğăűĺ¿ ŊŇŠ őůěŋĳ šřşďŋő (ćśŕőňŋĺň, ůšő ŋăň ŕřĺď-ěšś£ ŕőňěśšĺšĳ ć ŋě-ě ćśěğŋăľłş Ňěřńĺŋă). Ă ćěřő£šŋőśšŋżě ňăÿĺŋż ćŕőńŋě ňőčşš ňżśńĺšĳś£ łăł řěăńĳŋżě şśšřőľśšćă. Ŕő¡šőňş ŕřěďĺłăšż ĺğ łńăśśă BPP ćŕőńŋě ňőęŋő śůĺšăšĳ řěăńĳŋő ćżůĺśńĺňżňĺ.

Łńăśś BPP ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺ ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďĺłăšőć őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ďń£ łńăśśă NP.

Őŕřěďěńěŋĺě 3.2. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş BPP, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőńĺŋőň q(·) ĺ ŕřěďĺłăš R(·; ·) ∈ P, ůšő L(x) = 1 =⇒ ďőń£ śńőć r ďńĺŋż q(|x|), ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő R(x; r), ąőńĳÿě 2=3;

L(x) = 0 =⇒ ďőń£ śńőć r ďńĺŋż q(|x|), ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő R(x; r), ňěŋĳÿě 1=3.

Šěőřěňă 3.1. Őŕřěďěńěŋĺ£ 3.1 ĺ 3.2 ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕř. 3.1 =⇒ őŕř. 3.2. Ŕőńăčăěň q(n) = p(n) (łőńĺůěśšćő ŕőďąřăśżćăŋĺľ ňőŋěšż ŋě ŕřěćőśţőďĺš őąźěčő ůĺśńă ďěľśšćĺľ). Őŕřěďěńĺň ŕřěďĺłăš R(x; r) = Àňăÿĺŋă M ŋă ćţőďě x ďă-ěš őšćěš "ďă\ ŕřĺ şłăğăŋŋőľ ć r ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řěğşńĳšăšőć ŕőďąřăśżćăŋĺľ ňőŋěšżÁ. İšőš ŕřěďĺłăš ŕő őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň şďőćńěšćőř£ěš őŕřěďěńěŋĺ¿ 3.2.

Őŕř. 3.2 =⇒ őŕř. 3.1. Śńşůăľŋő ćżąĺřăěň śńőćő r ďńĺŋż q(|x|) ĺ ŕőďśšăćń£ěň ć ŕřěďĺłăš, ğăšěň ćżůĺśń£ěň ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă. Šăłă£ ĆŇŠ şďőćńěšćőř£ěš őŕřěďěńěŋĺ¿ 3.1. □

Őŕřěďěńěŋĺě 3.2 ďőŕşśłăěš śńěďş¿źěě ŋăčń£ďŋőě šőńłőćăŋĺě. Őšňěšĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ (x; y) šőůłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă {(x; y) : R(x; y) ∧ (|y| = q(|x|))}. Ďń£ x = x_0 řăśśňőšřĺň śěůěŋĺě {(x; y) : R(x; y) ∧ ∧ (|y| = q(|x|)) ∧ (x = x_0)} ¡šőčő ňŋőęěśšćă. Ŕřěďĺłăš R(·; ·), şůăśšćş¿źĺľ ć őŕřěďěńěŋĺĺ 3.2, őąńăďăěš šăłĺň śšřăŋŋżň śćőľśšćőň, ůšő ňěřă ¡šőčő śěůěŋĺ£ ŕřĺ ń¿ąőň x_0 ńĺąő ąőńĳÿě 2=3, ńĺąő ňěŋĳÿě 1=3. İšő řăğďěń£ěš ğŋăůěŋĺ£ x ŋă ďćě łăšěčőřĺĺ: őďŋă śőőšćěšśšćşěš ĺśšĺŋŋőśšĺ ŕřěďĺłăšă L, ďřşčă£ | ńőęŋőśšĺ.

Łńăśśĺůěśłĺľ ŕřĺňěř ğăďăůĺ ĺğ BPP ŕřěďśšăćń£ěš ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż ůĺśńă: ďăŋő ůĺśńő n, šřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ, ŕřőśšőě ńĺ őŋő. Ďń£ ¡šőľ ğăďăůĺ śşźěśšćşěš ćěřő£šŋőśšŋżľ ăńčőřĺšň, řăąőšă¿źĺľ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£; őŋ ąşďěš śěľůăś őŕĺśăŋ.

3.1. Ŋěőąţőďĺňżě śćěďěŋĺ£ ĺğ šěőřĺĺ ůĺśěń. Ŕőďřőąŋőě ĺğńőęěŋĺě ¡ńěňěŋšăřŋőľ šěőřĺĺ ůĺśěń śőďěřęĺšś£ ć łŋĺčě [2]. Ňż ńĺÿĳ ŋăŕőňŋĺň ďćě šěőřěňż, łőšőřżě ąşďşš ćăęŋż ŕřĺ ăŋăńĺğě řăąőšż ăńčőřĺšňă ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż ůĺśńă.

Ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă. Ěśńĺ n | ŕřőśšőě ĺ n - a, šő an^{−1} ≡ 1 (mod n).

Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ. Ŕşśšĳ n = uv | řăğńőęěŋĺě ůĺśńă ŋă ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Šőčďă Z=nZ= Z=uZ× Z=vZ.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śşźěśšćşěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş őśšăšłăňĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă n ĺ ŕăřăňĺ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă u ĺ ŋă v. (Ĺ ¡šő śőőšćěšśšćĺě şćăęăěš őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£.)

Ĺğ ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă śńěďşěš, ůšő an^{−1} ≢ 1 (mod n) ŕőğćőń£ěš şšćěřęďăšĳ, ůšő n | śőśšăćŋőě (čőćőř£š, ůšő a £ćń£ěšś£ śćĺďěšěńěň ŋěŕřőśšőšż ůĺśńă n). İšő śćĺďěšěńĳśšćő łőśćěŋŋőě | £ćŋőčő řăğńőęěŋĺ£ n ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňż ŋě ŕőńşůăěň | ĺ śĺńĳŋőě: ůăśšő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřłĺ ŕřĺ a = 2!

Őďŋăłő ŕřőćěřłĺ ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă ďăęě ŕřĺ ćśěţ a ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěďőśšăšőůŋő. Ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ śćĺďěšěńěľ ěź-ě őďŋőčő šĺŕă: ěśńĺ b^2 ≡ 1 (mod n), ă b ≢ ±1 (mod n), šő n | śőśšăćŋőě; n ĺ b − 1 ĺňě¿š őąźĺľ ďěńĺšěńĳ, ą«őńĳÿĺľ 1. Ŕő¡šőňş śćĺďěšěńĺ šăłőčő ćĺďă (ćőőąźě čőćőř£, čőřăğďő ąőńěě řěďłő ŕő£ćń£¿źĺěś£) ŕőğćőń£¿š śřăğş ęě şłăğăšĳ řăğńőęěŋĺě n (ŕřőšĺć ŕřőśšőšż łőšőřőčő őŋĺ śćĺďěšěńĳśšćş¿š) ŋă ďćă ňŋőęĺšěń£ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£

(ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ (x; y) ďćşţ ůĺśěń x ĺ y ňőęŋő ŋăľšĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, śň. ŋĺęě).

3.2. Ŋěőąţőďĺňżě śćěďěŋĺ£ ĺğ ăńčőřĺšňĺůěśłőľ šěőřĺĺ ůĺśěń. Ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď ůĺśńăňĺ ňőęŋő ćżŕőńŋ£šĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ĺţ ğăŕĺśĺ (ůĺśńő n ğăŕĺśżćăěšś£ ⌈log n⌉ = = O(log n) ğŋăłăňĺ). Ŋăŕřĺňěř, śţěňă şňŋőęěŋĺ£ ůĺśěń n, m śšőńąĺłőň ĺňěěš řăğňěř O(log n log m), řăśšşźĺľ łćăďřăšĺůŋő őš ďńĺŋż ćţőďă. Ţőš£ łćăďřăš őš ďńĺŋż ćţőďă şęě ďőśšăšőůŋő ňăń, ůšőąż ążšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň, ğăňěšĺň, ůšő ďń£ şňŋőęěŋĺ£ n-ğŋăůŋżţ ůĺśěń ěśšĳ ĺ ąőńěě ¡łőŋőňŋżě śţěňż řăğňěřă O(n log n log log n), śň. [1, ř. 7.5] ĺńĺ [7, š. 2, ř. 4.3.3].

Ć ňőďşń£řŋőľ ăřĺťňěšĺłě (ăřĺťňěšĺłě őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă q) ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ an ŕő ňőďşń¿ q śţěňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă őš ďńĺŋż ćţőďă (a; n; q) (ć őążůŋőľ ăřĺťňěšĺłě ďăęě řěğşńĳšăš ćőğćěďěŋĺ£ ć śšěŕěŋĳ ňőęěš ĺňěšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ řăğňěř). Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ őśšăšłĺ őš śšěŕěŋěľ a^{2k} ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďřăš ĺ ğăšěň ŕěřěňŋőęĺšĳ šě ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůĺśěń, łőšőřżň śőőšćěšśšćş¿š 1 ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă n.

Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ďćşţ ůĺśěń ňőęŋő ŋăľšĺ, ŕőńĳğş£śĳ ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă, ĺśŕőńĳğş¿źĺň řěłşřśĺćŋő řăćěŋśšćő (x; y) = = (y; x mod y). Ěśńĺ ďěńĺšĳ ą«őńĳÿěě ůĺśńő ŋă ňěŋĳÿěě, šő ğă łăęďżě ďćă ÿăčă ďńĺŋă ğăŕĺśĺ ňěŋĳÿěčő ůĺśńă şňěŋĳÿăěšś£ ŋă łőŋśšăŋšş.

Śşźěśšćşěš šăłęě ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő ĺğ ůĺśńă ĺğćńěłăěšś£ ŋăűěńő łőřěŋĳ k-ľ śšěŕěŋĺ. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ, ŋăľď£ ďőśšăšőůŋő šőůŋő ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ ĺ ćőğćěď£ ąńĺęăľÿěě ł ŋěňş űěńőě ůĺśńő ć k-¿ śšěŕěŋĳ. Ŋăľšĺ ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě ğŋăůěŋĺě^k √ x ňőęŋő ś ŕőňőźĳ¿ řěłşřřěŋšŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

a_{n+1} = 1_k ( (k − 1)an + x

ak^−1n ) ; ěśńĺ ćżąřăšĳ ŕőďţőď£źěě ğŋăůěŋĺě a_0. Ďěšăńĺ ¡šőčő (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő) ăńčőřĺšňă őśšăćń£¿šś£ ůĺšăšěń¿ ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőčő őąďşňżćăŋĺ£.

Ğăňěšĺň, ůšő ćśě śţěňż, ő łőšőřżţ ÿńă řěůĳ ćżÿě, ňőčşš ążšĳ ŕőśšřőěŋż ŇŠ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. Šăł ůšő ćśě ŕěřěůĺśńěŋŋżě ğăďăůĺ ŕřĺŋăďńěęăš łńăśśş P.

3.3. Ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż. Ćţőď: ůĺśńő n. Ÿăč 1. Ŕřőćěř£ěň ů-ěšŋőśšĳ n. Ěśńĺ n = 2, šő őšćěš Àn | ŕřőśšőěÁ, ěśńĺ n | ů-ěšŋőě ĺ ąőńĳÿě 2, šő őšćěš Àn | śőśšăćŋőěÁ, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 2.

Ÿăč 2. Ŕřőćěř£ěň, ĺğćńěłăěšś£ ńĺ ĺğ n ŋăűěńő łőřěŋĳ k-ľ śšěŕěŋĺ ŕřĺ k = 2; : : :; ⌊log_2 n⌋. Ěśńĺ ĺğćńěłăěšś£, šő őšćěš Àn | śőśšăćŋőěÁ, ĺŋăůě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 3.

Ÿăč 3. Ğăŕĺśżćăěň n − 1 ć ćĺďě 2^k · l, čďě k > 0, ă l | ŋěů-ěšŋőě. Ÿăč 4. Ćżąĺřăěň śńşůăľŋőě a śřěďĺ ůĺśěń őš 1 ďő n. Ÿăč 5. Ćżůĺśń£ěň a^l; a^{2l}; : : : ; a^{n−1} ŕő ňőďşń¿ n. Ŕřőćěřłă 1. Ěśńĺ a^{n−1} ≢ 1 (mod n), šő őšćěš Àn | śőśšăćŋőěÁ. Ŕřőćěřłă 2. Ěśńĺ ŋăľďěŋő šăłőě j, ďń£ łőšőřőčő a^{2j l} ≢ ±1 (mod n), ă a^{2j+1}l ≡ 1 (mod n), šő őšćěš Àn | śőśšăćŋőěÁ.

Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě őšćěš Àn | ŕřőśšőěÁ.

3.4. Ăŋăńĺğ ăńčőřĺšňă.

Šěőřěňă 3.2. Ěśńĺ n | ŕřőśšőě, šő őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ăńčőřĺšň ćśěčďă (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1) ćżďă-ěš őšćěš Àn | ŕřőśšőěÁ.

Ěśńĺ n | śőśšăćŋőě, šő őšćěš Àn | śőśšăćŋőěÁ ąşďěš ŕőńşůěŋ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1=2.

Ğăňěůăŋĺě 3.2. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ćěřő£šŋőśšŋżľ ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż ůĺśńă ć śňżśńě őŕřěďěńěŋĺ£ 3.1, ŋşęŋő ďćăęďż ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ăńčőřĺšň. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ śšăŋěš ňěŋĳÿě 1=4.

Ďőłăğăšěńĳśšćő (šěőřěňż 3.2). Ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżÿě śńěďşěš, ůšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŋşęďăěšś£ šőńĳłő ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě.

Ŕşśšĳ n = uv ≡ 1 (mod 2), čďě (u; v) = 1 (ěśńĺ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋěš, šő ŋă ÿăčě 2 ąşďěš őąŋăřşęěŋă ŋěŕřőśšőšă). Ěśńĺ (a; n) > 1, šő ŕřőćěřłă 1 ďń£ šăłőčő a ğăćěďőňő őąŋăřşęĺš, ůšő n | śőśšăćŋőě. Šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż šěţ a, łőšőřżě ćğăĺňŋő ŕřőśšż ś n, őąŋăřşęĺćă¿š ŋěŕřőśšőšş ůĺśńă.

Őąőğŋăůĺň čřşŕŕş (Z=uZ)^∗ ůěřěğ U, čřşŕŕş (Z=vZ)^∗ | ůěřěğ V . Ĺğ łĺšăľśłőľ šěőřěňż őą őśšăšłăţ śńěďşěš, ůšő čřşŕŕă (Z=nZ)^∗ ĺğőňőřťŋă U × V (ĺğőňőřťĺğň ğăďă-ěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň | ćżůĺśńěŋĺěň őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ u ĺ ŕő ňőďşń¿ v).

Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă U k = {xk : x ∈ U }, V k = {xk : x ∈ V }. İšő ŕőďčřşŕŕż ć U ĺ V śőőšćěšśšćěŋŋő (ŕřőĺğćěďěŋĺě k-ţ śšěŕěŋěľ ěśšĳ k-£ śšěŕěŋĳ, őąřăšŋżľ ł k-ľ śšěŕěŋĺ ěśšĳ k-£ śšěŕěŋĳ). Šăł ůšő |U |=|U k| | űěńőě ůĺśńő. Ąőńěě šőčő, őšőąřăęěŋĺě x → xk £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ, ŕő¡šőňş ůĺśńő ŕřőőąřăğőć ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć U k.

Őůěćĺďŋő, ůšő U^2l ⊆ U l (śšěŕěŋěľ łćăďřăšőć ŋě ąőńĳÿě, ůěň ćśěţ śšěŕěŋěľ). Ŕő¡šőňş ŕőńşůăěň ŕăřş ŋěćőğřăśšă¿źĺţ űěŕőůěł ňŋőęěśšć U^l ⊇ U^{2l} ⊇ : : : ⊇ U^{n−1} ⊇ {1}; V^l ⊇ V^{2l} ⊇ : : : ⊇ V^{n−1} ⊇ {1}:

Ďăńĳŋěľÿěě řăśśşęďěŋĺě řăğąĺćăěšś£ ŋă ăŋăńĺğ ŋěśłőńĳłĺţ śńşůăěć. 1. Ŕşśšĳ U n^{−1} ≠ {1} ĺńĺ V n^{−1} ≠ {1}.

Ůšőąż ŕřőľšĺ ŕřőćěřłş 1 ć ăńčőřĺšňě, ŋşęŋő ŕőśńě ćőğćěďěŋĺ£ ć (n−1)-¿ śšěŕěŋĳ ŕőńşůĺšĳ ŕăřş őśšăšłőć (1; 1). Ŕőśłőńĳłş ŕřőőąřăğőć łăęďőčő ůĺśńă ĺğ U n^{−1} ≠ {1} őďĺŋăłőćőě łőńĺůěśšćő, ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ ŕăřż (1; 1) ŋě ćżÿě 1=2.

2. Ŕşśšĳ U n^{−1} = V n^{−1} = {1}.

Ŕőśłőńĳłş l | ŋěů-ěšŋőě, −1 ∈ U l ∩ V l, š. ě. ŋăľď-ěšś£ šăłőě t = 2s, 0 ⩽ s < k, ůšő U^2t = V^2t = {1}, ă U t ≠ {1} ĺńĺ V t ≠ {1}. Ąşďěň ďőłăğżćăšĳ, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě 1=2 ć ¡šőň ňěśšě ŕřőćěřłă 2 ăńčőřĺšňă őąŋăřşęĺš, ůšő n | śőśšăćŋőě. Ć ďăŋŋőň śńşůăě a^2t ≡ 1 (mod n), šăł ůšő ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, ś łăłőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ a^t ŋě řăćŋő ±1. Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£.

ă) Őďŋő ĺğ ňŋőęěśšć U t, V t řăćŋő {1}. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, U t = = {1}. Ć ¡šőň śńşůăě ňőęŋő şšćěřęďăšĳ, ůšő at ≢ −1 (mod n) (őśšăšłş −1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n śőőšćěšśšćşěš ŕăřă őśšăšłőć (−1; −1) ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă u; v).

Ňőęŋő řăśśşęďăšĳ šăł ęě, łăł ĺ ć śńşůăě 1. Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě 1=2 ŕőńşůĺň ŕăřş őśšăšłőć (1; ¸), ¸ ≠ 1.

ą) Őąă ňŋőęěśšćă U t; V t śőďěřęăš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă ¡ńěňěŋšă, ŕşśšĳ |U t| = c, |V t| = d. Ć ¡šőň śńşůăě ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£ łăł a^t ≡ 1 (mod n), šăł ĺ a^t ≡ −1 (mod n), ŋő ćěřő£šŋőśšĳ ¡šőčő ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2=(cd) ⩽ 1=2. □

Ğăňěůăŋĺě 3.3. Ÿăč 2 ć ăńčőřĺšňě ĺğążšőůěŋ, ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ śőőąřăęěŋĺ£ňĺ şśšăŋăćńĺćăěšś£, ůšő ĺ ďń£ ůĺśěń ćĺďă mk ŕřőćěřłĺ 1, 2 ďă¿š ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš śő ğŋăůĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿.

3.5. BPP ĺ śţěňŋă£ śńőęŋőśšĳ.

Šěőřěňă 3.3. BPP ⊆ P=poly.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż şśĺńĺšĳ őűěŋłĺ ćěřő£šŋőśšěľ ś (1=3; 2=3) ďő ("; 1−"). Ůĺśńő " ďőńęŋő ążšĳ ŋăśšőńĳłő ňăńő, ůšőąż ňőęŋő ążńő ćżąřăšĳ šăłőě śńşůăľŋőě śńőćő y_0, ŕřĺ łőšőřőň řăśśňăšřĺćăěňżľ ŕřěďĺłăš ĺğ BPP śőćŕăďăěš ś R(x; y_0).

Śşšĳ ğďěśĳ ć šőň, ůšő ŕőćšőřěŋĺě őŕżšőć ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő şňěŋĳÿăěš őűěŋłş ćěřő£šŋőśšĺ őÿĺąłĺ ", ŋő ŋě ňěŋ£- ěš řăğňěř ćţőďă |x|. Ŕő¡šőňş ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŋěřăćěŋśšćă

"2^{|x|} < 1. Ŕřĺ šăłőň śőőšŋőÿěŋĺĺ ňěęďş " ĺ |x| ćśěčďă ŋăľď-ěšś£ śńşůăľŋőě śńőćő, ďń£ łőšőřőčő ŋěš őÿĺąőł ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ x.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćśŕőňŋĺň ŋăčń£ďŋőě šőńłőćăŋĺě BPP, ďăŋŋőě ŕőśńě šěőřěňż 3.1. Ěśńĺ ďőń£ śńőć r, ŋă łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš őÿĺąłă, ďń£ łăęďőčő x ŋě ŕřěćőśţőďĺš ", šő ďőń£ šěţ śńőć r, ŋă łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš őÿĺąłă ţőš£ ąż ďń£ őďŋőčő x, ŋě ŕřěćőśţőďĺš "2^|x^| < 1. Ğŋăůĺš, ŋăľďşšś£ ĺ šăłĺě r, ŋă łőšőřżţ ŋěš őÿĺąőł ŋĺ ŕřĺ łăłőň x. □

İšő šĺŕĺůŋőě ŋěłőŋśšřşłšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő őąžěłšă ś ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ ŋě śşźěśšćşěš, ňěŋĳÿě 1. Ŋő ¡šő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ šăłőľ őąžěłš śşźěśšćşěš.

4. Ĺěřăřţĺ£ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż őšőęďěśšćń£ěň £ğżłĺ ĺ ŕřěďĺłăšż, łăł őŕĺśăŋő ŋă ś. 20. Ć ůăśšŋőśšĺ, ğăŕĺśĳ x ∈ L őğŋăůăěš L(x) = 1.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.1. Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřżľ łńăśś £ğżłőć. Łńăśś ďőŕőńŋěŋĺľ co-A śőśšăćń£¿š ďőŕőńŋěŋĺ£ łő ćśěň £ğżłăň ĺğ A. Ťőřňăńĳŋő L ∈ A ⇐⇒ (B^∗ \ L) ∈ co-A:

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ łńăśśőć P, BPP, PSPACE śńěďşěš, ůšő P = co-P, BPP = co-BPP, PSPACE = co-PSPACE.

4.1. Ĺčřż, ć łőšőřżě ĺčřă¿š ňăÿĺŋż. Řăśśňőšřĺň ĺčřş, ć łőšőřş¿ ĺčřă¿š ďćă ĺčřőłă, ąşďěň ĺţ ŋăğżćăšĳ ąěńżě (Ą) ĺ ů-ěřŋżě (Ů). Ĺčřőłăň śőőąźăěšś£ ŋěłőšőřőě śńőćő x, ĺ őŋĺ ďěńă¿š ţőďż ŕő őůěřěďĺ (w_1 | ŕěřćżľ ţőď ąěńżţ, b_1 | ŕěřćżľ ţőď ů-ěřŋżţ ĺ š. ď.). Łăęďżľ ţőď ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋ śńőćőň ďńĺŋż p(|x|), čďě p(·) | ŋěłőšőřżľ ŕőńĺŋőň. Ĺčřă ğăćěřÿăěšś£ ŕőśńě ŋěłőšőřőčő, ğăřăŋěě ğăďăŋŋőčő, ůĺśńă ţőďőć.^{8)} Řěğşńĳšăš ĺčřż őŕĺśżćăěšś£ ŋěłőšőřżň ŕřěďĺłăšőň W (x; w_1; b_1; : : :) ∈ P, ĺśšĺŋŋőśšĳ łőšőřőčő őğŋăůăěš, ůšő ćżĺčřăńĺ ąěńżě (ŋĺůĳĺţ ŋě ążćăěš, šăł ůšő ńőęŋőśšĳ W őğŋăůăěš, ůšő ćżĺčřăńĺ ů-ěřŋżě). Ŕřěďĺłăš W ğăćĺśĺš őš ĺśţőďŋőčő śńőćă ĺ ţőďőć, śďěńăŋŋżţ ĺčřőłăňĺ: w_1; : : : | ąěńżňĺ, b_1; : : : | ů-ěřŋżňĺ. Ŕőśłőńĳłş P ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő ďőŕőńŋěŋĺľ, ŕřěďĺłăš B(·) = ¬W (·), şšćěřęďă¿źĺľ ćżĺčřżÿ ů-ěřŋżţ, šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš P.

Őšśşšśšćĺě ŋĺůĳĺţ ĺ łőŋěůŋőśšĳ ůĺśńă ţőďőć čăřăŋšĺřş¿š ŕřĺ ğăďăŋŋőň x śşźěśšćőćăŋĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ńĺąő ďń£ ąěńżţ, ńĺąő

8)Ŋă śăňőň ďěńě ŕřăćĺńő ğăćěřÿěŋĺ£ ĺčřż ňőęěš ążšĳ ĺ śńőęŋěě. Ěśńĺ ěśšĳ ćěřţŋ££ őűěŋłă ŋă ůĺśńő ţőďőć, šő ňőęŋő ćśěčďă ďőŕőńŋĺšĳ ůĺśńő ţőďőć ďő ¡šőľ őűěŋłĺ, ŋĺłăł ŋě şůĺšżćă£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ţőďż ŕřĺ ŕőďćěďěŋĺĺ řěğşńĳšăšă ĺčřż.

ďń£ ů-ěřŋżţ. (Ťőřňăńĳŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ńěčłő ŕőńşůăěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ůĺśńş ţőďőć.) Ŕő¡šőňş łăęďőľ ĺčřě ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ďćă ćğăĺňŋő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ňŋőęěśšćă L_w ={x : Ą ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿}; L_b ={x : Ů ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿}:

Ňŋőčĺě śńőęŋőśšŋżě łńăśśż ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćă Lw (ĺńĺ Lb), śőőšćěšśšćş¿źĺě šěň ĺńĺ ĺŋżň ćĺďăň ĺčř. Ŋăŕřĺňěř, ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě łńăśśż.

P: ňŋőęěśšćă Lw (łăł ĺ Lb, ćŕřőůěň) ďń£ ĺčř, ć łőšőřżţ ŋĺłšő ŋě ďěńăěš ţőďőć.

NP: ňŋőęěśšćă Lw ďń£ ĺčř, ć łőšőřżţ ąěńżě ďěńă¿š 1 ţőď. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă {x : ∃ w_1 W (x; w_1)}:

co-NP: ňŋőęěśšćă Lb ďń£ ĺčř, ć łőšőřżţ ąěńżě ďěńă¿š 1 ţőď. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă {x : ∀ w_1 B(x; w_1)}:

˚_2: ňŋőęěśšćă Lw ďń£ ĺčř ĺğ 2 ţőďőć: 1 ţőď ąěńżţ, 1 ţőď ů-ěřŋżţ.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă {x : ∃ w_1 ∀ b_1 W (x; w_1; b_1)}:

Śńőćăňĺ ¡šő ňőęŋő śłăğăšĳ šăł: ěśšĳ šăłőľ ţőď ąěńżţ, ůšő, łăł ąż ŋĺ śżčřăńĺ ů-ěřŋżě, ąěńżě ćżĺčřżćă¿š.

˝_2: ňŋőęěśšćă Lb ďń£ ĺčř ĺğ 2 ţőďőć. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă {x : ∀ w_1 ∃ b_1 B(x; w_1; b_1)} : : :

˚k: ňŋőęěśšćă Lw ďń£ ĺčř ĺğ k ţőďőć (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ů-ěšŋőśšĺ k ŕőśńěďŋĺňĺ ţőď£š ńĺąő ů-ěřŋżě, ńĺąő ąěńżě). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă

{x : ∃ w_1 ∀ b_1 : : : Q_k y_k W (x; w_1; b_1; : : :)} (ěśńĺ k ů-ěšŋőě, šő Qk = ∀, yk = bk=_2, ěśńĺ k ŋěů-ěšŋőě, šő

Qk = ∃, yk = w(k+1)=2).

˝k: ňŋőęěśšćă Lb ďń£ ĺčř ĺğ k ţőďőć (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ů-ěšŋőśšĺ k ŕőśńěďŋĺňĺ ţőď£š ńĺąő ů-ěřŋżě, ńĺąő ąěńżě). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă

{x : ∀ w_1 ∃ b_1 : : : Q_k y_k B(x; w_1; b_1; : : :)} (ěśńĺ k ů-ěšŋőě, šő Qk = ∃, yk = bk=_2, ěśńĺ k ŋěů-ěšŋőě, šő

Qk = ∀, yk = w(k+1)=2).

: : :

Łńăśśż ˚k ĺ ˝k ćğăĺňŋő ďőŕőńŋĺšěńĳŋż: ˚k = co-˝k, ˝k = co-˚k.

Šěőřěňă 4.1 (Ńăşšěňăŋ [35]). BPP ⊂ ˚_2 ∩ ˝_2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş łńăśś BPP ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő ďőŕőńŋěŋĺľ, ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő BPP ⊂ ˚_2.

Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ŋăşůĺšĳś£ ťőřňşńĺřőćăšĳ śćőľśšćő Àňŋőęěśšćő śőďěřęĺš ňŋőčő ¡ńěňěŋšőćÁ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň łćăŋšőřőć śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ćśěőąźŋőśšĺ. Ňż śďěńăěň ¡šő, ŕřěďŕőńăčă£, ůšő řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕőďňŋőęěśšćă ŋěłőšőřőľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż. Ŕşśšĳ G | čřşŕŕă, ă X | ŕőďňŋőęěśšćő G. Śćőľśšćő, łőšőřżň ňż ąşďěň őšńĺůăšĳ ąőńĳÿĺě ňŋőęěśšćă őš ňăńżţ, śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋěłőšőřżň łőńĺůěśšćőň śďćĺčőć ňŋőęěśšćă X ňőęŋő ŕőłřżšĳ ćś¿ čřşŕŕş ∃ g_1; : : :; g_k : ⋃ i g_iX = G: (4.1)

Ůšőąż ćżąřăšĳ ŕőďţőď£źěě ğŋăůěŋĺě k, ŋşęŋő ŋăľšĺ śńşůăĺ, łőčďă (4.1) ğăćěďőňő ćżŕőńŋ£ěšś£, ĺ łőčďă ğăćěďőňő ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£.

Ěśńĺ k|X| < |G|; (4.2) şśńőćĺě (4.1) ğăćěďőňő ńőęŋő.

Şśńőćĺě (4.1) ğăćěďőňő ĺśšĺŋŋő, ěśńĺ ďń£ śńşůăľŋżţ ŋěğăćĺśĺňżţ g_1; : : :; g_k ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ ⋃ i g_iX = G ąőńĳÿě 0. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, Pr[G\ ( ⋃ i g_iX ) ≠ ?] < 1. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő śńşůăľŋżľ śďćĺč X ŋě ŕőłřżćăěš (ŋě śőďěřęĺš) ŋěłőšőřżľ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš, řăćŋă ŕő őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň 1 − |X|=|G|. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő k śńşůăľŋżţ śďćĺčőć ŋě ŕőłřżćă¿š ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš, řăćŋă (1 − |X|=|G|)k (ŕőłřżšĺ£ řăğŋżňĺ śďćĺčăňĺ | ŋěğăćĺśĺňżě śőążšĺ£). Ŕőśłőńĳłş ŕőłřżćăěšś£ |G| ¡ńěňěŋšőć, ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ Pr[G\ ( ⋃ i g_iX ) ≠ ?] ŋě ąőńĳÿě |G| (1 − |X|=|G|)k (ćěřő£šŋőśšĳ őąžěďĺŋěŋĺ£ śőążšĺľ ŋě ąőńĳÿě śşňňż ćěřő£šŋőśšěľ ¡šĺţ śőążšĺľ). Ĺšăł, ŕřĺ |G| ( 1 − |X||G| )k < 1 (4.3)

şśńőćĺě (4.1) ğăćěďőňő ćżŕőńŋ£ěšś£.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋěłőšőřżľ £ğżł L ∈ BPP. Ďń£ ŋěčő, łăł őąž- £śŋ£ńőśĳ ćżÿě, ňőęŋő ŋăľšĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżľ ŕřěďĺłăš R(x; y) ĺ ŕőńĺŋőň p(·) šăłĺě, ůšő ůĺśńő |X_x|=2^{p(|x|)}, čďě X_x = {y : (|y| = = p(|x|)) ∧ R(x; y)}, řăğńĺůăěš śńőćă, ŕřĺŋăďńěęăźĺě £ğżłş (ďń£ ŋĺţ őŋő ąőńĳÿě 1 − "), ĺ śńőćă, £ğżłş ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě (ďń£ šăłĺţ śńőć ¡šő ůĺśńő ňěŋĳÿě "). Ŕăřăňěšř " ňż ćżąěřěň ŕőğęě, śěľůăś őšňěšĺň, ůšő ěčő ćěńĺůĺŋă ňőęěš ążšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ňăńă, łăł őąž£śŋ£ńőśĳ ŋă ś. 38 ŕőśńě őŕřěďěńěŋĺ£ 3.1.

Ććěď-ěň ĺśłşśśšćěŋŋő śšřşłšşřş čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě śńőć y ďńĺŋż p(|x|) šăł, ůšőąż ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺ őąřăźěŋĺě ¡ńěňěŋšă ć ¡šőľ čřşŕŕě ążńĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżňĺ (ŋăŕřĺňěř, ć łăůěśšćě čřşŕŕőćőľ őŕěřăűĺĺ ćőğĳň-ěň ŕőłőňŕőŋěŋšŋőě śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ ďćă). Ğăŕĺÿěň śńěďş¿źěě ˚_2-şśńőćĺě

∃ g_1; : : :; g_k ∀ y ( (|y| = p(|x|)) ⇒ ⇒ ((y ∈ g_1Xx) ∨ (y ∈ g_2Xx) ∨ · · · ∨ (y ∈ gkXx)) ) : Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, řăśśňăšřĺćăěň šăłş¿ ĺčřş: ąěńżě śćőĺň ţőďőň ŋăğżćă¿š k śńőć (¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż), ă ů-ěřŋżě | őďĺŋ ¡ńěňěŋš, łőšőřżľ, ŕő ĺţ ňŋěŋĺ¿, ŋě ŕőłřżš śďćĺčăňĺ ňŋőęěśšćă Xx ŋă śńőćă gi, ŋăğćăŋŋżě ąěńżňĺ.

Şśńőćĺě (4.2) ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď "k < 1, ă şśńőćĺě (4.3): 2p^{(|}x^{|)}"k < 1. İšĺ şśńőćĺ£ ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕőďţőď£źěň ćżąőřě ŕăřăňěšřőć. Ňőęŋő ćğ£šĳ k ŕőř£ďłă p(|x|) ĺ " ŕőř£ďłă p^{−1}(|x|). □

Ğăňěůăŋĺě 4.1. Ĺňěěšś£ řăśśşęďěŋĺě, łőšőřőě ÀŕőłăğżćăěšÁ, ůšő ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ĺğ łńăśśă BPP ňőęŋő śďěńăšĳ, ŕő-ćĺďĺňő-ňş, ňěŋĳÿě 2n^ε ďń£ ń¿ąőčő ". Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ĺśŕőńĳğőćăšĳ čěŋěřăšőřż ŕśěćďőśńşůăľŋżţ ůĺśěń. Šăłőľ čěŋěřăšőř ŕő ŋăąőřş ąĺšőć ďńĺŋż k śšřőĺš ŋăąőř ďńĺŋż k^′, čďě k^′ ≫ k. Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň ćżąĺřăšĳ łőřőšłĺě ŋăąőřż śńşůăľŋő, šő ďńĺŋŋżě ŋăąőřż ąşďşš řăśŕřěďěńěŋż šăł, ůšő ćżůĺśńĺšěńĳŋőě şśšřőľśšćő ś őčřăŋĺůěŋŋżňĺ řěśşřśăňĺ (ŋăŕřĺňěř, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă) ŋě śňőęěš őšńĺůĺšĳ ĺţ őš ŕőŋăśšő£źěňş śńşůăľŋżţ. İšő ŕő£śŋěŋĺě ğăňěŋ£ěš šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕśěćďőśńşůăľŋőčő čěŋěřăšőřă, łőšőřőě ŋăň ŋě ŕőŋăďőąĺšś£.

Śşźěśšćş¿š ńĺ ŕśěćďőśńşůăľŋżě čěŋěřăšőřż, ŋěĺğćěśšŋő. Ĺţ ğăćěďőňő ŋěš, ěśńĺ P = NP. Ŋő ć ¡šőň śńşůăě P = ˚_2 = BPP.

Ěśńĺ ęě P ≠ NP ĺ ěśšĳ ŕśěćďőśńşůăľŋżě čěŋěřăšőřż, šő ňőęŋő ŋăţőďĺšĳ ğă şłăğăŋŋőě ćżÿě ćřěň£ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f ∈ BPP, ćżůĺśń££ ğŋăůěŋĺ£ ŕřěďĺłăšă R(x; y) ĺğ őŕř. 3.2 šőńĳłő ďń£ ŕśěćďőśńşůăľŋżţ y.

Őśšă-ěšś£ ÀŋěąőńĳÿőľÁ ďěťěłš ć ¡šőň řăśśşęďěŋĺĺ: őŋő ŋě ŕřőţőďĺš ŕřĺ P ≠ NP ĺ őšśşšśšćĺĺ ŕśěćďőśńşůăľŋżţ čěŋěřăšőřőć. Šăłă£ śĺšşăűĺ£ śůĺšăěšś£ ňăńőćěřő£šŋőľ.

4.2. Łńăśś PSPACE. Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, ć ¡šőš łńăśś ŕőŕăďă- ¿š šě ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ŋă ŇŠ, ĺśŕőńĳğş¿- źěľ ŕăň£šĳ, őčřăŋĺůěŋŋş¿ ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ćţőďŋőčő śńőćă. Łńăśś PSPACE šăłęě ňőęŋő őŕĺśăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ĺčřż.

Šěőřěňă 4.2. L ∈ PSPACE šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš šăłă£ ĺčřă ś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň őš ďńĺŋż ćţőďŋőčő śńőćă ůĺśńőň ţőďőć ĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżň řěğşńĳšăšőň, ůšő L = {x | | Ą ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ⇐= Ŕőłăęěň, ůšő £ğżł, őŕřěďěń£ěňżľ ĺčřőľ, ŕřĺŋăďńěęĺš PSPACE. Ŕşśšĳ ůĺśńő ţőďőć őčřăŋĺůěŋő p(|x|). Őŕřěďěńĺň ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŋăąőř ňăÿĺŋ Šĳ¿řĺŋčă Mk ďń£ k = 0; : : :; p(|x|). Łăęďă£ Mk ŕő ğăďăŋŋőňş ŋăůăńş ĺčřż x; w_1; b_1; : : : ďńĺŋż k őŕřěďěń£ěš ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ş Ą. Ŕőśńěďŋěľ ć ¡šőň ř£ďş ňăÿĺŋě M_{p(|x|)} ŋşęŋő ŕřőśšő ćżůĺśńĺšĳ ŕřěďĺłăš W (x; w_1; : : :). Ňăÿĺŋă M_k ŕěřěąĺřăěš ćśě ćőğňőęŋżě ćăřĺăŋšż (k + 1)-čő ţőďă ĺ łőŋśşńĳšĺřşěšś£ ś Mk_{+1} ŕő ŕőćőďş őłőŋůăšěńĳŋżţ řěğşńĳšăšőć ĺčřż. Ě-ě őűěŋłă ĺčřż śőśšăćń£ěšś£ őůěŋĳ ŕřőśšő: ěśńĺ šěłşźĺľ ţőď ş Ą, šő ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ őďĺŋ ţőď, ŕřĺ łőšőřőň Mk_{+1} čăřăŋšĺřşěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ďń£ Ą. Ěśńĺ šěłşźĺľ ţőď ş Ů, šő ŕřĺ ćśěţ ćăřĺăŋšăţ Mk_{+1} ďőńęŋă őąŋăřşęĺšĳ ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ďń£ Ą. Ňăÿĺŋă M_0 őŕřěďěń£ěš ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ďń£ Ą ć śăňőň ŋăůăńě ĺčřż ĺ ďń£ ě-ě řăąőšż ŋăň ŋşęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ćś¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňăÿĺŋ Mk. Ŋő łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ ňăÿĺŋ ĺśŕőńĳğşěš ŋěąőńĳÿş¿ (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋş¿) ŕăň£šĳ, šăł ůšő ćěśĳ ŕřőűěśś ŕőšřěąşěš ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĺ.

=⇒ Ŕşśšĳ ěśšĳ ňăÿĺŋă M, řăśŕőğŋă¿źă£ ćţőęďěŋĺě śńőćă ć £ğżł L ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ŕăň£šĺ. Ćő-ŕěřćżţ, ğăňěšĺň, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ŋă ŕăň£šĺ S ąěśśňżśńěŋŋő ŕřőćőďĺšĳ ďőńĳÿě, ůěň ćřěň£ 2O^(S^) (ćś-ě ŋăůŋěš ŕőćšőř£šĳś£ ŕőśńě šőčő, łăł ňż ĺśůěřŕăěň ćśě śőśšő£ŋĺ£ ŋăÿěľ śĺśšěňż, ă ĺţ ŋě ąőńěě ůěň |A|S ·|Q|·S, čďě Q; A | śőőšćěšśšćěŋŋő ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ĺ ăńťăćĺš řăśśňăšřĺćăěňőľ ŇŠ). Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćřěň£ řăąőšż ňăÿĺŋż M őčřăŋĺůěŋő 2q, čďě q = O(p(|x|)).

Ůšőąż ążńő ŕřőźě őŕĺśżćăšĳ ĺčřş, ŕőšřěąşěň, ůšőąż ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŇŠ śőţřăŋ£ńă ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ ďőśšĺčŋşšőě śőśšő£ŋĺě.

Ĺčřă ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ąěńżě şšćěřęďă¿š, ůšő őšćěš ŋă ćţőďŋőň śńőćě x řăćěŋ ÀďăÁ, ă ů-ěřŋżě ţőš£š ¡šő ŕřőćěřĺšĳ. Ąěńżě śćőĺň ŕěřćżň ţőďőň ďěłńăřĺřş¿š śőśšő£ŋĺě ňăÿĺŋż M (śšřőłă, ğăŕĺśăŋŋă£ ŋă ńěŋšě, ŕőńőęěŋĺě ůĺšă¿źěľ čőńőćłĺ, śőśšő£ŋĺě şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă) ŕőśńě 2q^{−1} šăłšőć. Ů-ěřŋżě śćőĺň ţőďőň ćżąĺřă¿š őďĺŋ ĺğ ŕřőňěęşšłőć: őš ŋăůăńă ďő (2q^{−1})-čő šăłšă ĺńĺ őš (2q^{−1})-čő šăłšă ďő łőŋűă. Ąěńżě ďěłńăřĺřş¿š śőśšő£ŋĺě M ć śěřěďĺŋě ¡šőčő ŕřőňěęşšłă. Ďăńěě ćś-ě ŕőćšőř£ěšś£: Ů ćżąĺřăěš őďŋş ĺğ ŕőńőćĺŋőł, Ą ďěłńăřĺřşěš śőśšő£ŋĺě M ć śěřěďĺŋě ćżąřăŋŋőľ ŕőńőćĺŋłĺ ĺ š. ď.

Ĺčřă ğăłăŋůĺćăěšś£, łőčďă ďńĺŋă ŕřőňěęşšłă śšăŋőćĺšś£ řăćŋőľ 1. Řěğşńĳšăš őŕřěďěń£ěšś£ šăł: ďń£ őąőĺţ łőŋűőć ¡šőčő ŕřőňěęşšłă ć ŕřőűěśśě ĺčřż ążńĺ ŋăğćăŋż śőśšő£ŋĺ£ M. Ěśńĺ śőśšő£ŋĺě ŕřăćőčő łőŋűă ŕőńşůăěšś£ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ ńěćőčő łőŋűă ğă őďĺŋ šăłš řăąőšż M, šő Ą ćżĺčřăńĺ, ĺŋăůě ćżĺčřăńĺ Ů.

Ěśńĺ őšćěš M ŋă śńőćě x ďěľśšćĺšěńĳŋő ÀďăÁ, šő ąěńżň ŋşęŋő ćś-ě ćřěň£ čőćőřĺšĳ ŕřăćďş, ¡šő čăřăŋšĺřşěš ĺň ćżĺčřżÿ.

Ěśńĺ őšćěš M ŋă śńőćě x | ÀŋěšÁ, šő ŕřĺ ń¿ąőň ţőďě ąěńżţ ŋă őďŋőň ĺğ ŕřőňěęşšłőć (ĺńĺ ŋă őąőĺţ) ąşďěš śőďěřęăšĳś£ őÿĺąłă. Ů ďőńęěŋ şłăğżćăšĳ łăęďżľ řăğ ĺňěŋŋő ¡šőš ŕřőňěęşšőł. □

Ğăďăůă 4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśś £ğżłőć, řăśŕőğŋăćăěňżţ ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżňĺ ňăÿĺŋăňĺ, řăąőšă¿źĺňĺ ŋă ŕăň£šĺ S, śőďěřęĺšś£ ć łńăśśě £ğżłőć, řăśŕőğŋăćăěňżţ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżňĺ ňăÿĺŋăňĺ, řăąőšă¿źĺňĺ ŋă ŕăň£šĺ poly(S).

Ć łăůěśšćě śńěďśšćĺ£ šěőřěňż 4.2 ŕőńşůăěň ćłń¿ůěŋĺ£ ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ćżÿě łńăśśőć ˚k, ˝k ć łńăśś PSPACE. Ćğăĺňŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ¡šĺţ łńăśśőć ňőęŋő ĺğőąřăğĺšĳ ďĺăčřăňňőľ ćłń¿ůěŋĺľ, ŕőłăğăŋŋőľ śńěćă. Ŋă ¡šőľ ďĺăčřăňňě őš ą«őńĳÿěčő łńăśśă ł ňěŋĳÿěňş ňőęŋő ŕřőľšĺ, ďćĺčă£śĳ ŕő śšřěńłăň. Ćŋĺğş řăśŕőńăčăěšś£ łńăśś P, őšćěůă¿źĺľ ĺčřăň ś 0 ţőďőć, ğăšěň ĺďşš ďőŕőńŋ£¿źĺě ďřşč ďřşčă łńăśśż, őšćěůă¿źĺě ĺčřăň ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň ţőďőć (ďń£ őďŋőčő ţőďă ¡šő NP ĺ co-NP, ďń£ ďćşţ ţőďőć | ˚_2 ĺ ˝_2 ĺ š. ď.). Ğăćěřÿăěšś£ ¡šă ďĺăčřăňňă łńăśśőň PSPACE, łőšőřżľ őŕřěďěń£- ěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ĺčřăňĺ ś őďŋĺň ěśšěśšćěŋŋżň şśńőćĺěň | ćřěň£ ĺčřż ďőńęŋő ążšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋő řăğňěřőň ćţőďŋőčő śńőćă. Ňż şęě ďőłăğăńĺ ćśě ćłń¿ůěŋĺ£, ĺğőąřăę-ěŋŋżě ŋă ¡šőľ ďĺăčřăňňě. Ŋĺ ŕřő őďŋő ĺğ ćłń¿ůěŋĺľ, śńěďş¿źĺţ ĺğ ¡šőľ ďĺăčřăňňż, ŋěĺğćěśšŋő, £ćń£ěšś£ ńĺ őŋő śšřőčĺň. Ążšĳ ňőęěš, śłăęěň, P = PSPACE. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ćőğňőęŋő ĺ šăł, ůšő PSPACE = EXPTIME, čďě EXPTIME őąőğŋăůăěš (ŋě řăśśňăšřĺćăćÿĺľś£ ŋăňĺ) łńăśś £ğżłőć, ćżůĺśńĺňżţ ğă ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£ 2^{poly(}n^). Ćŕřőůěň, ŋăĺąőńěě ŕőŕşń£řŋă čĺŕőšěğă ő šőň, ůšő ćśě ćłń¿ůěŋĺ£, ĺğőąřăę-ěŋŋżě ŋă ďĺăčřăňňě | śšřőčĺě.

Ğăďăůă 4.2. Ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ś őřăłşńőň A | ¡šő ŇŠ ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ őřăłşńĳŋőľ ńěŋšőľ, łşďă őŋă (ňăÿĺŋă) ňőęěš ğăŕĺśżćăšĳ śńőćă, ă ğăšěň ğă őďĺŋ šăłš řăąőšż ŕřőćěř£šĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ğăŕĺśăŋŋőě ŋă őřăłşńĳŋőľ ńěŋšě śńőćő £ğżłş A. Ŕő ďćşň śńőęŋőśšŋżň łńăśśăň X ĺ Y ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łńăśś X^Y šăłĺţ £ğżłőć, łőšőřżě řăśŕőğŋă¿šś£ ňăÿĺŋăňĺ ĺğ łńăśśă X ś őřăłşńăňĺ ĺğ Y.

Ďőłăęĺšě, ůšő P^{˚k} = P^{˝k} ⊆ ˚k_{+1} ∩ ˝k_{+1}.

Ć łńăśśě PSPACE śşźěśšćş¿š ŕőńŋżě ğăďăůĺ (őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĺ). Ŕřőśšěľÿĺľ ćăřĺăŋš ŕőńşůăěšś£ ŕřĺňěŋěŋĺěň ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż.

Ğăďăůă TQBF. Ğăďă-ěšś£ ŕřěďĺłăšőň T QBF (x) ⇔ x ěśšĳ ĺśšĺŋŋă£ ąşńěćă ťőřňşńă ś łćăŋšőřăňĺ (True Quanti˛ed Boolean Formula), š. ě. ťőřňşńă ćĺďă

Q1 y1 : : : Qn ynF (y1; : : :; yn);

čďě yi ∈ B, F | ŋěłőšőřă£ ńőčĺůěśłă£ ťőřňşńă, ă

Qi | ńĺąő ∀, ńĺąő ∃. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, (∀ y1 A(y1)) =

= (A(0) ∧ A(1)), ă (∃ y_1 A(y_1)) = (A(0) ∨ A(1)).

Šěőřěňă 4.3. TQBF PSPACE-ŕőńŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśšřőĺň śćěď«ěŋĺě ń¿ąőčő £ğżłă L ∈ PSPACE ł ğăďăůě TQBF. Ďń£ ¡šőčő ŕřěćřăšĺň ŇŠ, ćżůĺśń£¿źş¿ řěğşńĳšăš ĺčřż (ŕřěďĺłăš W (·)), ć śţěňş, ă ţőďż ĺčřőłőć ğăłőďĺřşěň ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ. Šőčďă ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ş ąěńżţ ğăďă-ěšś£ şśńőćĺěň

∃ w^1 ∃ w^2_1 : : : ∃ w^{p(|x|)}_1 ∀ b^1 : : : ∀ b^{p(|x|)}_1 S(x; w^1; w^2_1; : : :); čďě S(·) őąőğŋăůăěš řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő śţěňě.

Ůšőąż ŕřěćřăšĺšĳ S ć ąşńěćş ťőřňşńş, ďőąăćĺň ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě y_i (ğŋăůěŋĺě, ćżůĺśńěŋŋőě ŕřĺ i-ň ŕřĺśćăĺćăŋĺĺ ć śţěňě) ĺ ğăňěŋĺň S(·) ŋă ťőřňşńş ćĺďă

∃ y_1; : : :; ∃ y_{řăğňěř śţěňż} (y_1 ⇔ R_1) ∧ · · · ∧ (y_s ⇔ R_s) ∧ y_s; čďě s | řăğňěř śţěňż, Ri | ŕřăćă£ ůăśšĳ i-čő ŕřĺśćăĺćăŋĺ£.

Ŕőśńě ¡šőľ ŕőďśšăŋőćłĺ ŕőńşůĺň łćăŋšĺťĺűĺřőćăŋŋş¿ ąşńěćş ťőřňşńş, łőšőřă£ ĺśšĺŋŋă ć šőůŋőśšĺ ďń£ x ∈ L. □

Ůăśšĳ II

Łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ ćő ććěďěŋĺĺ, őążůŋżě łőňŕĳ¿šěřż ŋě ĺśŕőńĳğş¿š ćśěţ ćőğňőęŋőśšěľ, ŕřěďőśšăćń£ěňżţ ŕřĺřőďőľ. Ć ŋĺţ ćżŕőńŋ£- ¿šś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋă łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšćăţ śőśšő£ŋĺľ (ďěľśšćĺ£ ś 0 ĺ 1), ă ć ŕřĺřőďě ěśšĳ ćőğňőęŋőśšĳ ďěńăšĳ şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, š. ě. ďěľśšćőćăšĳ ŋă ąěśłőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě.^{9)} İšă ćőğňőęŋőśšĳ őŕĺśżćăěšś£ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłőľ. Şśšřőľśšćă (řěăńĳŋżě ĺńĺ ćőőąřăęăěňżě), ĺśŕőńĳğş¿źĺě ¡šş ćőğňőęŋőśšĳ, ŋăğżćă¿šś£ łćăŋšőćżňĺ łőňŕĳ¿šěřăňĺ.

Ğăřăŋěě ŋě£śŋő, şćěńĺůĺćă¿šś£ ńĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ćőğňőęŋőśšĺ ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ŕřěőąřăğőćăŋĺľ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć ł şŋĺšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Śěľůăś ěśšĳ őśŋőćăŋĺ£ ŕőńăčăšĳ, ůšő šăłőě şćěńĺůěŋĺě ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕřőĺśţőďĺš. Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ğăďăůş ő řăğńőęěŋĺĺ ůĺśńă ŋă ňŋőęĺšěńĺ: ďń£ őążůŋżţ łőňŕĳ¿šěřőć ŋěĺğćěśšŋż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ăńčőřĺšňż ě-ě řěÿěŋĺ£, ă ďń£ łćăŋšőćżţ łőňŕĳ¿šěřőć šăłĺě ăńčőřĺšňż ěśšĳ.

Őążůŋżľ łőňŕĳ¿šěř řăąőšăěš ś śőśšő£ŋĺ£ňĺ ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ąĺšőć. Łăęďżľ ąĺš ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ ć őďŋőň ĺğ ďćşţ śőśšő£ŋĺľ 0 ĺńĺ 1. Śőśšő£ŋĺě ćśěľ śĺśšěňż ğăďă-ěšś£ şłăğăŋĺěň ğŋăůěŋĺľ ćśěţ ąĺšőć. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ Bn = {0; 1}n łőŋěůŋő ĺ ĺňěěš ňőźŋőśšĳ 2n.

Łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř řăąőšăěš ś łőŋěůŋżňĺ ŋăąőřăňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőśšő£ŋĺľ, ŋăğżćăěňżţ q-ąĺšăňĺ. Łăęďżľ q-ąĺš ĺňěěš ďćă ćżďěńěŋŋżţ śőśšő£ŋĺ£ (ěśńĺ śůĺšăšĳ q-ąĺšż śŕĺŋăňĺ, šő ¡šő śőśšő£ŋĺ£ Àśŕĺŋ ććěřţÁ ĺ Àśŕĺŋ ćŋĺğÁ). Şłăğăŋĺě ćżďěńěŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ ďń£ łăęďőčő q-ąĺšă śĺśšěňż ğăďă-ěš ŋě ćśě ćőğňőęŋżě śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż, ă šőńĳłő ąăğĺśŋżě. Ćőğňőęŋż šăłęě ń¿ążě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ąăğĺśŋżţ śőśšő£ŋĺľ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ąăğĺśŋżě śőśšő£ŋĺ£

9)Łőŋěůŋő, ŋăśšő£źěľ ąěśłőŋěůŋőśšĺ ć ŕřĺřőďě ŋě ążćăěš. Ć ďăŋŋőň śńşůăě ďěńő ć šőň, ůšő şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő ğăďăšĳ ńĺÿĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿ | ŕőďřőąŋőśšĺ śň. ć řăğďěńě 7.

ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ |x_1; : : :; xn⟩, čďě xj ∈ B, ĺńĺ |x⟩, čďě x ∈ B n. Ŕřőĺğćőńĳŋőě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě^{10)} | ⟩ = ∑ (x1;:::;xn)∈B^n

c_{x1;:::;xn} |x_1; : : :; x_n⟩; čďě ∑ (x1;:::;xn)∈B^n

|c_{x1;:::;xn} |^2 = 1:

Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ ďń£ šăłőľ śĺśšěňż | łőŋěůŋőňěřŋőě (řăğňěřŋőśšĺ 2n) ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń.

Śőśšő£ŋĺě

őążůŋőčő łőňŕĳ¿šěřă łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă

� � · · · � ąĺšż x1 x2 . . . xn xj ∈ B � � · · · � q-ąĺšż ąăğĺśŋőě: | x1, x2, . . . , xn ⟩, xj ∈ B ŕřőĺğćőńĳŋőě: ∑ x∈B^n cx|x⟩, čďě ∑ x∈B^n |cx|^2 = 1

Ŋěąőńĳÿőě şšőůŋěŋĺě: ěśńĺ şňŋőęĺšĳ ćěłšőř ∑ x c_x|x⟩ ŋă ťăğőćżľ ňŋőęĺšěńĳ ei’ (’ | ćěźěśšćěŋŋőě), šő ŕőńşůĺšś£ ťĺğĺůěśłĺ ŋěőšńĺůĺňőě śőśšő£ŋĺě. Šăłĺň őąřăğőň, śőśšő£ŋĺě łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă | ¡šő ćěłšőř ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, ğăďăŋŋżľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£.

Ćżůĺśńěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćě śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż. Őŕĺÿěň, łăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćőğňőęŋż ć łńăśśĺůěśłőň, ă łăłĺě | ć łćăŋšőćőň śńşůăě.

Łńăśśĺůěśłĺľ śńşůăľ: Łćăŋšőćżľ śńşůăľ: ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ¡šő ťşŋłűĺĺ ĺğ B^n ć B^n .

ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ¡šő şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż, šő ěśšĳ őŕěřăšőřż, śőţřăŋ£¿źĺě ďńĺŋş ćěłšő- řă ∑ x∈B^n |cx|^2. Ğăňěůăŋĺě. Ćś-ě śłăğăŋŋőě őšŋőśĺšś£ šőńĳłő ł ğăňłŋşšżň śĺśšěňăň. Řěăńĳŋżľ łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř | ¡šő ůăśšĳ ąőńĳÿőľ śĺśšěňż (Ćśěńěŋŋőľ), ćğăĺňőďěľśšćş¿źă£ ś őśšăńĳŋżň ňĺřőň. Łćăŋšőćżě śőśšő£ŋĺ£ ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őšłřżšżţ śĺśšěň ąşďşš řăśśňőšřěŋż ć řăğďěńăţ 9{10.

Šěŕěřĳ ŋşęŋő ďăšĳ ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Łăł ĺ ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łćăŋšőćżě ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ĺńĺ łćăŋšőćżě śţěňż. Ňż ćżąĺřăěň ćšőřőľ ŕőďţőď, łőšőřżľ şďőąŋěě ŕő ř£ďş ŕřĺůĺŋ.

10)Śłőąłĺ | . . . ⟩ ć ğăŕĺśĺ |ψ⟩ ŋě őąőğŋăůă¿š ŋĺłăłőľ őŕěřăűĺĺ ŋăď őąžěłšőň ψ | őŋĺ ŕřőśšő şłăğżćă¿š ŋă šő, ůšő ψ £ćń£ěšś£ ćěłšőřőň.

5. Őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£ Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż ĺğ n q-ąĺšőć C^{2n} ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ C^2 ⊗ : : : ⊗ C^2 = ( C^2

)_⊗n . Śőňŋőęĺšěńĺ śőőšćěšśšćş¿š ŕřőśšřăŋśšćş śőśšő£ŋĺľ őďŋőčő q-ąĺšă.

Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ŕřőśšřăŋśšć L ĺ M, ć łőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋż ąăğĺśż {e_1; : : :; el} ĺ {f_1; : : :; fm}, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ś ąăğĺśőň ĺğ ¡ńěňěŋšőć ej ⊗ fk. (Ć ďăŋŋőň śńşůăě ej ⊗ fk | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő (ej; fk), š. ě. ŕřőśšő ŕăřă ćěłšőřőć.) Řăğňěřŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋă lm (ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ řăğňěřŋőśšěľ śőňŋőęĺšěńěľ).

Šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ŋěĺŋćăřĺăŋšŋő, š. ě. ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć ć ŕěřěňŋőęăěňżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ňőęŋő ďăšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ćŋăůăńě ŕřőśšřăŋśšćő (ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě) ś ąăğĺśőň e ⊗ f, čďě e ∈ L, f ∈ M | ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż ĺğ ŕěřěňŋőęăěňżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ąşďěš ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćőň ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŕőřőęďěŋŋőňş ćěłšőřăňĺ ćĺďă (e_1 + e_2) ⊗ f − e_1 ⊗ f − e_2 ⊗ f; e ⊗ (f_1 + f_2) − e ⊗ f_1 − e ⊗ f_2; (–e) ⊗ f − e ⊗ (–f); –(e ⊗ f) − (–e) ⊗ f:

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, şłăğăŋŋżě ćěłšőřż śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ 0.

Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďăŋŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ć ŋăÿěň śńşůăě ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋżľ ćżďěńěŋŋżľ ąăğĺś (śőőšćěšśšćş¿źĺľ ćżďěńěŋŋżň śőśšő£ŋĺ£ň): ďń£ C^2 | {|0⟩; |1⟩}, ă ďń£ ( C^2

)_⊗n | {|x_1; : : :; x_n⟩}; x_j ∈ B. Ŕřőśšřăŋśšćő C^2 ś ćżďěńěŋŋżň ąăğĺśőň őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ B. Ćżďěńěŋŋżľ ąăğĺś śůĺšăěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň, ¡šő ğăďă-ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ. Łő¡ťťĺűĺěŋšż cx_1;:::;x_n řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřă | ⟩ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ŋăğżćă¿šś£ ăňŕńĺšşďăňĺ. Ĺţ ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń śőśšőĺš ć šőň, ůšő łćăďřăš ňőďşń£ ăňŕńĺšşďż |cx_1;:::;x_n |^2 ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ćěřő£šŋőśšĳ őąŋăřşęĺšĳ śĺśšěňş ć ďăŋŋőň ąăğĺśŋőň śőśšő£ŋĺĺ. Łăł ĺ ďőńęŋő ążšĳ, śşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ ćśěţ śőśšő£ŋĺľ řăćŋă 1, ŕőśłőńĳłş ďńĺŋă ćěłšőřă ŕřěďŕőńăčăěšś£ ěďĺŋĺůŋőľ. (Ćěřő£šŋőśšĺ ąşďşš ŕőďřőąŋő őąśşęďăšĳś£ ŕőğęě; ďő ŋěłőšőřżţ ŕőř ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřőľ | ĺğşůăšĳ şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě B^⊗n).

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ (ĺ şęě ĺśŕőńĳğőćăńĺ) ŕřĺŋ£šżě ć ťĺğĺłě őąőğŋăůěŋĺ£, őšŋőś£źĺěś£ ł ćěłšőřăň ĺ śłăń£řŋőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě (ĺţ ćć-ěń Ďĺřăł). Ćěłšőřż őąőğŋăůă¿šś£

|⟩, śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě | ⟨|”⟩. Ěśńĺ |⟩ = ∑ x a_x|x⟩ ĺ |”⟩ = = ∑ x b_x|x⟩, šő ⟨|”⟩ = ∑ x a^∗_xb_x. (Ğďěśĳ ĺ ďăńěě a^∗ őąőğŋăůăěš łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě.) Ć ğăŕĺśĺ ćěłšőřőć śłőąłĺ ŋşęŋż ńĺÿĳ Àďń£ łřăśőšżÁ | őŋĺ şłăğżćă¿š ŋă šĺŕ őąžěłšă ĺ ŕřĺďă¿š śĺňňěšřĺ¿ őąőğŋăůěŋĺ£ň (śň. ŋĺęě). Ćňěśšő |⟩ ňőęŋő ążńő ąż ŋăŕĺśăšĳ ŕřőśšő , ţőš£ ¡šő ĺ ŋě ŕřĺŋ£šő. Ŕő¡šőňş |_1 +_2⟩ = |_1⟩ + |_2⟩ | ĺ šő, ĺ ďřşčőě őąőğŋăůăěš ćěłšőř _1 + _2.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ăŋšĺńĺŋěľŋő ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş^{11)} ĺ ńĺŋěľŋő ŕő ćšőřőňş, š. ě.

⟨_1 + _2|”⟩ = ⟨_1|”⟩ + ⟨_2|”⟩; ⟨|”_1 + ”_2⟩ = ⟨|”_1⟩ + ⟨|”_2⟩; ⟨c|”⟩ = c^∗⟨|”⟩; ⟨|c”⟩ = c⟨|”⟩: Ěśńĺ ć őąőğŋăůěŋĺĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćğ£šĳ ńěćş¿ ŕőńőćĺŋş, šő ŕőńşůĺň ąřă-ćěłšőř ⟨|, š. ě. ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă łěš-ćěłšőřăţ (ćěłšőřăţ ŋăÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă). Ąřă- ĺ łěš-ćěłšőřż ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ. (Šěň ŋě ňěŋěě, ŋşęŋő ĺţ łăł-šő řăğńĺůăšĳ | ĺňěŋŋő ďń£ ¡šőčő ĺ ążńĺ ććěďěŋż şčńőćżě śłőąłĺ.) Ĺğ-ğă ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ĺňěěň řăćěŋśšćő ⟨c| = c^∗⟨|. Ąřă-ćěłšőř ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě śšřőłĺ, ă łěšćěłšőř | ć ćĺďě śšőńąűă (ůšőąż ěčő ňőęŋő ążńő şňŋőęĺšĳ śńěćă ŋă ňăšřĺűş):

⟨| = c^∗_0⟨0| + c^∗_1⟨1| = (c^∗_0; c^∗_1); |⟩ = c_0|0⟩ + c_1|1⟩ = ( c_0 c_1 ) : Ğăŕĺśĳ ⟨|A|”⟩ (A | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř) ňőęŋő šőńłőćăšĳ ďćő£- łő: ńĺąő łăł śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ⟨| ŋă ćěłšőř A|”⟩, ńĺąő łăł | ⟨|A ŋă |”⟩. Šăł ŕő£ćń£ěšś£ śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř A^†: ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ⟨A^†| (ąřă-ćěłšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ A^†|⟩) řăćěŋ ńĺŋěľŋőňş ťşŋłűĺőŋăńş ⟨|A. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śřăğş śńěďşěš, ůšő ⟨A^†|”⟩ = ⟨|A|”⟩: Şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř | ¡šő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, śőţřăŋ£¿źĺľ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Şśńőćĺě ⟨”|⟩ = ⟨U”|U |⟩ = ⟨”|U^†U |⟩ ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő U^†U = I (čďě I | šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř).

Ŋăÿě őŕřěďěńěŋĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć B^⊗n śőčńăśőćăŋő ś šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň: ( ⟨_1| ⊗ ⟨_2| )( |”_1⟩ ⊗ |”_2⟩ ) = ⟨_1|”_1⟩ ⟨_2|”_2⟩ :

11)Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ňăšěňăšĺłĺ őążůŋő śůĺšă¿š, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć şŋĺšăřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ăŋšĺńĺŋěľŋő ŕő ćšőřőňş ăřčşňěŋšş.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć. Őŋő ďěľśšćşěš ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżţ ďěľśšćş¿š śőňŋőęĺšěńĺ, ŕő ŕřăćĺńş (A ⊗ B)|⟩ ⊗ |”⟩ = A|⟩ ⊗ B|”⟩: Ěśńĺ őŕěřăšőřż ğăďăŋż ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě, š. ě. A = ∑ j;k a_{jk}|j⟩⟨k|; B = ∑ j;k b_{jk}|j⟩⟨k|

(ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő |j⟩⟨k| | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř: |j⟩⟨k| |⟩ = ⟨k|⟩|j⟩), šő ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż őŕěřăšőřă C = A⊗B ĺňě¿š ćĺď c_(jk_{)(}lm_) = ajlbkm.

Ćżůĺśńěŋĺě śőśšőĺš ĺğ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śůĺšăěňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ (ćżŕőńŋ£ěňżţ ğă ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ).

İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě: šăłă£ ťşŋłűĺ£ ĺğ B^n ć B^n , łőšőřă£ ğăćĺśĺš őš ŋěąőńĳÿőčő (ŋě ğăćĺś£źěčő őš n) ůĺśńă ąĺšőć ĺ ĺğňěŋ£ěš šăłęě ŋěąőńĳÿőě ůĺśńő ąĺšőć.

İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć łćăŋšőćőň śńşůăě: šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő şŋĺšăřŋőčő őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă ůăśšĺ śőňŋőęĺšěńěľ B^{⊗r} , čďě r ňăńő (r = O(1)), ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă őśšăńĳŋżţ śőňŋőęĺšěń£ţ.

Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřőčő őŕěřăšőřă U, ďěľśšćş¿źěčő ŋă ňŋőęěśšćě q-ąĺšőć A, ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ, ąşďěň őąőğŋăůăšĳ U[A]. (Ć ůăśšŋőśšĺ, U[1; : : :; r] = = U ⊗ I őąőğŋăůăěš ďěľśšćĺě ŋă ŕěřćżţ r q-ąĺšăţ.)

Ŕřĺňěř 5.1. Ŕřĺćěď-ěň ňăšřĺűş őŕěřăšőřă H[2], ďěľśšćş¿źěčő ć

ŕřőśšřăŋśšćě B^{⊗3}. Őŕěřăšőř H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ďěľśšćşěš ŋă ćšőřőľ q-

ąĺš, ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ ďěľśšćĺě šőęďěśšćěŋŋőě. Ąăğĺśŋżě ćěłšőřż řăśŕőńőęěŋż ć ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőň ŕőř£ďłě: őš |000⟩ ďő |111⟩.

H[2] = 1√ 2

1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 −1

:

Ś ¡šőčő ňěśšă ŋăůĺŋăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ śńőęŋőśšĳ. Ŕşśšĳ r = 2, šőčďă U | ŋěłőšőřă£ ňăšřĺűă 4 × 4, U ⊗ I | ňăšřĺűă řăğňěřŋőśšĺ 2n × 2n, ş łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ąńőłĺ ĺğ ňăšřĺű U. İšă ňăšřĺűă ŕřěďśšăćń£ěš őďĺŋ ¡ńěňěŋšăřŋżľ ÿăč. Łőčďă ŕřĺňěŋ£ěšś£ ŋěśłőńĳłő šăłĺţ őŕěřăšőřőć ł řăğŋżň ŕăřăň q-ąĺšőć, řěğşńĳšăš ąşďěš ćżčń£ďěšĳ čőřăğďő śńőęŋěě. Ŋě ćĺďŋő śŕőśőąă őŕřěďěńĺšĳ ¡šőš řěğşńĳšăš, łřőňě ŕř£ňőčő ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű. Ŕőśłőńĳłş řăğňěřż ňăšřĺű ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ćěńĺłĺ, ŕőšřěąşěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£ ďń£ ĺţ ŕěřěňŋőęěŋĺ£.

Ğăňěšĺň őďŋăłő, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ćőğňőęŋő ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĺ. Ŕşśšĳ ŋşęŋő ŋăľšĺ ňăšřĺůŋżľ ¡ńěňěŋš Uxy őŕěřăšőřă

U = U^{(l)}[j_l; k_l] U^{(l−1)}[j_{l−1}; k_{l−1}] · : : : · U^{(2)}[j_2; k_2] U^{(1)}[j_1; k_1]: Őůěćĺďŋő, ůšő ( U^{(l)} · : : : · U^{(1)} ) xlx0 = ∑ xl−1;:::;x1

U^{(l)}_{xlxl−1} · : : : · U^{(1)}_{x1x0} : (5.1)

(Ğďěśĳ x_0; : : :; xl | śšřőłĺ ďńĺŋőľ n ąĺšőć.) Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ¡šőľ śşňňż ďőśšăšőůŋő (l − 1)-čő řěčĺśšřă ďń£ ţřăŋěŋĺ£ šěłşźĺţ ğŋăůěŋĺľ x_{l−1}; : : :; x_1, ěź-ě őďŋőčő řěčĺśšřă ďń£ ţřăŋěŋĺ£ ůăśšĺůŋőľ śşňňż ĺ ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőńĺůěśšćă řěčĺśšřőć ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőňěęşšőůŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 5.1. Łćăŋšőćă£ śţěňă. Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć (ąăğĺś). Šőčďă łćăŋšőćă£ śţěňă ć ąăğĺśě A | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ U_1[A_1]; : : :; Ul[Al], čďě Aj | ňŋőęěśšćă q-ąĺšőć, Uj ∈ A.

Őŕěřăšőř, řěăńĺğşěňżľ łćăŋšőćőľ śţěňőľ. İšő őŕěřăšőř U : B^{⊗n} → B^{⊗n}, řăćŋżľ U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1].

İšő őŕřěďěńěŋĺě ŋě őůěŋĳ ţőřőÿő, šăł łăł ŋě şůĺšżćăěš ćőğňőęŋőśšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ŕăň£šĺ ć ŕřőűěśśě ćżůĺśńěŋĺ£. Ŕő¡šőňş ďăďĺň ěź-ě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕěřăšőř U : B^{⊗n} → B^{⊗n}, řěăńĺğşěňżľ śţěňőľ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě. İšő šăłőľ őŕěřăšőř, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě W = U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1];

ďěľśšćş¿źěě ŋă N q-ąĺšőć, N ⩾ n, ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă |⟩ ∈ B^⊗n şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ W (|⟩ ⊗ |0N^−n⟩) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż Àąěř-ěň ŋăŕřőłăšÁ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕăň£šĳ, ğăŕőńŋěŋŋş¿ ŋşń£ňĺ, ĺ ďőńęŋż ćőğćřăšĺšĳ ěě ć ŕřěęŋěň śőśšő£ŋĺĺ. Łăłőľ śňżśń ĺňěěš šăłőě őŕřěďěńěŋĺě? Ğăůěň ŋşęŋő šřěąőćăšĳ, ůšőąż ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě q-ąĺšż ćěřŋşńĺśĳ ć śőśšő£ŋĺě |0N^−n⟩? Ŋă śăňőň ďěńě ¡šő şśńőćĺě ůĺśšő šěţŋĺůěśłőě, őďŋăłő ćăęŋő, ůšőąż ćěłšőř śőśšő- £ŋĺ£ ć łőŋűě ćżůĺśńěŋĺ£ ążń řăğńőęĺň, š. ě. ĺňěń ćĺď |^′⟩ ⊗ |”^′⟩ (ś ŕřőĺğćőńĳŋżň |”^′⟩). Ěśńĺ ¡šő šăł, šő ŕěřćă£ ŕőďśĺśšěňă ŋăţőďĺšś£ ć őŕřěďěń-ěŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ |^′⟩, ŕő¡šőňş ŕřő ćšőřş¿ ŕőďśĺśšěňş (ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕăň£šĳ) ňőęŋő ğăążšĳ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě, śőćňěśšŋőě śőśšő£ŋĺě ďćşţ ŕőďśĺśšěň őłăğżćăěšś£ ÀğăŕşšăŋŋżňÁ (entangled), ŕő¡šőňş ŕěřćş¿ ŕőďśĺśšěňş ŋěńĳğ£ őšďěńĺšĳ őš ćšőřőľ.

6. Śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş łńăśśĺůěśłĺň ĺ łćăŋšőćżň ćżůĺśńěŋĺěň Łńăśśĺůěśłĺľ őąžěłš, śőőšćěšśšćş¿źĺľ şŋĺšăřŋőňş őŕěřăšőřş, | ŕěřěśšăŋőćłă. Ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě G: B k → B k ěśšěśšćěŋŋő śőŕőśšăćń£ěšś£ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ^G ć ŕřőśšřăŋśšćě B^⊗k, ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ŕřăćĺńş ^G|x⟩^{def}= |Gx⟩.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ 5.1, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őąřăšĺňżě łńăśśĺůěśłĺě śţěňż, řěăńĺğş¿źĺě ŕěřěśšăŋőćłĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 6.1. Őąřăšĺňă£ łńăśśĺůěśłă£ śţěňă. Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő ŕěřěśšăŋőćőł ćĺďă G: B k → B k (ąăğĺś). Őąřăšĺňă£ łńăśśĺůěśłă£ śţěňă ć ąăğĺśě A | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćőł U_1[A_1]; : : :; Ul[Al], čďě Aj | ňŋőęěśšćă ąĺšőć, Uj ∈ A.

Ŕěřěśšăŋőćłă, řěăńĺğşěňă£ őąřăšĺňőľ śţěňőľ. İšő ŕřőĺğ-

ćěďěŋĺě ŕěřěśšăŋőćőł Ul[Al] · : : : · U_1[A_1].

Ŕěřěśšăŋőćłă U , řěăńĺğşěňă£ śţěňőľ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě. İšő šăłă£ ŕěřěśšăŋőćłă, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕěřěśšăŋőćőł W = U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1] (ďěľśšćş¿źěě ŋă N ąĺšőć, N ⩾ n) ďń£ ń¿ąőčő x ∈ Bn şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ W (x; 0N^−n) = ( Ux; 0^{N−n} ) . Ć łăłĺţ śńşůă£ţ ťşŋłűĺ¿, ğăďăŋŋş¿ ąşńěćőľ śţěňőľ, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ őąřăšĺňőľ śţěňőľ? Őąřăšĺňżě śţěňż řěăńĺğş¿š šőńĳłő ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŕřěőďőńěšĳ ¡šş šřşďŋőśšĳ ňőęŋő šăł. Ćňěśšő ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ F : B n → B m ąşďěň ćżůĺśń£šĳ ťşŋłűĺ¿ F_⊕ : Bn^+m → B n^+m , ğăďăŋŋş¿ śőőšŋőÿěŋĺěň F_⊕(x; y) = (x; y ⊕ F (x)) (ğďěśĳ ⊕ őğŋăůăěš ŕőąĺšőćőě śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2). Šőčďă ğŋăůěŋĺě F (x) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šăł: F_⊕(x; 0) = (x; F (x)).

Ůšőąż ňőęŋő ążńő ćżůĺśń£šĳ ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ąşńěćżňĺ śţěňăňĺ ć ŕőńŋőň ąăğĺśě, ŋěďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ąăğĺś ďń£ őąřăšĺňżţ śţěň ĺğ ŕěřěśšăŋőćőł ŋă ďćşţ ąĺšăţ. Őłăğżćăěšś£, ůšő ń¿ąă£ ŕěřěśšăŋőćłă ŋă ďćşţ ąĺšăţ g : B^2 → B^2 £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ (ŕřĺ ěśšěśšćěŋŋőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ ňŋőęěśšćă B ĺ ŕőń£ ĺğ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć F_2): g(x; y) = (ax ⊕ by ⊕ c; dx ⊕ ey ⊕ f), čďě a, b, c, d, e, f ∈ F_2. Ŕő¡šőňş ćśě ťşŋłűĺĺ, ćżůĺśń£ěňżě őąřăšĺňżňĺ śţěňăňĺ ć ąăğĺśě ĺğ ŕěřěśšăŋőćőł ŋă ďćşţ ąĺšăţ, £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ.

Ă ćőš ŕěřěśšăŋőćőł ŋă šř-ěţ ąĺšăţ şęě ďőśšăšőůŋő, ůšőąż řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿. Ŕřĺ ¡šőň ŋě őą£ğăšěńĳŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ćśě ŕěřěśšăŋőćłĺ, ďőśšăšőůŋő ćłń¿ůĺšĳ ć ąăğĺś ńĺÿĳ ďćě ťşŋłűĺĺ | őšřĺűăŋĺě ¬ ĺ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ ∧_⊕ : (x; y; z) → (x; y; z ⊕ xy). Ŕřĺ ¡šőň ĺňěěšś£ ć ćĺďş řěăńĺğşěňőśšĳ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě, š. ě. ňőęŋő ąřăšĳ ŋăŕřőłăš ąĺšż ć śőśšő£ŋĺĺ 0 ĺ ćőğćřăźăšĳ ĺţ ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺľ ć šőň ęě śőśšő£ŋĺĺ.

Ğăďăůă 6.1. Ďőłăęĺšě ďń£ őąřăšĺňżţ śţěň ŕőńŋőšş ąăğĺśă, śőśšő£- źěčő ĺğ őšřĺűăŋĺ£ ĺ ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ.

Ńěňňă 6.1. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ F : B n → Bm řěăńĺğşěšś£ ąşńěćőľ śţěňőľ řăğňěřă L ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě A. Šőčďă ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ťşŋłűĺ¿ (x; 0) → (F (x); G(x)) őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L) ć ąăğĺśě A_⊕, śőśšő£źěň ĺğ ťşŋłűĺľ f_⊕ (f ∈ A), ă šăłęě ťşŋłűĺĺ

he: (x; y) → (x; x ⊕ y)._{Ğăňěůăŋĺě 6.1. Ŕőňĺňő ÀŕőńěğŋőčőÁ őšćěšă F (x) śţěňă, şłăğăŋŋă£}

ć ťőřňşńĺřőćłě ńěňňż, ŕřőĺğćőďĺš ÀňşśőřÁ G(x).

Ğăňěůăŋĺě 6.2. Śőďěřęăšěńĳŋżľ śňżśń őŕěřăűĺĺ he | őąřăšĺňőě łőŕĺřőćăŋĺě ąĺšă (ěśńĺ ŋăůăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě y řăćŋő 0). Ć ńĺšěřăšşřě ¡šă őŕěřăűĺ£ őążůŋő ŋăğżćăěšś£ Controlled NOT ŕő ŕřĺůĺŋăň, łőšőřżě śšăŋşš £śŋżňĺ ĺğ ďăńĳŋěľÿěčő.

Ğăňěůăŋĺě 6.3. Ŕřĺňěŋ££ ťşŋłűĺ¿ (↔): (a; b) → (b; a) ňőęŋő ňěŋ£šĳ ąĺšż ňěśšăňĺ ć ğăŕĺśĺ. Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ďń£ ŕěřěśšăŋőćőł ąĺšőć ďőśšăšőůŋő šăłęě ĺňěšĳ ć ąăğĺśě he, šăł łăł (↔)[j; k] = he[j; k] he[k; j] he[j; k]:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳň-ěň śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ F . Ŕşśšĳ ćţőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě | ¡šő x_1; : : :; xn. Ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě śţěňż ĺ ąĺšż řěğşńĳšăšă | ¡šő xn_{+1}; : : :; xn_+L; ć őąřăšĺňőľ śţěňě śőŕőśšăćĺň ĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ąĺšż, ĺňě¿źĺě ć ŋăůăńĳŋőň śőśšő£ŋĺĺ ğŋăůěŋĺě 0.

Łăęďőě ŕřĺśćăĺćăŋĺě ć śţěňě ĺňěěš ćĺď xn_+k := fk(xj_k ; : : :; xl_k ), f_k ∈ A, j_k; : : :; l_k < n + k. Ć őąřăšĺňőľ śţěňě ăŋăńőčőň ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ ąşďěš ďěľśšćĺě ŕěřěśšăŋőćłĺ (xj_k ; : : :; xl_k ; xn_+k) := (fk)_⊕(xj_k ; : : :; xl_k , x_{n+k}), š. ě. x_{n+k} := x_{n+k} ⊕ f_k(x_{jk} ; : : :; x_{lk} ).

Ŕőśłőńĳłş ŋăůăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ążńĺ řăćŋż 0, ĺţ łőŋěůŋżě ğŋăůěŋĺ£ ąşďşš šăłĺňĺ ęě, łăł ĺ ć ąşńěćőľ śţěňě.

Őśšăńőśĳ ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ąĺšż, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ şłăğăŋŋżľ ć şśńőćĺĺ ťőřňăš őšćěšă.

Ćěśĳ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ şďőąŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śńěďş¿źěľ śţěňőľ (ŋăď ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăňĺ ŕőďŕĺśăŋő łőńĺůěśšćő ąĺšőć, ćŋşšřĺ | ĺţ śőďěřęĺňőě):

n L − m m x 0 0 ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ ŕő śţěňě x xn+1 : : : xL−m F (x) ŕěřěśšăŋőćłĺ ąĺšőć F (x) G(x) □

Ńěňňă 6.2 (őůĺśšłă ňşśőřă). Ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż 1 ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ćżůĺśńěŋĺě ťşŋłűĺĺ F_⊕ őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L + n + m) (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ąĺšőć).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ őůĺśšłĺ ňşśőřă ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋă őąřăšĺňőśšĳ. Ĺğőąřăğĺň ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ F_⊕ śţěňőľ, ăŋăńőčĺůŋőľ šőľ, ůšő ŕřĺćěďěŋă ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 6.1.

n L m x 0 y ćżůĺśńěŋĺě ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 6.1 m L + n − m m F (x) G(x) y śńőęěŋĺě F (x) ĺ y ŕő ňőďşń¿ 2 F (x) G(x) F (x) ⊕ y őąřăźěŋĺě ćżůĺśńěŋĺľ,

śďěńăŋŋżţ ŋă ŕěřćőň ÿăčě x 0 F (x) ⊕ y □

Ğăňěůăŋĺě 6.4. Őąřăšĺňżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ğăĺŋšěřěśőćăńĺśĳ ŕřĺ ŕőŕżšłě őšćěšĺšĳ ŋă ćőŕřőś, łăłă£ ¡ŋěřčĺ£ ŋěőąţőďĺňă ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ (łńăśśĺůěśłĺţ). Ăŋăńĺğ ŕőłăğăń, ůšő ŕőšěřĺ ¡ŋěřčĺĺ ňőęŋő şśšřěňĺšĳ ł ŋşń¿ ďń£ ćśěţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ őŕěřăűĺľ, łřőňě ŋěőąřăšĺňżţ. Łőčďă ŕřőĺğćőďĺšś£ ŋěőąřăšĺňă£ őŕěřăűĺ£ (ŋăŕřĺňěř, śšĺřăŋĺě ąĺšă), ďćă řăğńĺůŋżţ ńőčĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺ£ (0 ĺ 1) śšăŋőć£šś£ őďĺŋăłőćżňĺ (0). Őďŋăłő ťĺğĺůěśłĺě ğăłőŋż ŋă ňĺłřőşřőćŋě £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżňĺ, ŕő- ¡šőňş őšńĺůĺě ňěęďş śšăřżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ (0 ĺ 1) ďőńęŋő śőţřăŋĺšĳś£ ć łăłĺţ-šő ŋěłőŋšřőńĺřşěňżţ ťĺğĺůěśłĺţ śšěŕěŋ£ţ śćőąőďż. İšő ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ćőğřăśšăŋĺě ąěśŕőř£ďłă (¡ŋšřőŕĺĺ), łőšőřőě ć łőŋěůŋőň śůěšě ŕřő£ćĺšś£ ć őłřşęă¿źěľ śřěďě ć ćĺďě šěŕńă. Ćěńĺůĺŋă ¡ŋěřčĺĺ, šřěąşěňőľ ďń£ śšĺřăŋĺ£ őďŋőčő ąĺšă, őůěŋĳ ňăńă (≈ kT ), ŋő łőŋěůŋă. Ŕőšěř£ ¡ŋěřčĺĺ ĺğ-ğă ŋěőąřăšĺňőčő śšĺřăŋĺ£ ĺŋťőřňăűĺĺ ŕřĺ ťőřňăšĺřőćăŋĺĺ ę-ěśšłőčő ďĺśłă -ěňłőśšĳ¿ 1 Čą řăćŋă 3·10^{−11} Ďę, ůšő ŕřĺňěřŋő śőőšćěšśšćşěš ğăšřăšăň ¡ŋěřčĺĺ ŋă śďćĺč čőńőćłĺ ďĺśłă ŋă ŕőńőćĺŋş ďĺăňěšřă ăšőňă ćőďőřőďă. İšő ŋă ňŋőčő ŕőř£ďłőć ňěŋĳÿě řěăńĳŋőčő ŕěřěňěźěŋĺ£ čőńőćłĺ ŕřĺ ťőřňăšĺřőćăŋĺĺ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ -ěňłőśšĳ ďĺśłőć ąşďěš řăśšĺ śšőńĳ ęě ążśšřő, łăł ć ŋăśšő£źěě ćřěň£, šő ł łőŋűş XXIII ćěłă ďń£ ťőřňăšĺřőćăŋĺ£ ę-ěśšłőčő ďĺśłă ŕőšřěąşěšś£ ¡ŋěřčĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ čőďőćőňş ĺğńşůěŋĺ¿ Śőńŋűă.

Ńěňňă őą őůĺśšłě ňşśőřă ŕőłăğżćăěš, ůšő ňőęŋő ĺğąěęăšĳ šăłĺţ ŕőšěřĳ ¡ŋěřčĺĺ, ść£ğăŋŋżţ ś ŋěőąřăšĺňőśšĳ¿ ćżůĺśńěŋĺľ.

Ňőęŋő šăłęě ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ćżůĺśńěŋĺě, šřěąş¿źěě ŕăň£- šĺ L, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ őąřăšĺňżň őąřăğőň ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕăň£- šĺ, ŋě ŕřěćżÿă¿źěľ LO^{(1)}. Ŕřĺćěď-ěň ŋăąřőśőł ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ŕőśłőńĳłş ğăďăůă TQBF PSPACE-ŕőńŋă, šő ďőśšăšőůŋő ćżůĺśń£šĳ ŋă ŋěąőńĳÿőľ ŕăň£šĺ ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż ∃ x_1 ∀ y_1 : : : ∃ x_M ∀ y_M f(x_1; y_1; : : :; x_M; y_M; z) (6.1) ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő f(·) ćżůĺśńĺňă ąşńěćőľ śţěňőľ ŋěąőńĳÿőčő řăğňěřă L. Ŕőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż 6.1 ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋă ŕăň£šĺ O(L+M). Ćżůĺśńěŋĺě ąşďěš őřčăŋĺğőćăŋő řěłşřśĺćŋő, ŋăůĺŋă£ ś ćŋşšřěŋŋĺţ łćăŋšőřőć.

Ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ∀ x F (x; z), ćżůĺśńĺň F (0; z), ğăŋěś-ěň řěğşńĳšăš ć őďŋş ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ £ůěľłş, ğăšěň ćżůĺśńĺň F (1; z) ĺ ğăŋěś-ěň řěğşńĳšăš ć ďřşčş¿ £ůěľłş. Ŕőśńě ćżůĺśńĺň ∀ x F (x; z) = F (0; z) ∧ F (1; z) ĺ řěğşńĳšăš ğăŋěś-ěň ć šřěšĳ¿ £ůěľłş. Ůšőąż şąřăšĳ ňşśőř, ŕřőłřşšĺň ćśě ćżůĺśńěŋĺ£, łřőňě ŕőśńěďŋěčő ÿăčă, ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Řăğőąřăćÿĺśĳ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ś ťőřňşńőľ ∃ x F (x; z), ŕřĺţőďĺň ł šăłőňş ćżćőďş: ďőąăćńěŋĺě łćăŋšőřă ŕő ąşńěćőľ ŕěřěňěŋŋőľ şćěńĺůĺćăěš šřěąşěňş¿ ŕăň£šĳ ŋě ąőńěě ůěň ŋă łőŋśšăŋšş ąĺšőć.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě śťőřňşńĺřşěň šěőřěňş ő ćżůĺśńěŋĺĺ őąřăšĺňżţ ťşŋłűĺľ, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕř£ňżň őąőąźěŋĺěň ńěňňż 6.2.

Šěőřěňă 6.1. Ŕşśšĳ F ĺ F^{−1} ćżůĺśńĺňż ąşńěćżňĺ śţěňăňĺ řăğňěřőć ⩽ L. Šőčďă F řěăńĺğşěšś£ őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L + n).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďă-ěšś£ śńěďş¿źěľ śţěňőľ ćżůĺśńěŋĺľ (ďń£ ŕřőśšőšż ŋě şłăğăŋż ąĺšż, łőšőřżě Àąěřşšś£ ŋăŕřőłăšÁ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ĺğ ńěňňż 6.2).

n n x 0 ćżůĺśńěŋĺě F_⊕ ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 6.2 x F (x) ŕěřěśšăŋőćłĺ ąĺšőć F (x) x ŕřĺňěŋěŋĺě (F_{−1})_⊕ (ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěň-

ňż 6.2) ďă-ěš ć ŕřăćőň řěčĺśšřě x ⊕ F^{−1}(F (x)) = 0 F (x) 0 □

7. Ąăğĺśż ďń£ łćăŋšőćżţ śţěň

Łăł ćżąřăšĳ ąăğĺś ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ ć łćăŋšőćżţ śţěňăţ? Şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő, ŕő¡šőňş ńĺąő ŕőńŋżľ ąăğĺś ďőńęěŋ śőďěřęăšĳ ąěśłőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć, ńĺąő ňż ďőńęŋż őśńăąĺšĳ şśńőćĺě šőůŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă śţěňőľ, ğăňěŋĺć ěčő ŋă şśńőćĺě ŕřĺąńĺę-ěŋŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ. Ňż řăśśňőšřĺň őąě ćőğňőęŋőśšĺ.

Šőůŋă£ řěăńĺğăűĺ£.

Šěőřěňă 7.1. Ąăğĺś, śőďěřęăźĺľ ćśě şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż, ďěľśšćş¿źĺě ŋă ŕăřăţ q-ąĺšőć, ŕőğćőń£ěš řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąőľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ šěőřěňż ććěďěň ćăęŋżľ łńăśś őŕěřăšőřőć: őŕěřăšőřż ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.1. Őŕřěďěńĺň ŕő őŕěřăšőřş U : B^⊗n → B^⊗n őŕěřăšőř ~(U): B ⊗ B^⊗n → B ⊗ B^⊗n ś łćăŋšőćżň şŕřăćń£¿źĺň

q-ąĺšőň (ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ) śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ: ~(U) |0⟩ ⊗ |⟩ = |0⟩ ⊗ |⟩; ~(U) |1⟩ ⊗ |⟩ = |1⟩ ⊗ U |⟩: (7.1)

Čřăťĺůěśłĺ ąşďěň ĺğőąřăęăšĳ őŕěřăšőř ~(X) ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě. Ćěřţŋ££ ńĺŋĺ£ śőőšćěšśšćşěš ŕěřćőňş śőňŋőęĺšěń¿, ŋĺęŋ££ ńĺŋĺ£ | ćšőřőňş.

Ŋăŕřăćńěŋĺě śšřěńőł śőőšćěšśšćşěš ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ őŕěřăšőřőć (śŕřăćă ŋăńěćő).

Ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ šăłęě őŕěřăšőřż ś ŋěśłőńĳłĺňĺ şŕřăćń£¿źĺňĺ q-ąĺšăňĺ:

~k(U) |x_1; : : :; xk⟩ ⊗ |⟩ = { |x_1; : : :; x_k⟩ ⊗ |⟩; ěśńĺ x_1 · : : : · x_k = 0; |x_1; : : :; x_k⟩ ⊗ U |⟩; ěśńĺ x_1 · : : : · x_k = 1: (7.2)

Ŕřĺňěř 7.1. Ŕşśšĳ ffx^{def}= ^¬ = ( 0 1 1 0 ) . Šőčďă ~(ffx) = ^◯⊕ , ă ~^2(ffx) =

= ^∧_⊕ (¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ).

Šěŕěřĳ ŕőśšřőĺň ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ, ĺśŕőńĳğş£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďćşţ q-ąĺšőć. Ďń£ ŋăůăńă ŋăľďěň ŕăřş őŕěřăšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ XY X^{−1}Y^{−1} = iffx. Ŋăŕřĺňěř, čőďĺšś£ šăłă£ ŕăřă:

X = 1√ 2 ( 1 i i 1 ) ; Y = ( 1 0 0 −1 ) : Ŕő£śŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ. Şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕă U(2) ďěľśšćşěš ŋă šř-ěţňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ůšőąż őŕĺśăšĳ ¡šő ďěľśšćĺě, ğăňěšĺň, ůšő ¡řňĺšőćż ňăšřĺűż 2 × 2 ś ŋşńěćżň śńěďőň őąřăğş¿š šř-ěţňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő: śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ 12 Tr(XY ), őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś őąřăğş¿š ňăšřĺűż Ŕăşńĺ

ff^x = ( 0 1 1 0 ) ; ff^y = ( 0 −i i 0 ) ; ff^z = ( 1 0 0 −1 ) : Şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U ∈ U(2) ďěľśšćşěš ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě šăł: U : E → UEU^{−1}. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ (śň. [8, §11.12]), ůšő őŕĺśăŋŋőě ďěľśšćĺě ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň U(2)=U(1) ∼= SO(3), čďě U(1) | ŕőďčřşŕŕă ťăğőćżţ śďćĺčőć, ă SO(3) | čřşŕŕă ŕőćőřőšőć ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (š. ě. čřşŕŕă őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ś ďěšěřňĺŋăŋšőň, řăćŋżň 1).

Ŕřĺ ¡šőň ďěľśšćĺĺ ffx śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč őśĺ x ŋă 180^∘, X śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč x ŋă 90^∘, ă Y śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč z ŋă 180^∘.

Ŋă řĺś. 1 ĺğőąřăęěŋő čřăťĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śţěňż, ćżůĺśń£- ¿źěľ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ ś ŕőňőźĳ¿ őŕěřăšőřőć ~(X), ~(Y ) ĺ ~^2(−i). Ŕőśńěďŋĺľ | ¡šő şŕřăćń£ěňżľ ďćşň£ ąĺšăňĺ ťăğőćżľ śďćĺč (şňŋőęěŋĺě ŋă −i). Ŕřőćěřĺň ¡šş śţěňş. Ŕşśšĳ ŋă ćţőď ŕőďă-ěšś£ ćěłšőř |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ |⟩, čďě a; b ∈ B, |⟩ ∈ B. Ěśńĺ a = b = 1, šő ł |⟩ ąşďěš ŕřĺňěŋ-ěŋ őŕěřăšőř −iXY X^{−1}Y^{−1} = ffx, š. ě. |0⟩ ĺ |1⟩ ć šřěšĳěň q-ąĺšě ŕěřěśšăćń£¿šś£. Ěśńĺ ęě ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ şŕřăćń£¿źĺţ ąĺšőć řăćěŋ 0, šő ł |⟩ ąşďěš ŕřĺňěŋ-ěŋ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. İšő ĺ ěśšĳ ďěľśšćĺě

Řĺś. 1.

¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ.

Ś ŕőňőźĳ¿ ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ŕăň£šĺ).

Ŕőłăęěň, łăł řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř ~k(U) ďń£ ń¿ąőčő k, ďěľśšćş£ šőńĳłő ŋă ŕăřż q-ąĺšőć. Ďń£ ¡šőčő šăłęě ŕőšřěąşěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ ŕăň£šĳ. Ąşďěň śšřőĺšĳ őŕěřăšőř W , ďěľśšćş¿źĺľ ć ŕřőśšřăŋśšćě N q-ąĺšőć B^⊗N ĺ şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ W ( |”⟩ ⊗ |0^{N−k−1}⟩ ) = ~(U)|”⟩ ⊗ |0N^−k^{−1}⟩:

(Ŕřěďőśšěřěęěŋĺě: ¡šő şśńőćĺě ŋě őğŋăůăěš, ůšő W = ~(U) ⊗ I.)

Śşźěśšćşěš őąřăšĺňă£ śţěňă P řăğňěřă O(k), ćżůĺśń£¿źă£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćţőďŋżţ ąĺšőć (ś ňşśőřőň); čřăťĺůěśłĺ őŋă ŕřěďśšăćńěŋă ŋă řĺś. 2 (śćěřţş őąőğŋăůěŋő ůĺśńő ąĺšőć ć łăęďőň ĺğ ćżďěńěŋŋżţ ťřăčňěŋšőć ŕăň£šĺ).

Řĺś. 2.

Ŋă řĺś. 3 ŕőłăğăŋő, łăł ś ŕőňőźĳ¿ śţěňż P ĺ őŕěřăšőřă ś őďŋĺň şŕřăćń£¿źĺň q-ąĺšőň ŕőśšřőĺšĳ őŕěřăšőř ~k(U). Ňż ŕřĺňěŋ£ěň śţěňş P , ă ğăšěň | őąřăšŋş¿ śţěňş P^{−1}, ŕőśńě ůěčő ćśě ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ąĺšż ćőğćřăźă¿šś£ ć ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě. Ć ŕřőňěęşšłě śăňőľ ćěřţŋěľ ńĺŋĺĺ śőőšćěšśšćşěš ąĺš śő ğŋăůěŋĺěň x_1 · : : :· xk. Ěčő ňż ĺ ĺśŕőńĳğşěň ďń£ şŕřăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřőň U, ďěľśšćş¿źĺň ŋă śăňőľ ŋĺęŋěľ ńĺŋĺĺ. Ďřşčĺň śŕőśőąőň ~k(U) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ łăł P^{−1}~(U)P .

Ďěľśšćĺě ~k(U) ňőęŋő őŕĺśăšĳ šăł: ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ćěłšőřăňĺ |1; : : :; 1; 0⟩ ĺ |1; : : :; 1; 1⟩, ďěľśšćşěš őŕěřăšőř U, ă ŋă őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ¡šőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş | šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ŋăÿă śńěďş¿źă£ ğăďăůă: řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř, łőšőřżľ şśšřőěŋ šăł ęě, ŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ďěľśšćĺě őśşźěśšćń£ěšś£ ŋă ŕőď-

Řĺś. 3.

ŕřőśšřăŋśšćě, ŋăš£ŋşšőň ŋă ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ŕăřş ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. Ŕşśšĳ ňż ţőšĺň řěăńĺğőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŋăš£ŋşšőň ŋă ąăğĺśŋżě ćěłšőřż |x⟩ ĺ |y⟩, čďě x = (x_1; : : :; xn), y = (y_1; : : :; y_n), x_j; y_j ∈ B. Ŕşśšĳ f | šăłă£ ŕěřěśšăŋőćłă, ůšő f(x) = (1; : : :; 1; 0), f(y) = (1; : : :; 1; 1). Šőčďă ŋşęŋżľ ŋăň őŕěřăšőř ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ^f^{−1}~n^{−1}(U) ^f. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ^f | őŕěřăšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕěřěśšăŋőćłě f.)

Ĺšăł, ŋă ŕăřăţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ňż ňőęěň ďěľśšćőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ŕőłă ćśě ĺśŕőńĳğőćăŋŋżě śţěňż ĺňěńĺ řăğňěř O(n), šăł ůšő ŕőśšřőěŋŋżě ďěľśšćĺ£ řěăńĺğş¿šś£ ¡ťťěłšĺćŋő. Śńěďş¿źă£ ůăśšĳ ŋě- ¡ťťěłšĺćŋă. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă 7.1. Ń¿ąă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă U ć ŕřőśšřăŋśšćě C M ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ M(M − 1)=2 ňăšřĺű ćĺďă

1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : . . ... 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 : : : 1 0 : : : : : : : : :

0 : : : : : : ( a b c d ) 0 : : : : : :

0 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ... 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

; čďě ( a b c d ) ∈ U(2):

Ğăňěšĺň, ůšő ć ŋăÿěň śńşůăě M = 2n, šăł ůšő ŕőńşůăěň ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőčő ąőńĳÿőčő ůĺśńă ąăğĺśŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ŕřĺąńĺę-ěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£. Šěŕěřĳ ŕěřěľď-ěň ł łőŋěůŋżň ąăğĺśăň. Ć ¡šőň śńşůăě ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě őŕěřăšőřőć ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ ąăğĺśŋżţ. Ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ŕřĺąńĺę-ěŋŋş¿ řěăńĺğăűĺ¿, ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ŋőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć.

Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ ěśšĳ ŋőřňă ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ = √ ⟨|⟩. Őŋă, łăł ĺ ń¿ąă£ ŋőřňă, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň: ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ { = 0; ěśńĺ |⟩ = 0;

> 0; ěśńĺ |⟩ ≠ 0; (7.3) ‖ ‖|⟩ + |”⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ + ‖ ‖|”⟩ ‖ ‖; (7.4) ‖ c|⟩ ‖ = |c| ‖ |⟩ ‖ : (7.5)

Ććěď-ěň šěŕěřĳ ŋőřňş ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ N | ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋőřňőľ. Ŕřőśšřăŋśšćő őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ŋ-ěň, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł L(N ) = N ⊗N^∗ (ĺğőňőřťĺğň ğăďăěšś£ ňăšřĺůŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ∑ a_{jk}|j⟩⟨k|).

Őŕřěďěńěŋĺě 7.2. Ŋőřňă őŕěřăšőřă X (šăł ŋăğżćăěňă£ őŕěřăšőřŋă£ ŋőřňă, ćőőąźě čőćőř£, ěśšĳ ĺ ďřşčĺě) řăćŋă

‖X‖ = sup_{|⟩≠0} ‖ X|ξ⟩ ‖ ‖ |ξ⟩ ‖ : Ğăňěšĺň, ůšő ‖X‖^2 | ŋăĺąőńĳÿěě śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă X^†X.

İšă ŋőřňă őąńăďăěš ćśěňĺ ŕěřěůĺśńěŋŋżňĺ ćżÿě śćőľśšćăňĺ ŋőřňż, ă łřőňě šőčő, ěźě ŋěśłőńĳłĺňĺ śŕěűĺťĺůěśłĺňĺ:

‖XY ‖ ⩽ ‖X‖ ‖Y ‖; (7.6) ‖X^†‖ = ‖X‖; (7.7) ‖X ⊗ Y ‖ = ‖X‖ ‖Y ‖; čďě X ∈ L(N ); Y ∈ L(M): (7.8)

Ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šĺţ śćőľśšć ŋőřňż ŕőńşůă¿šś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őśšăćń£¿šś£ ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£.

Ďăďĺň šěŕěřĳ őŕřěďěńěŋĺě ŕřĺąńĺęěŋŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ. Ěśńĺ ĺśłőňżľ őŕěřăšőř | U, šő ěčő ŕřĺąńĺę-ěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ ~U.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.3. Őŕěřăšőř ~U ŕřěďśšăćń£ěš őŕěřăšőř U ś šőůŋőśšĳ¿ ‹, ěśńĺ ‖ ~U − U ‖ ⩽ ‹.

Ş ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ěśšĳ ďćă ğăňěůăšěńĳŋżţ śćőľśšćă. Ćő-ŕěřćżţ, ěśńĺ ňż ĺňěěň ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ őŕěřăšőřőć U = UL · : : : · U_2U_1, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš śćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ~Uk ś šőůŋőśšĳ¿ ‹k, šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡šĺţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ ~U = ~UL · : : : · ~U_2 ~U_1 ŕřĺąńĺęăěš U ś šőůŋőśšĳ¿ ∑ ‹_k (őÿĺąłĺ ŋăłăŕńĺćă¿šś£ ńĺŋěľŋő): ‖ ‖ ~U_L · : : : · ~U_1 − U_L · : : : · U_1 ‖ ‖ ⩽ ∑ j ‹_j:

Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ŕřĺňěř ś ďćşň£ őŕěřăšőřăňĺ:

‖ ~U_2 ~U_1 − U_2U_1‖ = ‖ ~U_2( ~U_1 − U_1) + ( ~U_2 − U_2)U_1‖ ⩽

⩽ ‖ ~U2( ~U1 −U1)‖+‖( ~U2 −U2)U1‖ ⩽ ‖ ~U2‖ ‖( ~U1 −U1)‖+‖( ~U2 −U2)‖ ‖U1‖ = = ‖( ~U_1 − U_1)‖ + ‖( ~U_2 − U_2)‖:

Ć ¡šőľ ćżłńăďłě ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő śŕřăćěďńĺćő ąńăčőďăř£ şŋĺšăřŋőśšĺ őŕěřăšőřőć. (Ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ŋěşŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż, šő őÿĺąłĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ňőčşš ŋăłăŕńĺćăšĳś£ čőřăğďő ążśšřěě, ŋăŕřĺňěř, ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő.)

Ğăňěůăŋĺě 7.1. Ćś£łă£ ňőďěńĳ, ŕřěšěŋďş¿źă£ ŋă řěÿěŋĺě śńőęŋżţ ğăďăů łăłĺňĺ-šő řěăńĳŋżňĺ ťĺğĺůěśłĺňĺ ŕřőűěśśăňĺ, ďőńęŋă őą£ğăšěńĳŋő ĺğşůăšĳś£ ŋă ŕřěďňěš şśšőľůĺćőśšĺ ł őÿĺąłăň ŕřĺąńĺęěŋĺ£. (Ć řěăńĳŋőľ ęĺğŋĺ ŕăřăňěšřż ń¿ąőčő ťĺğĺůěśłőčő ŕřőűěśśă ňőęŋő ğăďăšĳ ńĺÿĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿.) Ć ůăśšŋőśšĺ, ćżůĺśńěŋĺě ś ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżň ŋăłőŕńěŋĺěň őÿĺąőł ŕőůšĺ ğăćěďőňő ąěśŕőńěğŋő ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£.

Ćšőřőě śćőľśšćő ŕőŋ£šĺ£ À ~U ŕřěďśšăćń£ěš U ś šőůŋőśšĳ¿ ‹Á ňż śťőřňşńĺřşěň ć ąőńěě őąźěň łőŋšěłśšě.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.4. Őŕěřăšőř U : B^⊗n → B^⊗n ŕřĺąńĺęăěšś£ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě őŕěřăšőřőň ~U : B^{⊗N} → B^{⊗N} ś šőůŋőśšĳ¿ ‹,

ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő |⟩ ĺğ B^⊗n ćżŕőńŋěŋő ‖ ‖ ~U ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) − U |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ‖ ‖ ⩽ ‹ ‖ ‖|⟩ ‖ ‖: (7.9)

Śťőřňşńĺřşěň ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ěź-ě őďŋĺň śŕőśőąőň. Ććěď-ěň őŕěřăšőř V : B^⊗n → B^⊗N , łőšőřżľ ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş V : |⟩ → |⟩ ⊗ ⊗ |0N^−n⟩. Őŕěřăšőř V ŋě şŋĺšăřŋżľ, ŋő ĺğőňěšřĺůŋżľ. Şśńőćĺě ĺğ ŕőśńěďŋěčő őŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ šăł ‖ ~UV − V U ‖ ⩽ ‹: (7.10)

Řăśśşęďěŋĺě ŕřő ŋăłőŕńěŋĺě őÿĺąőł ŕřőţőďĺš ĺ ć ¡šőň śńşůăě (ůšő, łőŋěůŋő, śńěďşěš ŕřőćěřĺšĳ).

Śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě: ěśńĺ ~U ŕřĺąńĺęăěš (ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě) U ś šőůŋőśšĳ¿ ‹, šő ~U^{−1} ŕřĺąńĺęăěš U^{−1} ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿ ‹. İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ‖W_1XW_2‖ = ‖X‖ ďń£ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć W_1; W_2. Şňŋőęă£ ćżřăęěŋĺě ŕőď ŋőřňőľ ć (7.10) śńěćă ŋă ~U^{−1}, ă śŕřăćă | ŋă U^{−1}, ŕőńşůĺň śńěďśšćĺě ĺğ ŋěřăćěŋśšćă (7.10): ‖ ~U^{−1}V − V U^{−1}‖ ⩽ ‹.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.5. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăğĺś A ŕőńŋżň, ěśńĺ ń¿ąőľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U ňőęŋő ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿ ŕřěďśšăćĺšĳ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě łćăŋšőćőľ śţěňőľ ć ąăğĺśě A.

Šěőřěňă 7.2 (śň. [4]). Ąăğĺś Q = {H; K; ~(ffx); ~^2(ffx)}, čďě

H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ; K = ( 1 0 0 i ) ; £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň. (Šăłőľ ąăğĺś ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň.)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż śńěďşěš ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăů 7.5{7.9.

Ğăňěůăŋĺě 7.2. Ěśńĺ şąřăšĳ ĺğ ąăğĺśă Q łćăŋšőćżľ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ, őŋ ŕěřěśšăěš ążšĳ ŕőńŋżň. Őďŋăłő ňŋőčĺě ćăęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ňőęŋő ďěńăšĳ ĺ ć šăłőň şśěůěŋŋőň ąăğĺśě. Ć ůăśšŋőśšĺ, łăł ąşďěš ćĺďŋő ć ďăńĳŋěľÿěň, śţěňż, ĺśŕřăćń£¿źĺě őÿĺąłĺ, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ąěğ ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ.

Ňőęŋő őűěŋĺšĳ śńőęŋőśšĳ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă U ć ¡šőň ąăğĺśě. Ěśńĺ U : B^⊗n → B^⊗n, šő ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ¡šőš őŕěřăšőř ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ łćăŋšőćőľ śţěňőľ ć ąăğĺśě Q řăğňěřă L = exp(O(n)) · poly(log(1=‹)). Ěśńĺ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż U ğăďăŋż ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ, šő ¡šă śţěňă śšřőĺšś£ ŕő U ś ŕőňőźĳ¿ ŋěłőšőřőčő ăńčőřĺšňă ŕřĺňěřŋő ğă šő ęě ćřěň£ (ňŋőęĺšěńĺ ĺ śšěŕěŋĺ ŕőńĺŋőňă ňőčşš őšńĺůăšĳś£). Ĺďě£ ŕőśšřőěŋĺ£ šăłőčő ăńčőřĺšňă ńěčłő şśňăšřĺćăěšś£ ĺğ ğăďăů 7.1 ĺ 7.11.

Ğăďăůĺ

7.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě őŕěřăšőřż ŋă őďŋőň q-ąĺšě ć śőůěšăŋĺĺ ś őŕěřăšőřőň ~(ffx) őąřăğş¿š ŕőńŋżľ ąăğĺś. Řěÿěŋĺě ďőńęŋő ążšĳ ďőśšăšőůŋő ¡ťťěłšĺćŋżň: ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ śšřőĺš śţěňş, řěăńĺğş¿źş¿ ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř U ŋă n q-ąĺšăţ, ğă ćřěň£ exp(O(n)) · poly(log(1=‹)).

7.2. Ďőłăęĺšě śćőľśšćă őŕěřăšőřŋőľ ŋőřňż (7.6{7.8). 7.3. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż ~Uk ŕřĺąńĺęă¿š ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě őŕěřăšőřż Uk ś šőůŋőśšĳ¿ ‹k, 1 ⩽ k ⩽ L. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř ~UL · : : :· ~U_1 ŕřĺąńĺęăěš ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě őŕěřăšőř UL · : : : · U_1 ś šőůŋőśšĳ¿ ∑ ‹_k.

7.4. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř ~U ŕřĺąńĺęăěš ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě őŕěřăšőř U ś šőůŋőśšĳ¿ ‹. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš őŕěřăšőř W , šőůŋő ŕřěďśšăćń£¿źĺľ U ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě, š. ě. ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő W ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩;

ĺ šăłőľ, ůšő ‖W − ~U ‖ ⩽ O(‹).

7.5. Ŕşśšĳ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U : B^⊗n → B^⊗n şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ U |0⟩ = |0⟩. Ŕőśšřőľšě řěăńĺğş¿źş¿ ~(U) śţěňş řăğňěřă 6n + 1 ć ąăğĺśě Q ∪ {U }, ĺśŕőńĳğş¿źş¿ őŕěřăšőř U őďĺŋ řăğ.

7.6. Ŕşśšĳ X; Y | ŋěłőňňşšĺřş¿źĺě ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż SO(3) | ŕőćőřőšż ŋă şčńż, ŋěśőĺğňěřĺňżě ś ı. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă, ŕőřőęď-ěŋŋă£ X ĺ Y , őąřăğşěš ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć SO(3).

7.7. Ŕşśšĳ M | şŋĺšăřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ ⩾ 3. Řăśśňőšřĺň ŕőďčřşŕŕş H ⊂ U(M) | śšăąĺńĺğăšőř őďŋőňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ŋěłőšőřżň ěďĺŋĺůŋżň ćěłšőřőň |⟩ ∈ M. Ŕşśšĳ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř, ŋě śőţřăŋ£¿źĺľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő C (|⟩). Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő őŕěřăšőřőć H ∪V^{−1}HV ŕőřőęďăěš ćś¿ čřşŕŕş U(M).

(Ğăňěšĺň, ůšő ć şśńőćĺĺ ¡šőľ ğăďăůĺ U(M) ĺ H ňőęŋő ŕřőťăłšőřĺğőćăšĳ ŕő ŕőďčřşŕŕě ťăğőćżţ śďćĺčőć U(1)).

7.8. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőřż ĺğ śšăŋďăřšŋőčő ąăğĺśă ŕőřőęďă¿š ćś¿ďş ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő ć U(B^{⊗2})=U(1).

7.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăğőćżě śďćĺčĺ ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě, ĺśŕőńĳğş£ ŋăŕřőłăš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě q-ąĺšż.

7.10. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřĺűăŋĺě ffx ĺ ¡ńěňěŋš Ďőľůă ~^2(R), čďě R = −i exp(ıi¸ff^x), ¸ | ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě, őąřăğş¿š ŕőńŋżľ ąăğĺś ďń£ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£.

7.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ őŕěřăšőř U, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă őďŋőň q-ąĺšě, ňőęěš ążšĳ ŕřĺąńĺę-ěŋŋő řěăńĺğőćăŋ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ śţěňőľ řăğňěřă O(log^3(1=‹)) ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě, ĺ ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ăńčőřĺšň ŕőśšřőěŋĺ£ ¡šőľ śţěňż ŕő őŕĺśăŋĺ¿ U.

İšă ğăďăůă ďőćőńĳŋő śńőęŋă, ł ě-ě řěÿěŋĺ¿ ńşůÿě ŕřĺśšşŕăšĳ ŕőśńě ğŋăłőňśšćă ś řăğďěńăňĺ 11 ĺ 12 ĺ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 12.3 (łćăŋšőćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě). Ŕřěďńăčăěňżľ ŕşšĳ řěÿěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋő ĺğőźř-ěŋŋżň. Ć śšăšĳě [4] ążń ĺśŕőńĳğőćăŋ ąőńěě ŕř£ňőľ (ŋő šőęě ŋěőůěćĺďŋżľ) ŕőďţőď, ŕřĺ łőšőřőň ŕőńşůăěšś£ śţěňă řăğňěřă poly(log(1=‹)).

8. Őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Ŕřĺňěřż

Ŕőłă ňż őŕĺśăńĺ řăąőšş łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă. Šěŕěřĳ ŕőřă őŕřěďěńĺšĳ, łőčďă ¡šă řăąőšă ŕřĺćőďĺš ł řěÿěŋĺ¿ ĺŋšěřěśş¿źěľ ŋăś ğăďăůĺ. Őŕřěďěńěŋĺě ąşďěš ŕőţőęě ŋă őŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£.

Ŕşśšĳ ěśšĳ ťşŋłűĺ£ F : B n → Bm . Řăśśňőšřĺň łćăŋšőćş¿ śţěňş, řăąőšă¿źş¿ ś N ąĺšăňĺ: U = UL · : : : · U_2U_1 : B^⊗N → B^⊗N . Ŋěťőřňăńĳŋő čőćőř£, ¡šă śţěňă ćżůĺśń£ěš F , ěśńĺ ŕőśńě ŕřĺňěŋěŋĺ£ U ł ŋăůăńĳŋőňş śőśšő£ŋĺ¿ |x; 0N^−n⟩, ňż, ÀŕőśňőšřěćÁ ŋă ŕěřćżě m ąĺšőć, ś ąőńĳÿőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ÀşćĺďĺňÁ F (x). (Őśšăńĳŋżě q-ąĺšż ňőčşš śőďěřęăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňşśőř.)

Ŋşęŋő šőńĳłő őčőćőřĺšĳ, ůšő šăłőě ¡šă ćěřő£šŋőśšĳ. Śńőćă ÀŕőśňőšřěćÁ ĺ ÀşćĺďĺňÁ ć šőůŋőň śňżśńě őğŋăůă¿š, ůšő ŕřőĺğćőďĺšś£ ĺğňěřěŋĺě ğŋăůěŋĺľ śőőšćěšśšćş¿źĺţ q-ąĺšőć. Ć řěğşńĳšăšě ĺğňěřěŋĺ£ ňőčşš ŕőńşůăšĳś£ řăğŋżě őšćěšż, łăęďőňş śőőšćěšśšćşěš śćő£ ćěřő£šŋőśšĳ. Ŋĺęě (řăğďěń 9) ¡šőš ćőŕřőś řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕőďřőąŋő. Ďń£ šőčő, ůšőąż ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ F , ďőśšăšőůŋő (ŋě ćďăćă£śĳ ć őąśşęďěŋĺě ťĺğĺůěśłĺţ őąž£śŋěŋĺľ ¡šőčő ťăłšă) ŕřĺŋ£šĳ śńěďş¿źěě: ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ ąăğĺśŋőčő śőśšő£ŋĺ£ x ŕřĺ ĺğňěřěŋĺĺ śőśšő£ŋĺ£ | ⟩ = ∑ x c_x|x⟩ řăćŋă P(| ⟩; x) = |c_x|^2: (8.1) Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő łőňŕĳ¿šěř ğăłőŋůĺš řăąőšş ć śőśšő£ŋĺĺ ćĺďă (F (x); z), čďě z | ń¿ąőě.

Őŕřěďěńěŋĺě 8.1. Śţěňă U = UL · : : : · U_2U_1 ćżůĺśń£ěš F , ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő x ćżŕőńŋěŋő ∑ z | |⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | |^2 ⩾ 1 − ";

čďě " | ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő, ňěŋĳÿěě 1=2. (Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő F (x) ĺ x śőśšő£š ĺğ řăğŋőčő łőńĺůěśšćă ąĺšőć, ţőš£ śşňňăřŋă£ ďńĺŋă (F (x); z) ĺ (x; 0N^−n) őďĺŋăłőćă ĺ řăćŋă N.)

Łăł ĺ ďń£ ćěřő£šŋőśšŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ćżąőř " ŋěśşźěśšćěŋěŋ, ŕőśłőńĳłş ňőęŋő ğăŕşśšĺšĳ ŋěśłőńĳłő ¡łğěňŕń£řőć śţěňż ŋěğăćĺśĺňő ĺ ćżąřăšĳ šőš řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ŕőńşůăěšś£ ůăźě ćśěčő. Ĺğ őűěŋłĺ, ŕřĺćěď-ěŋŋőľ ŋă ś. 38, śńěďşěš, ůšő ďń£ şňěŋĳÿěŋĺ£ ćěřő£šŋőśšĺ ŋěşďăůĺ ć N řăğ ŋşęŋő ćğ£šĳ O(log N) ¡łğěňŕń£řőć śţěňż U. Ćżąőř śăňőčő ůăśšőčő řěğşńĳšăšă řěăńĺğşěšś£ łńăśśĺůěśłőľ śţěňőľ, ĺśŕőńĳğş¿źěľ ťşŋłűĺ¿ čőńőśőćăŋĺ£ MAJ(x_1; : : :; xn) (őŋă řăćŋă 1, łőčďă ąőńěě ŕőńőćĺŋż ě-ě ăřčşňěŋšőć řăćŋż 1, ĺ řăćŋă 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě). Ťşŋłűĺ£

MAJ(x_1; : : :; xn) řěăńĺğşěšś£ ć ŕőńŋőň ąăğĺśě śţěňőľ řăğňěřă O(n log n), šăł ůšő ŕőšěř£ ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ ŕřĺ şňěŋĳÿěŋĺĺ ćěřő£šŋőśšĺ ŋěşďăůĺ ć N řăğ ğăďă-ěšś£ ňŋőęĺšěńěň O(m log N log log N).

Ğăďăůă 8.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺćěďěŋŋőě řăśśşęďěŋĺě £ćń£ěšś£ łőřřěłšŋżň ć łćăŋšőćőň śńşůăě: ťşŋłűĺ£ MAJ_⊕ řěăńĺğőćăŋă ć ćĺďě őąřăšĺňőľ śţěňż, ŋă ćţőď łőšőřőľ ŕőďă¿šś£ ćżţőďŋżě q-ąĺšż n łőŕĺľ śţěňż U.

8.1. Łćăŋšőćżľ ŕőĺśł: ăńčőřĺšň Čřőćěřă. Ĺšăł, ňż ĺňěěň őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Šěŕěřĳ ňőęŋő ğăŋ£šĳś£ śřăćŋěŋĺěň ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ łńăśśĺůěśłőčő ĺ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Ćő ććěďěŋĺĺ şŕőňĺŋăńĺśĳ šřĺ őśŋőćŋżţ ŕřĺňěřă, ďń£ łőšőřżţ łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě őłăğżćăěšś£, ŕő-ćĺďĺňőňş, ¡ťťěłšĺćŋěě łńăśśĺůěśłőčő. Ňż ŋăůŋ-ěň ś šőčő ĺğ ŋĺţ, ć łőšőřőň łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě ğăćěďőňő ¡ťťěłšĺćŋěě (ţőš£ şśłőřěŋĺě ńĺÿĳ ÀŕőńĺŋőňĺăńĳŋőěÁ).

Ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě şŋĺćěřśăńĳŋőľ ŕěřěąőřŋőľ ğăďăůĺ ć łńăśśĺůěśłőľ ĺ łćăŋšőćőľ ŕőśšăŋőćłě.

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ şśšřőľśšćő (śň. řĺśşŋőł), łőšőřőě ŕő ćţőďăň x ĺ y őŕřěďěń£ěš ğŋăůěŋĺě ŋěłőšőřőčő ŕřěďĺłăšă A(x; y). Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ŕřěďĺłăš F (x) = ∃ y A(x; y). İšő ŕőţőęě ŋă őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP, ŋő śěľůăś ŋăň ŋěďőśšşŕŋă ćŋşšřěŋŋ££ śšřşłšşřă şśšřőľśšćă, ćżůĺśń£¿źěčő ŕřěďĺłăš A. Ć šăłĺţ şśńőćĺ£ţ ŋă łńăśśĺůěśłőň łőňŕĳ¿šěřě ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă F (x) ŋěńĳğ£ ćżůĺśńĺšĳ ążśšřěě, ůěň ğă N = 2n ÿăčőć, čďě n | łőńĺůěśšćő ąĺšőć ć ğăŕĺśĺ y.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă F (x) ĺ ďăęě ŋăľšĺ y, ŋă łőšőřőň ćżŕőńŋěŋő A(x; y), ğă ćřěň£ O( √ N). Ŕőńşůěŋż šăłęě ĺ ŋĺęŋĺě őűěŋłĺ, ŕőłăğżćă¿źĺě, ůšő ć ¡šőľ ŕőśšăŋőćłě łćăŋšőćżě şśšřőľśšćă ďă¿š ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě şśłőřěŋĺě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś łńăśśĺůěśłĺňĺ.

Ć łćăŋšőćőľ ŕőśšăŋőćłě ğăďăůă ćżčń£ďĺš šăł. Ćţőď x ŕő-ŕřěęŋěňş łńăśśĺůěśłĺľ, ŋő śăň Àů-ěř-ŋżľ £źĺłÁ | łćăŋšőćőě şśšřőľśšćő, ĺ ćţőď y (ćăřĺăŋšż őšćěšă) ňż ąşďěň śůĺšăšĳ łćăŋšőćżň. Ŕő¡šőňş ŋăÿ őřăłşń (ĺńĺ Àů-ěřŋżľ £źĺłÁ) ğăďă-ěš őŕěřăšőř Ux, ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ŕřăćĺńş

U_x|y⟩ = { |y⟩; ěśńĺ A(x; y) = 0; −|y⟩; ěśńĺ A(x; y) = 1:

Ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě F (x) ĺ ŋăľšĺ ÀőšćěšÁ y (ŕřĺ łőšőřőň ćżŕőńŋěŋ A(x; y)).

Řěğşńĳšăšż, ő łőšőřżţ şęě şŕőňĺŋăńőśĳ, ťőřňşńĺřş¿šś£ šăł (śň. [31, 48]): śşźěśšćş¿š ďćě łőŋśšăŋšż C_1 ĺ C_2 šăłĺě, ůšő ěśšĳ śţěňă řăğňěřă ⩽ C_1 √ N, řěÿă¿źă£ ğăďăůş ďń£ ń¿ąőčő ŕřěďĺłăšă A(x; y); ă ďń£ ń¿ąőľ śţěňż řăğňěřă ⩽ C_2 √ N śşźěśšćşěš ŕřěďĺłăš A(x; y), ŕřĺ łőšőřőň ğăďăůă ŋě řěÿăěšś£ ŋă ¡šőľ śţěňě (š. ě. śţěňă ďă-ěš ŋěŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 1=3).

Ňż řăğąěř-ěň şŕřőź-ěŋŋş¿ ŕőśšăŋőćłş: śůĺšăěň, ůšő ÀőšćěšÁ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ, őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ y_0; ŋşęŋő ŋăľšĺ y_0. Śţěňă, łőšőřş¿ ňż ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň, ąşďěš ŕřĺňěřőň Àŕř£ňőčőÁ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£; őŋă ąşďěš őŕĺśăŋă ć šěřňĺŋăţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć.

Řăśśňőšřĺň ďćă őŕěřăšőřă:

U = I − 2|y_0⟩⟨y_0|

ĺ V = I − 2|⟩⟨|; čďě |⟩ = 1√ N ∑ y |y⟩: Őŕěřăšőř V ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ šăł (ŋăŕőňŋĺň, ůšő N = 2n): V = 1 − 2N : : : − 2N . . ... . . − 2 N : : : 1 − 2_N :

Őŕěřăšőř U ŋăň ğăďăŋ (¡šő őřăłşń). Ŕőśšřőĺň łćăŋšőćş¿ śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ V . Ďěľśšćőćăšĳ ąşďěň šăł: ŕěřěćěďěň |⟩ ć |0n⟩ ŋěłőšőřżň őŕěřăšőřőň W , ğăšěň ŕřĺňěŋĺň őŕěřăšőř Y = I − 2|0n⟩⟨0n|, ŕőśńě ůěčő ŕřĺňěŋĺň W^{−1}.

Ŕőśšřőĺšĳ őŕěřăšőř W , łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš |⟩ ć |0n⟩, ŕřőśšő. İšő W = H^{⊗n}, čďě őŕěřăšőř H | ĺğ śšăŋďăřšŋőčő ąăğĺśă (śň. ś. 66). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, |⟩ = 1√ 2n (|0⟩ + |1⟩)^⊗n ; ă H : 1√ 2 (|0⟩ + |1⟩) → |0⟩. Šěŕěřĳ ŕőśšřőĺň řěăńĺğăűĺ¿ őŕěřăšőřă Y . Ĺśŕőńĳğşěň őąřăšĺňş¿ łńăśśĺůěśłş¿ śţěňş, řěăńĺğş¿źş¿ őŕěřăšőř Z : Bn^{+1} → B n^{+1} ;

Z|a_0; : : :; a_n⟩ = |a_0 ⊕ f(a_1; a_2; : : :; a_n); a_1; : : :; a_n⟩;

f(a_1; : : :; a_n) = { 1; ěśńĺ a_1 = : : : = an = 0; 0; ěśńĺ ∃ j : aj ≠ 0:

(Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ ăřčşňěŋšőć, Z = ^f_⊕.) Ŕőśłőńĳłş f ĺňěěš ňăńş¿ śţěňŋş¿ śńőęŋőśšĳ (ć łńăśśĺůěśłőň śňżśńě), ŕő ńěňňě 6.2 ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ Z śşźěśšćşěš ŋěąőńĳÿă£ śţěňă (ć łőšőřőľ Àąěřşšś£ ŋăŕřőłăšÁ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě q-ąĺšż).

Śţěňă, řěăńĺğş¿źă£ őŕěřăšőř V , ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 4. Űěŋšřăńĳŋă£ ůăśšĳ, ćłń¿ůă¿źă£ ć śěą£ Z, ffz ĺ Z, řěăńĺğşěš őŕěřăšőř Y . Ć śţěňě ĺśŕőńĳğşěšś£ őŕěřăšőř ffz = K^2 (K ĺğ śšăŋďăřšŋőčő ąăğĺśă).

Řĺś. 4.

Ğăňěšĺň, ůšő W^2 ĺ Z^2 ďěľśšćş¿š šőęďěśšćěŋŋő ŋă ćěłšőřăţ ś ŋşńěćżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ q-ąĺšőć, ćğ£šżţ ŋăŕřőłăš. Ŕő¡šőňş řěÿă¿źş¿ řőńĳ ĺčřăěš őŕěřăšőř ffz, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ q-ąĺš, łőšőřżľ šăłęě ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕőśńě ćśěčő ćżůĺśńěŋĺ£.

Ŕşśšĳ ćăś ŋě śňşźăěš šő, ůšő ffz ďěľśšćşěš šőńĳłő ŋă Àşŕřăćń£ěňżľÁ q-ąĺš, ă ňěŋ£ěšś£ ć řěğşńĳšăšě ćěśĳ ćěłšőř. Ćőőąźě, řăğńĺůĺě ňěęďş ÀůšěŋĺěňÁ ĺ Àğăŕĺśĳ¿Á ć łćăŋšőćőň śńşůăě ŋěăąśőń¿šŋő ĺ ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ŕřĺćěď-ěň śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřĺňěř.

Ŋăŕĺÿěň ňăšřĺűş ~(ffx): |a; b⟩ → |a; a⊕b⟩ ć ąăğĺśě 1√ 2 (|0⟩ ± |1⟩) ďń£ łăęďőčő ĺğ q-ąĺš. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ğăŕĺÿěň ňăšřĺűş ďń£ őŕěřăšőřă X = (H ⊗ H) ~(ff^x) (H ⊗ H). Śţěňă ďń£ ¡šőčő őŕěřăšőřă ĺğőąřăęěŋă

Řĺś. 5.

ŋă řĺś. 5. Ĺśŕőńĳğş£ řăćěŋśšćő ~(ffx)|c; d⟩ = |c; c ⊕ d⟩, ŋăľď-ěň ďěľśšćĺě X ŋă ąăğĺśŋőň ćěłšőřě:

X|a; b⟩ = 12 (H ⊗ H) ~(ff^x) ∑ c;d (−1)ac^+bd|c; d⟩ =

= 12 (H ⊗ H) ∑ c;d (−1)ac^+bd|c; c ⊕ d⟩ =

= 14 ∑ a^′;b^′;c;d

(−1)a^′c^+b^{′(}c^+d^)(−1)ac^+bd|a^′; b^′⟩ =

= 14 ∑ a^′;b^′

2‹b;b′ · 2‹a;_(a′_+b′_)|a^′; b^′⟩ = |a ⊕ b; b⟩:

Ĺšăł, ć ąăğĺśě 1√ 2 (|0⟩ ± |1⟩) şŕřăćń£¿źĺľ ĺ şŕřăćń£ěňżľ ąĺšż ŕőňě-

ŋ£ńĺśĳ ňěśšăňĺ. Łăłőľ ąĺš Àşŕřăćń£¿źĺľÁ, ĺńĺ łăłőľ Àůĺšăěšś£Á, ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Řăğşňěěšś£, šăłőě ŕőńőęěŋĺě ďěń ŕřőšĺćőřěůĺš ŋăÿěľ łńăśśĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ. Šřşďŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, łăł ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş łćăŋšőćżľ ŕřĺŋšěř ćďřşč śšăŋőćĺšś£ łćăŋšőćżň śłăŋŋěřőň.

Ğăďăůă 8.2. Ůšő ąşďěš, ěśńĺ ĺğňěŋĺšĳ ąăğĺś šőńĳłő ć őďŋőň ąĺšě? Ŋăŕřĺňěř, łăł ąşďěš ćżčń£ďěšĳ ňăšřĺűă őŕěřăšőřă, śţěňă łőšőřőčő ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺśşŋłě? Ŕőŕřőąşľšě šăłęě ŕőňěŋ£šĳ ąăğĺś ć ďřşčőň ąĺšě.

Ćěřŋ-ěňś£ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śţěňż ďń£ şŋĺćěřśăńĳŋőľ ŕěřěąőřŋőľ ğăďăůĺ. Őřăłşń U = I − 2|y_0⟩⟨y_0| ŋăň ğăďăŋ, ĺ ňż řěăńĺğőćăńĺ őŕěřăšőř V = I −2|⟩⟨|. Ĺğ ćěłšőřă |0^n⟩ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ćěłšőř |⟩ ŕřĺňěŋěŋĺěň őŕěřăšőřă W (W^2 = I). Šěŕěřĳ ś ŕőňőźĳ¿ őŕěřăšőřőć U ĺ V ŕőśšřőĺň ĺğ ćěłšőřă |⟩ ĺśłőňżľ ćěłšőř |y_0⟩. Ďń£ ¡šőčő ąşďěň ŕőőůěřěďŋő ďěľśšćőćăšĳ őŕěřăšőřăňĺ V; U: : : :V U V U |⟩ = (V U)^s|⟩:

Ůšő ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£? Čěőňěšřĺůěśłĺ őąă őŕěřăšőřă ěśšĳ őšřăęěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L = C (|⟩; |y_0⟩) ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő őąőĺţ őŕěřăšőřőć, ă, ğŋăůĺš, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő V U. Ŕőśłőńĳłş ćěłšőř |⟩ ŕřĺŋăďńěęĺš ¡šőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ďěľśšćĺě V U ŋă ŋ-ěň.

Łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ őšřăęěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ŕř£ňżţ ěśšĳ ŕőćőřőš ŋă şďćőěŋŋżľ şčőń ňěęďş ¡šĺňĺ ŕř£ňżňĺ. Şčőń ńěčłő ćżůĺśńĺšĳ, ⟨|y_0⟩ = 1√ N = sin φ2 , š. ě. ¡šĺ ŕř£- ňżě ŕőůšĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. Ŕő¡šőňş ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ V U = −R, čďě R | ŕőćőřőš ŋă ňăńżľ şčőń ’. Ŋő šőčďă (V U)s = (−1)sRs, čďě R^s | ŕőćőřőš ŋă şčőń s’. Ğŋăł ŋăś ŋě ĺŋšěřěśşěš (ťăğőćżě ňŋőęĺšěńĺ ŋě ňěŋ£¿š ćěřő- £šŋőśšěľ). Ŕřĺ ąőńĳÿĺţ N ĺňěěň ’ ≈ 2= √ N. Šőčďă ŕőśńě s ≈ ı=4 √ N ĺšěřăűĺľ ĺśţőďŋżľ ćěłšőř ŕőćěřŋěšś£ ŋă şčőń s’ ≈ ı=2 ĺ śšăŋěš ąńĺğőł ł ĺśłőňőňş ćěłšőřş. İšő ĺ őğŋăůăěš, ůšő śĺśšěňă őłăęěšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ |y_0⟩ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿, ąńĺğłőľ ł ěďĺŋĺűě.

Ěśńĺ řěÿăěšś£ ŕěřěąőřŋă£ ğăďăůă ć őąźěľ ŕőśšăŋőćłě (š. ě. őšćěšőć ňőęěš ążšĳ ŋěśłőńĳłő, ă ňőęěš ŋě ążšĳ ćőőąźě), šřěąş¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě šěţŋĺůěśłĺě şţĺźřěŋĺ£. Ůĺśńő ÿăčőć ďń£ ŕőćőřőšă őš ĺśţőďŋőčő ćěłšőřă ł łăłőňş-ŋĺąşďĳ ćěłšőřş ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęďěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ őšćěšőć, őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő łőřŋ¿ ĺğ ůĺśńă řěÿěŋĺľ.

8.2. Şŋĺćěřśăńĳŋă£ łćăŋšőćă£ śţěňă. Ćšőřőľ ĺğ ŕřĺňěřőć, şŕőň£- ŋşšżţ ćő ććěďěŋĺĺ, | ňőďěńĺřőćăŋĺě łćăŋšőćőňěţăŋĺůěśłĺţ śĺśšěň. İšő ŋěů-ěšłő ŕőśšăćńěŋŋă£ ğăďăůă, šăł łăł ąőńĳÿş¿ řőńĳ ć ŋěľ ĺčřăěš ćżąőř łőŋłřěšŋőľ śĺśšěňż ĺ ćżďěńěŋĺě ÀśşźěśšćěŋŋżţÁ śšěŕěŋěľ śćőąőďż. Ś ňăšěňăšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ąőńěě łőřřěłšŋő čőćőřĺšĳ ő ňőďěńĺřőćăŋĺĺ łćăŋšőćżţ śţěň.

Łćăŋšőćżě śţěňż ĺňě¿š łőŋśšřşłšĺćŋőě őŕĺśăŋĺě, ěśńĺ şłăğăšĳ šőůŋőśšĳ, ś łőšőřőľ ĺğćěśšŋż ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż őŕěřăšőřőć, ćţőď£źĺţ ć śţěňş. Ŕşśšĳ ěśšĳ őŕĺśăŋĺě łćăŋšőćőľ śţěňż Z, řăğňěřă ⩽ L ĺ šőůŋőśšĺ ‹. İńěňěŋšăňĺ ¡šőľ śţěňż ňőčşš ążšĳ ń¿ążě şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż ŋă r = O(log L) q-ąĺšăţ (šăł ůšőąż ŕőńŋă£ ďńĺŋă őŕĺśăŋĺ£ śţěňż ŋě ŕřěćżÿăńă poly(L; log(1=‹)) ). Őąőğŋăůĺň őŕěřăšőř, řěăńĺğşěňżľ ¡šőľ śţěňőľ, ůěřěğ Op(Z).

Ĺğ řěğşńĳšăšőć ğăďăů 7.1 ĺ 7.11 śńěďşěš, ůšő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ şŋĺćěřśăńĳŋş¿ łćăŋšőćş¿ śţěňş U řăğňěřă poly(L; log 1=‹), łőšőřă£ ňőďěńĺřşěš řăąőšş ŕřőĺğćőńĳŋőľ łćăŋšőćőľ śţěňż śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ ğăďăŋő őŕĺśăŋĺě ŋěłőšőřőľ śţěňż Op(Z) řăğňěřă L ĺ ě-ě ćţőď |⟩, šő ‖ ‖ ‖U(|Z⟩ ⊗ |⟩) − |Z⟩ ⊗ Op(Z)|⟩ ‖ ‖ ‖ = O(L‹):

8.3. Łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż ĺ łńăśś BQP. Ďő śĺţ ŕőř ňż řăśśňăšřĺćăńĺ ŋěőďŋőřőďŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ (ćżůĺśń£ńĺśĳ ąşńěćż ťşŋłűĺĺ). Ăńčőřĺšňż ćżůĺśń£¿š ťşŋłűĺĺ ŋă śńőćăţ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďńĺŋż. Őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ăńčőřĺšňă ňőęŋő ďăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ şęě ććěď-ěŋŋżě łćăŋšőćżě śţěňż. Ŕşśšĳ ěśšĳ ťşŋłűĺ£ F : B^∗ → B^∗ , ďńĺŋă řěğşńĳšăšă | ŕőńĺŋőň őš ďńĺŋż ćţőďă. Ěľ śőŕőśšăćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ (őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ćţőďż ďńĺŋż n) Fn : B n → B m^(n^) . Łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ F | ¡šő őďŋőřőďŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śţěň, ćżůĺśń£¿źĺţ Fn. ÀŐďŋőřőďŋă£Á őğŋăůăěš, ůšő ŕő n ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őŕĺśăŋĺě śőőšćěšśšćş¿źěľ śţěňż ŋă őążůŋőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ăńčőřĺšň řăąőšăěš ğă ćřěň£ T (n), ěśńĺ řăğňěř śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ Fn, řăćěŋ T (n).

Ğăňěůăŋĺě 8.1. Ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łćăŋšőćş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ůěřěğ śşŕěřŕőğĺűĺĺ řăğńĺůŋżţ śőśšő£ŋĺľ ńěŋšż ŇŠ (ŕěřćőŋăůăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě Ď. Ďőľůă ążńő ĺňěŋŋő šăłĺň). Ŋăÿě őŕřěďěńěŋĺě őłăğżćăěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżň.

Őŕřěďěńěŋĺě 8.2. Ťşŋłűĺ£ F : B^∗ → B^∗ ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş BQP, ěśńĺ ěśšĳ łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ě-ě ćżůĺśńěŋĺ£, řăąőšă¿źĺľ ğă ćřěň£ O(n^d) ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż d.

Łăł śőőšŋőśĺšś£ łńăśś BQP ś śńőęŋőśšŋżňĺ łńăśśăňĺ, ććěď-ěŋŋżňĺ řăŋěě?

Ğăďăůă 8.3. Ďőłăęĺšě, ůšő BPP ⊆ BQP ⊆ PP ⊆ PSPACE:

Łńăśś PP śőśšőĺš ĺğ ŕřěďĺłăšőć ćĺďă

Q(x) = ( |{y : R_0(x; y)}| < |{y : R_1(x; y)}| ) ; čďě R_0; R_1 ∈ P, ĺ şůĺšżćă¿šś£ šőńĳłő y ś ďńĺŋőľ ňěŋĳÿě ŋěłőšőřőčő ŕőńĺŋőňă q(x).

İšő ŕőůšĺ ćś-ě, ůšő ĺğćěśšŋő ő śőőšŋőÿěŋĺ£ţ ňěęďş BQP ĺ ďřşčĺňĺ śńőęŋőśšŋżňĺ łńăśśăňĺ. Łőśćěŋŋőě śćĺďěšěńĳśšćő ć ŕőńĳğş śšřőčőčő ćłń¿ůěŋĺ£ BPP ⊂ BQP ďă-ěš śşźěśšćőćăŋĺě ¡ťťěłšĺćŋżţ łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć ďń£ ŋěłőšőřżţ šěőřěšĺłő-ůĺśńőćżţ ğăďăů, šřăďĺűĺőŋŋő śůĺšăěňżţ šřşďŋżňĺ (śň. řăğďěń 12).

Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ć ŕőśńěďŋěě ćřěň£ ŕő£ćĺńĺśĳ ĺŋšěřěśŋżě řěğşńĳšăšż ő łćăŋšőćżţ ăŋăńőčăţ ŋěłőšőřżţ ąőńěě śĺńĳŋżţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć (ŋě őŕĺśăŋŋżţ ć ůăśšĺ I).

Ğăďăůă 8.4. Ŕőśšřőľšě łćăŋšőćżě śţěňż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă ć ąăğĺśě ĺğ őŕěřăšőřőć ŋă ďćşţ q-ąĺšăţ, łőšőřżě ćżŕőńŋ£¿š śńěďş¿źĺě ďěľśšćĺ£:

ă) ďń£ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă q, 1 ⩽ q ⩽ 2n, ğăŕĺśăŋŋőčő n ďćőĺůŋżňĺ űĺťřă-

ňĺ, ŕřěőąřăğőćăšĳ śőśšő£ŋĺě |0n⟩ ć śőśšő£ŋĺě | n(q)⟩ = 1√q q−1∑ j=0 |j⟩; ą) ŕřěőąřăğőćăšĳ |q − 1; 0n⟩ ć |q − 1⟩ ⊗ | n(q)⟩, śůĺšă£, ůšő q ğăŕĺśăŋő n ďćőĺůŋżňĺ űĺťřăňĺ;

ć) ćżŕőńŋĺšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŋă čřşŕŕě Zk ŕřĺ k = 2n:

U_k|x⟩ = 1√_k k−1∑ y=0 exp ( 2ıi xyk ) |y⟩; śůĺšă£, ůšő x ĺ y ğăŕĺśăŋż n ďćőĺůŋżňĺ űĺťřăňĺ; (ć ¡šőň śńşůăě ŋăľďĺšě śţěňş řăğňěřă O(n^2)).

9. Łćăŋšőćżě ćěřő£šŋőśšĺ Ŕěřěľď-ěň šěŕěřĳ ł őąśşęďěŋĺ¿ ŋěłőšőřżţ ÀťĺğĺůěśłĺţÁ ăśŕěłšőć łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ. Ŕşśšĳ śĺśšěňă ĺğ n q-ąĺšőć ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£- ŋĺĺ | ⟩ = ∑ x c_x|x⟩. Łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ŕő ćżďěńěŋŋőňş ąăğĺśş (łńăśśĺůěśłĺţ śőśšő£ŋĺľ) ŋăğżćă¿šś£ ăňŕńĺšşďăňĺ. Łćăďřăš ňőďşń£ ăňŕńĺšşďż |cx|^2 řăćěŋ ćěřő£šŋőśšĺ őąŋăřşęĺšĳ śĺśšěňş ć śőśšő£ŋĺĺ x (śřăćŋĺšě ś (8.1)). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕřĺ ĺğňěřěŋĺĺ śőśšő£ŋĺ£ ¡šőľ łćăŋšőćőľ śĺśšěňż ąşďşš ŕőńşůăšĳś£ łńăśśĺůěśłĺě śőśšő£ŋĺ£, řăśŕřěďěń-ěŋŋżě łăł |cx|^2.

Őŕřěďěń-ěŋŋă£ ťőřňşńőľ (8.1) ćěńĺůĺŋă őąńăďăěš őśŋőćŋżňĺ śćőľśšćăňĺ őążůŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ. Šőš ťăłš, ůšő łćăďřăš ňőďşń£ ăňŕńĺšşďż | ¡šő ćěřő£šŋőśšĳ ŋăąń¿ďěŋĺ£ śĺśšěňż ć śőśšő£ŋĺĺ x, śőčńăśşěšś£ ś šěň, ůšő ťĺğĺůěśłĺě śőśšő£ŋĺ£ ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě śőőšćěšśšćş¿š ćěłšőřăň ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, ă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡šĺţ śőśšő£ŋĺľ ŋě ňěŋ£- ¿š ďńĺŋż, š. ě. şŋĺšăřŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ⟨ | ⟩ = ∑ x |c_x|^2 = 1 (śşňňă ćěřő£šŋőśšěľ řăćŋă 1), ă ŕřĺňěŋěŋĺě ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőčő őŕěřăšőřă ďőńęŋő śőţřăŋ£šĳ ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě, š. ě. ďőńęŋő ążšĳ şŋĺšăřŋżň.

Ťőřňşńż (8.1) ďőśšăšőůŋő ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ĺ łńăśśă BQP. Őďŋăłő ěśšĳ ćőŕřőśż, ć łőšőřżţ ¡šő őŕřěďěńěŋĺě őłăğżćăěšś£ ŋěşďőąŋżň ĺńĺ ŋěŕřĺňěŋĺňżň. Ďćă őśŋőćŋżţ ŕřĺňěřă: ĺğňěř£¿źĺě őŕěřăšőřż ĺ ăńčőřĺšňż, ŕőśšřőěŋŋżě ŋă ĺţ őśŋőćě, ĺ ğăďăůă ŕőśšřőěŋĺ£ ŋăď-ěęŋżţ łćăŋšőćżţ śţěň ĺğ ŋěŋăď-ěęŋżţ ¡ńěňěŋšőć (ĺśŕřăćńěŋĺě őÿĺąőł).

Ŕő¡šőňş ňż ŕőśšřőĺň őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ć łőšőřőň őąőąźăěšś£ łăł šő, ůšő ňż ŋăąń¿ďăěň (śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż), šăł ĺ řěğşńĳšăš ŋăąń¿ďěŋĺ£. Ł ¡šőňş őąźěňş őŕřěďěńěŋĺ¿ ňż ŕřĺď-ěň, řăśśňăšřĺćă£ ř£ď ŕřĺňěřőć. Ďń£ ŋăůăńă ŕěřěŕĺÿěň şęě ŕőńşůěŋŋőě ćżřăęěŋĺě ďń£ ćěřő£šŋőśšĺ ć ćĺďě

|c_x|^2 = |⟨ |x⟩|^2 = ⟨ ˝x |x⟩⟨x| ⟩; čďě ůěřěğ ˝x őąőğŋăůěŋ ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě |x⟩.

Ůšőąż śďěńăšĳ śńěďş¿źĺľ ÿăč ł őąźěňş őŕřěďěńěŋĺ¿ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ŕőďśůĺšăěň ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŕěřćżě m ąĺšőć ĺňě¿š ğăďăŋŋőě ğŋăůěŋĺě y = (y_1; : : :; ym). Ďń£ ¡šőčő ŕřěďśšăćĺň śőśšő£ŋĺě ć

ćĺďě ďćşţ ąńőłőć x = . Ĺňěěň

P(| ⟩; y) = ∑ z P(| ⟩; (y; z)) = ∑ z ⟨ | | |y; z⟩⟨y; z| | | ⟩ = ⟨ | | |y⟩⟨y|⊗I | | ⟩ = = ⟨ |˝_M| ⟩: (9.1)

˝_M ğďěśĳ őąőğŋăůăěš ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M = |y⟩⊗B^{⊗(}n^−m^). Ťőřňşńă (9.1) ğăďă-ěš őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ ĺ ć šőň śńşůăě, łőčďă M | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ć ¡šőň śńşůăě ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ N őŕřěďěń£ěšś£ łăł ˝_M = ∑ j |e_j⟩⟨e_j|, čďě e_j ŕřőąěčă¿š ń¿ąőľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś M.

Ğăňěůăŋĺě 9.1. Ćěńĺůĺŋă ∑ z | | ⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | |^2; łőšőřă£ ĺśŕőńĳğşěšś£ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ĺğ B n ć Bm łćăŋšőćőľ śţěňőľ (śň. ś. 68), řăćŋă P ( U |x; 0^{N−n}⟩; M ) ; čďě M = |F (x)⟩ ⊗ B^{N−m}.

Ěź-ě řăğ ŋăŕőňŋĺň śňżśń ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£: śţěňă U = UL · : : : · U_2U_1 ćżůĺśń£ěš F : B n → Bm , ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő x ćěřő£šŋőśšĳ ŋăąń¿ďěŋĺ£ ŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă F (x) ŕőśńě ŕřĺňěŋěŋĺ£ śţěňż ł ŋăůăńĳŋőňş śőśšő- £ŋĺ¿ U |x; 0N^−n⟩ ąőńĳÿě 1 − ".

Ŕřőěłšőřż ŋě £ćń£¿šś£ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżňĺ őŕěřăšőřăňĺ, šőůŋěě čőćőř£, őŋĺ ŋě őŕĺśżćă¿š ŕěřěţőď őš őďŋőčő śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż ł ďřşčőňş ğă őŕřěďěń-ěŋŋżľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ. Šăłőľ ŕěřěţőď őŕĺśżćăěšś£ şŋĺšăřŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Ćś-ě ęě, ďőŕşśłă£ ŋěłőšőřş¿ ćőńĳŋőśšĳ, ŕřőěłšőřăň ňőęŋő ŕřĺďăšĳ ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń. Ŕřőěłšőř ćżďěń£ěš ůăśšĳ śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż ĺğ ćśěţ ćőğňőęŋżţ. Ŕřěďśšăćĳšě ťĺńĳšř (şśšřőľśšćő, ă ŋě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě ŕőŋ£šĺě), łőšőřżľ ŕřőŕşśłăěš šőńĳłő śĺśšěňż ć śőśšő£ŋĺ£ţ ĺğ M. Ěśńĺ ŋă šăłőľ ťĺńĳšř ŕőďăšĳ śĺśšěňş ć śőśšő£ŋĺĺ | ⟩, šő śłćőğĳ ťĺńĳšř ŕřőľď-ěš śĺśšěňă ć śőśšő£ŋĺĺ |⟩ = ˝_M| ⟩. Śşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ ćżďěńěŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ, ćőőąźě čőćőř£, ňěŋĳÿě 1, őŋă řăćŋă p = ⟨|⟩ = ⟨ |˝_M| ⟩. Ůĺśńő 1 − p őŕřěďěń£ěš ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő śĺśšěňă śłćőğĳ ťĺńĳšř ŋě ŕřőľď-ěš.

Śřăćŋĺň śćőľśšćă łńăśśĺůěśłőľ ĺ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ.

Łćăŋšőćżě ćěřő£šŋőśšĺ 77

Łńăśśĺůěśłă£ ćěřő£šŋőśšĳ Łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ Őŕřěďěńěŋĺě Śőążšĺě M ⊆ N | ŕőďňŋőęěśšćő ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă.

Śőążšĺě M | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő şŋĺšăřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă N .

Řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ğăďă- -ěšś£ ťşŋłűĺěľ w : N → R śő śćőľśšćăňĺ ă) ∑ wj = 1; ą) wj ¿ 0.

Řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ğăďă-ěšś£ ćěłšőřőň śőśšő£ŋĺ£ |ψ⟩, ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

Ćěřő£šŋőśšĳ: Pr(w, M) = ∑ j∈M wj. Ćěřő£šŋőśšĳ: P(|ψ⟩, M) = ⟨ψ|˝M|ψ⟩. Śćőľśšćă 1. Ěśńĺ M1 ∩ M2 = ?, šő Pr(w, M1 ∪ M2) = = Pr(w, M1) + Pr(w, M2).

1^q. Ěśńĺ M1 ⊥ M2, šő P(|ψ⟩, M1 ⊕ M2) = P(|ψ⟩, M1) + P(|ψ⟩, M2). 2. (ć őąźěň śńşůăě) Pr(w, M1 ∪ M2) = Pr(w, M1)+ +Pr(w, M2) − Pr(w, M1 ∩ M2).

2^q. Ěśńĺ ˝M_1 ˝M_2 = ˝M_2˝M_1 , šő P(|ψ⟩, M1 + M2) = P(|ψ⟩, M1)+ +P(|ψ⟩, M2) − P(|ψ⟩, M1 ∩ M2).

Ğăňěšĺň, ůšő şśńőćĺě M_1 ⊥ M_2 ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ ˝_{M1} ˝_{M2} = = ˝_{M2} ˝_{M1} = 0.

Ěśńĺ ěśšĳ ďćă ŋěőřšőčőŋăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ś ŕşśšżň ŕěřěśěůěŋĺěň, šő łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ ŋěőą£ğăšěńĳŋő ăďďĺšĺćŋă. Ŕřĺćěďěň ŕřőśšőľ ŕřĺňěř, łőčďă P(|⟩; M_1 ⊕ M_2) ≠ P(|⟩; M_1) + P(|⟩; M_2).

Ŕşśšĳ |⟩ = |0⟩, M_1 = C (|0⟩) (ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřőň |0⟩), M_2 = C (|”⟩), ŕřĺůěň ⟨|”⟩ ąńĺğłő ł 1. Šőčďă 1 = P(|⟩; M_1 ⊕ M_2) ≠ P(|⟩; M_1) + P(|⟩; M_2) ≈ 1 + 1:

Ĺšăł, ňż őŕřěďěńĺńĺ ć ŋăĺąőńěě őąźěň ćĺďě šő, ůšő ňż ĺğňěř£ěň. Šěŕěřĳ ŋşęŋő őąőąźĺšĳ šő, ŋăď ůěň ŕřőćőďĺšś£ ĺğňěřěŋĺě. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšĺ, őąőąźă¿źěě łăł łńăśśĺůěśłş¿, šăł ĺ łćăŋšőćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ.

Řăśśňőšřĺň řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ŋă łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě łćăŋšőćżţ śőśšő£ŋĺľ {|_1⟩; : : :; |s⟩}. Ćěřő£šŋőśšĳ śőśšő£ŋĺ£ |j⟩ őąőğŋăůĺň pj, őůěćĺďŋő, ůšő ∑ j p_j = 1. Ŕőďśůĺšăěň ćěřő£šŋőśšĳ ŋăąń¿ďěŋĺ£ śőśšő£ŋĺ£ ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě M:

∑ k p_k P(|_k⟩; M) = ∑ k p_k ⟨_k|˝_M|_k⟩ = ∑ k p_k Tr(|_k⟩⟨_k|˝_M) =

= Tr(ȷ˝_M); (9.2)

čďě ůěřěğ ȷ őąőğŋăůěŋă ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ^{12)} ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k|. Ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě ć (9.2) ĺ ŕřĺňěň ğă őąźěě őŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšĺ.

Ğăďăůă 9.1. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőřż ćĺďă ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k| | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ¡řňĺšőćż ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě őŕěřăšőřż śő śńěďőň 1, š. ě. őŕěřăšőřż, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň:

1) ȷ = ȷ^†; 2) ∀ |”⟩ ⟨”|ȷ|”⟩ ⩾ 0; 3) Tr ȷ = 1:

Ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőď ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ ŕőŋĺňăěšś£ ń¿ąőľ őŕěřăšőř ś ¡šĺňĺ śćőľśšćăňĺ.

Řăśśşęďěŋĺě ő Àřăśŕřěďěńěŋĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ŋă łćăŋšőćżţ śőśšő£- ŋĺ£ţÁ ŋőśĺńő ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ ţăřăłšěř. Ğăďăůă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż őąőąźĺšĳ ŕőŋ£šĺě łćăŋšőćőčő śőśšő£ŋĺ£ šăł, ůšőąż őŋő ćłń¿ůăńő ć śěą£ łńăśśĺůěśłĺě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ. Ŕőńşůěŋŋżľ ŋăňĺ őšćěš (ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě ć (9.2)) ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ, ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŕőśšşńĺřőćăšĳ, ůšő őąőąź-ěŋŋżě łćăŋšőćżě śőśšő£ŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ | ¡šő őďŋő ĺ šő ęě (šăłă£ ăłśĺőňă ŋě ŕřőšĺćőřěůĺš ťĺğĺůěśłĺň ŋăąń¿ďěŋĺ£ň). Ěśńĺ śőśšő£ŋĺě ğăďăěšś£ őďŋĺň ćěłšőřőň (ȷ = |⟩⟨|), šő őŋő ŋăğżćăěšś£ ůĺśšżň, ěśńĺ śőśšő£ŋĺě ğăďăěšś£ őąźěľ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ, šő őŋő ŋăğżćăěšś£ śňěÿăŋŋżň.

Őŕřěďěńěŋĺě 9.1. Ďń£ łćăŋšőćőčő śőśšő£ŋĺ£, ğăďăćăěňőčő ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ ȷ, ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă M ćěřő£šŋőśšĳ Àśőążšĺ£Á M řăćŋă P(ȷ; M) = Tr(ȷ˝_M).

Ďĺăčőŋăńĳŋżě ňăšřĺűż ȷ = ∑ j w_j|j⟩⟨j| śőőšćěšśšćş¿š łńăśśĺůěśłĺň řăśŕřěďěńěŋĺ£ň ćěřő£šŋőśšěľ ŋă ňŋőęěśšćě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ćěřő£šŋőśšĺ ŕő őąźěľ łćăŋšőćőľ ťőřňşńě ďń£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ĺ łőőřďĺŋăšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă M (ŋăš£ŋşšőčő ŋă ůăśšĳ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć |a⟩: a ∈ M) ŕőńşůăěšś£ šő ęě, ůšő ĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ŕő őążůŋőľ łńăśśĺůěśłőľ ťőřňşńě: P(ȷ; M) = Pr(w; M).

12)Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ¡šő őŕěřăšőř, ă ŋě ňăšřĺűă, őďŋăłő ŋăğćăŋĺě Àňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺÁ şęě śšăńő šřăďĺűĺőŋŋżň. Ćŕřőůěň, ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ůăśšő ąşďěň ĺňěšĳ ć ćĺďş ĺňěŋŋő ňăšřĺűş, š. ě. őŕěřăšőř, ğăŕĺśăŋŋżľ ć ćżďěńěŋŋőň ąăğĺśě.

Łćăŋšőćżě ćěřő£šŋőśšĺ 79

Ŕřőďőńęĺň śřăćŋěŋĺě śćőľśšć łńăśśĺůěśłőľ ĺ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ŕőď ŕőśńěďŋěľ ňż ąşďěň šěŕěřĳ ŕőŋĺňăšĳ őąźěě őŕřěďěńěŋĺě ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ. (Śćőľśšćă 1^q ĺ 2^q őśšă¿šś£ ć śĺńě).

Łńăśśĺůěśłă£ ćěřő£šŋőśšĳ Łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ Śćőľśšćă 3. Ŋă ňŋőęěśšćě N = N1 × N2 ğăďăŋő řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ćĺďă wjk = = w^{(1)}_j w^{(2)}_k . Ĺňěěšś£ ďćă ňŋőęěśšćă ĺśţőďőć M1 ⊆ N1, M2 ⊆ N2. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěňŋőęă¿šś£: Pr(w, M1 × M2) = Pr(w^{(1)}, M1) Pr(w^{(2)}, M2).

3^q. Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě N = N1 ⊗ N2 ğăďăŋă ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ ćĺďă ρ1 ⊗ρ2. Ĺňěěšś£ ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă M1 ⊆ N1, M2 ⊆ N2. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĺ šăłęě ŕěřěňŋőęă¿šś£: P(ρ1 ⊗ ρ2, M1 ⊗ M2) = = P(ρ1, M1) P(ρ2, M2).

4. Ĺňěěšś£ śőćňěśšŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě N1 × N2. Ĺŋšěřěśş¿źěě ŋăś śőążšĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ĺśţőďă ćő ćšőřőň ňŋőęěśšćě: M = M1 × N2. Ćěřő£šŋőśšĳ šăłőčő śőążšĺ£ ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕřőěłűĺ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŋă ŕěřćőě ňŋőęěśšćő: Pr(w, M1 × N2) = Pr(w^′, M1), čďě w^′_j = ∑ k wjk.

4^q. Ć łćăŋšőćőň śńşůăě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă őďŋş ĺğ ŕőďśĺśšěň ğăďăěšś£ őŕěřăűĺěľ ćğ£šĺ£ ůăśšĺůŋőčő śńěďă (śň. ŋĺęě). Ŕő¡šőňş, ďăęě ěśńĺ ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě ążńő ůĺśšżň, ŕőńşůěŋŋőě śőśšő£ŋĺě ŕőďśĺśšěňż ňőęěš őłăğăšĳś£ śňěÿăŋŋżň: P(ρ, M1 ⊗ N2) = P(TrN_2 ρ, M1).

Őŕřěďěńěŋĺě 9.2. Ŕşśšĳ X ∈ L(N_1 ⊗ N_2) = L(N_1) ⊗ L(N_2). Ůăśšĺůŋżľ śńěď őŕěřăšőřă X ŕő ŕřőśšřăŋśšćş N_2 őŕřěďěńěŋ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ěśńĺ X = ∑ m A_m ⊗ B_m, šő Tr_{N2} X = ∑ m A_m (Tr B_m).

Ďőłăęěň, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő, š. ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă śńăčăěňżţ ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ X = ∑ m A_m ⊗ B_m. Ďń£ ¡šőčő ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřżě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě ąăğĺśż ć ŕřőśšřăŋśšćăţ N_1; N_2 ĺ ćżřăğĺň ůăśšĺůŋżľ śńěď ůěřěğ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż Xjj′kk′ = ⟨j; j^′|X|k; k^′⟩. Ŕşśšĳ Am = ∑ j;k a^m_{jk}|j⟩⟨k| ĺ B_m = ∑ j^′;k^′

b^m_j′_k′ |j^′⟩⟨k^′|. Šőčďă X = ∑ j;j^′;k;k^′

X_{jj}′_{kk}′ |j; j^′⟩⟨k; k^′| = ∑ m A_m ⊗ B_m = ∑ j;j^′k;k^′;m

a^m_{jk}b^m_j′_k′ |j; j^′⟩⟨k; k^′|

ĺ ůăśšĺůŋżľ śńěď řăćěŋ

Tr_{N2} X = ∑ m ∑ j;k a^m_{jk} (∑ l b^m_{ll} ) |j⟩⟨k| = ∑ j;k ∑ l X_{jlkl}|j⟩⟨k|:

Řăśśňőšřĺň ŕřĺňěř, łőčďă ćğ£šĺě ůăśšĺůŋőčő śńěďă őš ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ ůĺśšőňş śőśšő£ŋĺ¿, ŕřĺćőďĺš ł ňăšřĺűě ŕńőšŋőśšĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ śňěÿăŋŋőňş śőśšő£ŋĺ¿.

Ŕşśšĳ N_1 = N_2 = B, ă ȷ = | ⟩⟨ |, čďě | ⟩ = 1√ 2 (|0; 0⟩ + |1; 1⟩). Ć

¡šőň śńşůăě ȷ = 12 ∑ a;b |a; a⟩⟨b; b|, ŕő¡šőňş ŕőńşůăěň

Tr_{N2} ȷ = 12 ∑ a |a⟩⟨a| = ( 1=2 0 0 1=2 ) : İšă ňăšřĺűă śőőšćěšśšćşěš śňěÿăŋŋőňş śőśšő£ŋĺ¿ (ůĺśšżň śőśšő£- ŋĺ£ň śőőšćěšśšćş¿š ňăšřĺűż řăŋčă 1). Ąőńěě šőčő, ¡šő śňěÿăŋŋőě śőśšő£ŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋő łńăśśĺůěśłőňş řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ: 0 ĺ 1 ĺňě¿š ćěřő£šŋőśšĺ, řăćŋżě 1=2. Šăłĺň őąřăğőň, őšąřăśżćăŋĺě ćšőřőčő q-ąĺšă ŕřĺćőďĺš ł ůĺśšő łńăśśĺůěśłőňş řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ŋă ŕěřćőň q-ąĺšě.

Şšćěřęďěŋĺě 9.1. Ń¿ąőě śňěÿăŋŋőě śőśšő£ŋĺě ȷ ∈ L(N ) ŕřěďśšăćĺňő łăł ůăśšĺůŋżľ śńěď Tr_F (| ⟩⟨ |) őš ůĺśšőčő śőśšő£ŋĺ£ ą«őńĳÿěľ śĺśšěňż, | ⟩ ∈ N ⊗ F, ŕřĺů-ěň ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő dim F ⩽ dim N .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńăčăěň F = N^∗. Šăł łăł ȷ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, šő śşźěśšćşěš √ȷ ∈ L(N ) = N ⊗ N^∗. Ďőłăęěň, ůšő ďń£ | ⟩ = √ȷ ćżŕőńŋěŋő ĺśłőňőě, š. ě. ȷ = Tr_N ∗ (|√ȷ⟩⟨√ȷ|).

Ŕőśłőńĳłş ȷ ¡řňĺšőćă, őŋă ďĺăčőŋăńĺğşěšś£ ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě {|j⟩}. Šőčďă ȷ = ∑ j p_j|_j⟩⟨_j|, ă | ⟩ = √ȷ = = ∑ j √p_j|_j⟩⟨_j|, ĺ | ⟩⟨ | = ∑ jk √p_jp_k(|_j⟩ ⊗ ⟨_j|)(|_k⟩ ⊗ ⟨_k|). Ćłńăď ć ůăśšĺůŋżľ śńěď ćŋőś£š ńĺÿĳ śńăčăěňżě ś j = k. Ŕő¡šőňş Tr_N ∗ (| ⟩⟨ |) = = ∑ j p_j|_j⟩⟨_j| = ȷ. □ Ğăďăůă 9.2. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ůĺśšőě śőśšő£ŋĺě | ⟩ ∈ N ⊗ F. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš šăł ŋăğżćăěňőě řăğńőęěŋĺě Ÿňĺďšă: | ⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”_j⟩;

čďě 0 < –j ⩽ 1, ă ňŋőęěśšćă ćěłšőřőć {|j⟩} ⊂ N ĺ {|”j⟩} ⊂ F £ćń£¿šś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżňĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő ůĺśńă –^2j | ¡šő ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ůăśšĺůŋżţ śńěďőć ȷ = Tr_F (| ⟩⟨ |) ĺ ȷ^′ = Tr_N (| ⟩⟨ |). (Šăłĺň őąřăğőň, ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ȷ ĺ ȷ^′ śőćŕăďă¿š.) Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ćğ£šĺě ůăśšĺůŋőčő śńěďă őš ůĺśšőčő śőśšő£ŋĺ£ ŕřĺćőďĺš ł ůĺśšőňş śőśšő£ŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě řăğńőęĺňő: | ⟩ = |⟩ ⊗ |”⟩. Ğăďăůă 9.3. Ŕşśšĳ | _1⟩; | _2⟩ ∈ N ⊗F | ďćă ůĺśšżţ śőśšő£ŋĺ£, šăłĺţ ůšő Tr_F (| _1⟩⟨ _1|) = Tr_F (| _2⟩⟨ _2|). Ďőłăęĺšě, ůšő | _2⟩ = (I_N ⊗ U)| _1⟩ ďń£ ŋěłőšőřőčő şŋĺšăřŋőčő őŕěřăšőřă U ŋă ŕřőśšřăŋśšćě F.

10. Ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ Šěŕěřĳ őŕĺÿěň, łăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ďőŕşśšĺňż ś ťĺğĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£.

1. Şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ŕěřěćőďĺš ňăšřĺűş ŕńőšŋőśšĺ ůĺśšőčő śőśšő- £ŋĺ£ ȷ = |⟩⟨| ć ňăšřĺűş ȷ^′ = U |⟩⟨|U^†. Ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ (ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ), ůšő šăłőľ ęě ťőřňşńőľ ğăďăěšś£ ĺ ďěľśšćĺě şŋĺšăřŋőčő őŕěřăšőřă ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ: ȷ^U→ UȷU^†:

2. Ćšőřőľ šĺŕ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőśšőĺš ćő ćğ£šĺĺ ůăśšĺůŋőčő śńěďă.

Ěśńĺ ěśšĳ ȷ ∈ L(N ⊗F), šő őšąřăśżćăŋĺě ćšőřőľ śĺśšěňż ğăďăěšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ȷ → Tr_F ȷ:

3. Ćśŕőňŋĺň, ůšő ŋăň ěź-ě ążćăěš ŋşęŋő ąřăšĳ ŋăŕřőłăš q-ąĺšż ć śőśšő£ŋĺĺ 0. Ŕşśšĳ ěśšĳ śőśšő£ŋĺě ȷ ∈ L(B^⊗n). Řăśśňőšřĺň ĺğőňěšřĺůěśłőě (śőţřăŋ£¿źěě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£) ćńőęěŋĺě V : B^⊗n → → B^⊗N ć ŕřőśšřăŋśšćő ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, ğăďăćăěňőě ťőřňşńőľ

|⟩^V→ |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩. Ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ ȷ ŕřĺ ¡šőň ŕřěőąřăğş¿šś£ ć ȷ ⊗ |0^{N−n}⟩⟨0^{N−n}|. Ďń£ ń¿ąőčő ĺğőňěšřĺůěśłőčő ćńőęěŋĺ£ V ŕő ăŋăńőčĺĺ ŕőńăčăěň ȷ^V→ V ȷV^†:

Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ěśšĳ ć šőůŋőśšĺ łőňŕőğĺűĺĺ ń¿ąőčő ůĺśńă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ šĺŕă 2 ĺ 3 (śńşůăľ 1 | ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šĺŕă 3).

Ğăďăůă 10.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ĺňěěš ćĺď ȷ → Tr_F (V ȷV^†), čďě V : N → → N ⊗ F | ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě.

Őŕěřăűĺ£ ćğ£šĺ£ ůăśšĺůŋőčő śńěďă őğŋăůăěš ğăążćăŋĺě (őšąřăśżćăŋĺě) őďŋőľ ĺğ ŕőďśĺśšěň. Ŕőłăęěň, ůšő šăłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ £ćń£ěšś£ řăğşňŋőľ, ă ĺňěŋŋő, ďăńĳŋěľÿă£ śşďĳąă őšąřőÿěŋŋőľ śĺśšěňż ŋě ćńĺ£ěš ŋă ćěńĺůĺŋż, ţăřăłšěřĺğş¿źĺě őśšăćÿş¿ś£ śĺśšěňş. Ćőğĳň-ěň śĺśšěňş, śőśšő£źş¿ ĺğ ďćşţ ŕőďśĺśšěň ĺ ŋăţőď£źş¿ś£ ć ŋěłőšőřőň śőśšő£ŋĺĺ ȷ ∈ L(N ⊗ F). Ěśńĺ ňż ćżąřăśżćăěň ćšőřş¿ śĺśšěňş (ć ňşśőřŋş¿ łőřğĺŋş), šő őŋă ąşďěš ŕőďćěřčăšĳś£ ŋěłőŋšřőńĺřşěňżň ćőğďěľśšćĺ£ň. Ŕşśšĳ ňż ŕřĺňěŋĺńĺ łăłőľ-šő őŕěřăšőř U ł ŕěřćőľ śĺśšěňě. Ŕőńşůĺńĺ śőśšő£ŋĺě ‚ = (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^†, čďě Y | ŕřőĺğćőńĳŋżľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř (ďěľśšćĺě ňşśőřŋőľ łőřğĺŋż ŋă ňşśőř). Ěśńĺ ňż ţőšĺň ŋăľšĺ ćěřő£šŋőśšĳ ďń£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă M ⊆ N , őšŋőś£źěčőś£ ł ŕěřćőľ śĺśšěňě (ňşśőř ŋăś ŋě ĺŋšěřěśşěš), šő őŋă ŋě ğăćĺśĺš őš Y ĺ řăćŋă P(‚; M ⊗ F) = P(Tr_F ‚; M) = P ( U(Tr_F ȷ)U^†; M ) : Ğďěśĳ ŕěřćőě řăćěŋśšćő | ¡šő śćőľśšćő 4^q łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ă ćšőřőě řăćěŋśšćő | ŋőćőě śćőľśšćő: Tr_F ( (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^† ) = U (Tr_F ȷ) U^†: (10.1)

Ğăďăůă 10.2. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő (10.1) ďń£ ůăśšĺůŋőčő śńěďă.

Ğăďăůă 10.3. Ğăŕĺÿěň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř T : L(N ) → L(M) ć łőőřďĺŋăšŋőň ćĺďě: T (|j⟩⟨k|) = ∑ j^′;k^′

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′⟩⟨k^′|:

Ďőłăęĺšě, ůšő ťĺğĺůěśłă£ řěăńĺğşěňőśšĳ T ¡łćĺćăńěŋšŋă ŋăąőřş ĺğ šř-ěţ şśńőćĺľ: ă) ∑ k^′ T(k^′j)(k^′k) = ‹jk (śĺňćőń Łřőŋěłěřă);

ą) T^∗_(j_′j_{)(}k_′k_) = T_(k_′k_{)(}j_′j_);

ć) T_(j′j_{)(}k′k_) | ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ňăšřĺűă (ŕő ŕăřăň ĺŋďěłśőć).

Ğăďăůă 10.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř T : L(N ) → L(M) £ćń£ěšś£ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćżŕőńŋěŋż šřĺ şśńőćĺ£: ă) Tr(T X) = Tr X ďń£ ń¿ąőčő X ∈ L(N ); ą) (T X)^† = T X^† ďń£ ń¿ąőčő X ∈ L(N );

ć) T £ćń£ěšś£ ćŕőńŋě ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň. Ă ĺňěŋŋő, ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšřăŋśšćă G ŕřěőąřăğőćăŋĺě T ⊗ IL_{(G)} : L(N ⊗ G) → → L(M ⊗ G) őšőąřăęăěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě őŕěřăšőřż ć ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě.

10.1. Ŕőďśů-ěš ćěřő£šŋőśšěľ ďń£ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£. Šěŕěřĳ, ĺňě£ őąźĺě őŕřěďěńěŋĺ£ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ ĺ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ, ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ćěřő£šŋőśšĺ, ćţőď£źĺě ć őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ďćşň£ śŕőśőąăňĺ. Ŕşśšĳ ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕőďśĺśšěňş. Ŕőśńě šőčő, łăł őŋă śšăńă ŋăň ŋě ŋşęŋă, ňż ňőęěň ćżąřőśĺšĳ ě-ě ć ňşśőřŋş¿ łőřğĺŋş, ă ŕřĺ ŕőďśů-ěšě ćěřő£šŋőśšĺ ćğ£šĳ ůăśšĺůŋżľ śńěď ŕő ŕřőśšřăŋśšćş śőśšő£ŋĺľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ŕőďśĺśšěňż.

Ă ňőęŋő š£ŋşšĳ ćěśĳ ¡šőš ňşśőř ďő śăňőčő łőŋűă ĺ śůĺšăšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ďń£ śőążšĺľ ćĺďă M_1 ⊗ N_2 (řăğ şę ňż ŕěřěśšăńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ćšőřş¿ ŕőďśĺśšěňş, šő ŋĺłăłĺě ďěšăńĺ ě-ě śőśšő£ŋĺ£ ŋăň ŋě ćăęŋż | ŋăň ąěğřăğńĺůŋő, ůšő ĺňěŋŋő ŕřőĺğőľď-ěš ś ĺśŕőńĳğőćăŋŋőľ ŕőďśĺśšěňőľ ć ňşśőřŋőľ łőřğĺŋě). Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, ¡šĺ ćěřő£šŋőśšĺ řăćŋż: P(ȷ; M_1 ⊗ N_2) = P(Tr_{N2} ȷ; M_1).

Ğăňěůăŋĺě 10.1. Ŋěšřşďŋő őŕřěďěńĺšĳ ąőńěě őąźş¿ ňőďěńĳ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ć łőšőřőľ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěľśšćĺ£ňĺ £ćń£¿šś£ ŕőďţőď£źĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ őąźěčő ćĺďă (ŋě őą£ğăšěńĳŋő şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż). Šăłă£ ňőďěńĳ ąőńěě ăďěłćăšŋă ťĺğĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ, łőčďă łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř ćğăĺňőďěľśšćşěš ś Àőłřşęă¿- źěľ śřěďőľÁ. Ś ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŋőćă£ ňőďěńĳ ¡łćĺćăńěŋšŋă śšăŋďăřšŋőľ (ěśńĺ ć őąőĺţ śńşůă£ţ ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕőńŋżľ ąăğĺś). Őďŋăłő ć ňőďěńĺ ś őąźĺňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ćőğňőęŋő ąőńěě ěśšěśšćěŋŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕőďŕřőčřăňňż ďń£ łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş řěğşńĳšăš řăąőšż łćăŋšőćőľ śţěňż | ćěřő£šŋőśšŋă£ ťşŋłűĺ£. Ğďěśĳ ňż ŋě ąşďěň ďăćăšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őšśżńăěň ğăĺŋšěřěśőćăŋŋőčő ůĺšăšěń£ ł [20].

10.2. Ŕőšěř£ łőčěřěŋšŋőśšĺ (decoherence). Řăśśňőšřĺň ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ, łőšőřőě ÀğăążćăěšÁ ćŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż: ȷ = ∑ j;k ȷ_{jk}|j⟩⟨k|^D→ ∑ k ȷ_{kk}|k⟩⟨k|:

Ŕőłăęěň, ůšő őŋő Àťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőÁ, š. ě. ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋő łőňŕőğĺűĺěľ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ąşďěň śšřőĺšĳ ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć šřĺ ÿăčă. Ćŋăůăńě ďőąăćĺň ŋşńěćżě ąĺšż: ȷ → ȷ ⊗ |0⟩⟨0|: Ğăšěň śłőŕĺřşěň őąřăšĺňżň őąřăğőň ĺśţőďŋżě ąĺšż ć ďőąăćńěŋŋżě. Őąřăšĺňőě łőŕĺřőćăŋĺě ğăďăěšś£ őŕěřăšőřőň ~(ffx): |a; b⟩ → |a; a ⊕ b⟩. Ŕőńşůăěň ȷ ⊗ |0⟩⟨0|^{Λ(σx )}→ ∑ j;k ȷ_{jk}|j; j⟩⟨k; k|:

Ă šěŕěřĳ ćőğĳň-ěň ůăśšĺůŋżľ śńěď ŕő ďőąăćńěŋŋżň ąĺšăň. Ŕőńşůĺň ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş ∑ k ȷ_{kk}|k⟩⟨k|:

Ŕřěďőśšěřěęěŋĺě. Řăśśňőšřěŋŋă£ ŋăňĺ Àőŕěřăűĺ£ łőŕĺřőćăŋĺ£Á |j⟩ → |j; j⟩; ∑ j;k ȷ_{jk}|j⟩⟨k| → ∑ j;k ȷ_{jk}|j; j⟩⟨k; k|

(łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ) ŋă śăňőň ďěńě łőŕĺřşěš šőńĳłő ąăğĺśŋżě śőśšő£ŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő łőŕĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő łćăŋšőćőčő śőśšő£ŋĺ£ |⟩ → |⟩ ⊗ |⟩ £ćń£ěšś£ ŋěńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ŕő¡šőňş ŋě ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋő ťĺğĺůěśłĺ. Ć ďăńĳŋěľÿěň łőŕĺřőćăŋĺě ćśěčďă ąşďěš őŕřěďěń£šĳś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőčő ąăğĺśă.

Ğăňěůăŋĺě 10.2. Řăśśňőšřěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕěřěćőďĺš ń¿ąőě śőśšő£ŋĺě ć łńăśśĺůěśłőě (ś ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ), ĺśŕőńĳğş£ łőŕĺřőćăŋĺě ąĺšőć. İšő ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ šăł: ěśńĺ ŕőśšő£ŋŋő ŋăąń¿ďăšĳ ğă śĺśšěňőľ (ďěńăšĳ łőŕĺĺ), šő śĺśšěňă ąşďěš ćěśšĺ śěą£ łăł łńăśśĺůěśłă£. Ć śńşůăě őďŋőčő q-ąĺšă šő ęě śăňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě (őąŋşńěŋĺě ćŋěďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ěśńĺ ŕřĺňěŋĺšĳ őŕěřăšőř ffz ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1=2:

ȷ → 12ȷ + 12ff^zȷff^z:

Ŕőďőąŋżľ ŕřőűěśś ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋżň śąőěň ťăğż: śőśšő£ŋĺě |1⟩ ďőňŋőęăěšś£ ŋă ťăğőćżľ ňŋőęĺšěńĳ −1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1=2. Šăłĺň őąřăğőň, śąőľ ťăğż šăłęě ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő śĺśšěňă ćěďěš śěą£ łăł łńăśśĺůěśłă£.

Ğăďăůă 10.5. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě T : L(N ) → L(N ⊗F) śő śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: Tr_F (T ȷ) = ȷ ďń£ ń¿ąőčő ůĺśšőčő śőśšő£ŋĺ£ ȷ. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă T X = X ⊗ ‚ (ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă X), čďě ‚ | ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě F.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋěńĳğ£ ŕőńşůĺšĳ ŋĺłăłőľ ĺŋťőřňăűĺĺ ő ŋěĺğćěśšŋőň śőśšő£ŋĺĺ ȷ, ŋě ćőğňşźă£ ¡šő śőśšő£ŋĺě.

10.3. Ĺğňěřěŋĺě. Ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć ůăśšő ążćăěš ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋăř£ďş ś łćăŋšőćżň ćżůĺśńĺšěńĳŋżň şśšřőľśšćőň ĺśŕőńĳğşěšś£ ĺ łńăśśĺůěśłőě. Őśŋőćŋőľ ňěţăŋĺğň ćğăĺňőďěľśšćĺ£ ňěęďş łćăŋšőćőľ ĺ łńăśśĺůěśłőľ ůăśš£ňĺ śőśšőĺš ć ĺğňěřěŋĺĺ łćăŋšőćżţ řěčĺśšřőć, ďă¿źěň łńăśśĺůěśłĺľ řěğşńĳšăš.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş, śőśšő£źş¿ ĺğ ďćşţ ůăśšěľ, | łćăŋšőćőľ (N ) ĺ łńăśśĺůěśłőľ (K). Ŕő łńăśśĺůěśłĺň łőőřďĺŋăšăň ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ ďĺăčőŋăńĳŋă: ȷ = ∑ j;k;l

ȷ_{jkll} (|j⟩⟨k|) ⊗ (|l⟩⟨l|) = ∑ l w_l‚^{(l)} ⊗ (|l⟩⟨l|) ;

čďě wl = ∑ j ȷ_{jjll} | ćěřő£šŋőśšĳ ĺňěšĳ łńăśśĺůěśłőě śőśšő£ŋĺě l, ă őŕěřăšőř ‚^(l^) = w^{−1}l ∑ j;k ȷ_{jkll} őąńăďăěš ćśěňĺ śćőľśšćăňĺ ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ. Šăłĺň őąřăğőň, łćăŋšőćő-łńăśśĺůěśłőě śőśšő£ŋĺě ćśěčďă řăğńőęĺňő ŋă ÀşśńőćŋżěÁ (ŕő ăŋăńőčĺĺ ś şśńőćŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ) ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ ‚^(l^). Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ šăłőčő śńşůă£ śŕěűĺăńĳŋőě őąőğŋăůěŋĺě: ȷ = ∑ l w_l ( ‚^{(l)}; l ) = ∑ l ( w_l‚^{(l)}; l ) . Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ř£ď ćğăĺňőĺśłń¿ůă¿źĺţ ćőğňőęŋőśšěľ, ůšő ćżřăęăěšś£ řăğńőęěŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćă śőśšő£ŋĺľ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć N = ⨁ j∈˙ Lj, čďě ˙ = {1; : : :; r} |

ňŋőęěśšćő ćőğňőęŋőśšěľ (ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L_1 őřšőčőŋăńĳŋő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş L_2, šő ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ ȷ ∈ D(L_1) ćżŕőńŋ£ěšś£ P(ȷ; L_2) = 0).

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ, łőšőřőě ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ĺğňěřěŋĺěň, śőśšőĺš ć šőň, ůšő ďń£ śőśšő£ŋĺľ ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă Lj Àĺğňěř£¿źĺľ ŕřĺąőřÁ ŕőňěźăěš ć łńăśśĺůěśłĺľ řěčĺśšř ŋőňěř śőśšő- £ŋĺ£ j: ěśńĺ |⟩ ∈ Lj; šő |⟩⟨| → (|⟩⟨|; j) : (10.2) Ţőš£ ĺğňěřěŋĺě őšőąřăęăěš ŕřőśšřăŋśšćő L(N ) ć L(N ⊗K), řěğşńĳšăš ćśěčďă ďĺăčőŋăńěŋ ŕő ćšőřőľ łőňŕőŋěŋšě. Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ,

ůšő ĺğňěřěŋĺě őšőąřăęăěš L(N ) ć r⨁ j=1 L(N ).

Ďń£ |⟩ ∈ Lj ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő |⟩⟨| = ˝_{Lj} |⟩⟨|˝_{Lj} . Ŕő¡šőňş ĺğ śőőąřăęěŋĺľ ńĺŋěľŋőśšĺ ňőęŋő ďőőŕřěďěńĺšĳ ĺğňěřěŋĺě ŋă ćśěţ őśšăńĳŋżţ ňăšřĺűăţ ŕńőšŋőśšĺ ȷ → ∑ j ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ; j )

ĺ ŕřĺľšĺ ł śńěďş¿źěňş őŕřěďěńěŋĺ¿.

Őŕřěďěńěŋĺě 10.1. (Ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżň) ĺğňěřěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ȷ → ∑ j P(ȷ; L_j) ( ‚^{(j)}; j ) ; (10.3)

čďě ‚^(j^) = P(ȷ; Lj)^{−1} × ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} .

Ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő j | ¡šő řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£, P(ȷ; Lj) | ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ďăŋŋżľ řěğşńĳšăš, ă ‚^(j^) | śőśšő£ŋĺě ĺğňěř£ěňőľ śĺśšěňż ŕőśńě ĺğňěřěŋĺ£ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ŕőńşůěŋ řěğşńĳšăš j. Ěśńĺ ňż ĺğňěř£ěň ůĺśšżě śőśšő£ŋĺ£, š. ě. ȷ = |⟩⟨|, šő ‚^(j^) = |”j⟩⟨”j|, čďě

|”_j⟩ = ˝_{Lj} |ξ⟩ √ P(|ξ⟩, Lj) . Ŕřĺćěď-ěň ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř ĺğňěřěŋĺ£. Śďěńăěň ďćě łőŕĺĺ ąĺšă.

Ŕşśšĳ ˝_{L0} = |0⟩⟨0|, ă ˝_{L1} = |1⟩⟨1|. Šőčďă ȷ = ( ȷ_{00} ȷ_{01} ȷ_{10} ȷ_{11} ) → (ȷ_{00}|0⟩⟨0|; 0) + (ȷ_{11}|1⟩⟨1|; 1):

Ğăďăůă 10.6. ÀŁćăŋšőćă£ šěńěŕőřšăűĺ£Á (śň. [21]). Ŕşśšĳ ĺňě¿šś£ šřĺ q-ąĺšă: ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ ŋăţőďĺšś£ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň (ğăřăŋěě ŋěĺğćěśšŋőň) śőśšő£ŋĺĺ ȷ, ćšőřőľ ĺ šřěšĺľ | ć śőśšő£ŋĺĺ |_0;_0⟩ = 1√ 2 ( |0; 0⟩ +

+ |1; 1⟩ ) . Ŕřőĺğćěď-ěň ŋăď ŕěřćżňĺ ďćşň£ q-ąĺšăňĺ ĺğňěřěŋĺě, śőőšćěšśšćş¿źěě őřšőčőŋăńĳŋőňş řăğńőęěŋĺ¿ B^{⊗2} = C (|_{00}⟩) ⊕ C (|_{01}⟩) ⊕ C (|_{10}⟩) ⊕ C (|_{11}⟩);

čďě |ab⟩ = 1√ 2 ∑ c (−1)bc |c; c ⊕ a⟩:

Ŕőłăęĺšě, ůšő ĺśŕőńĳğş£ řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£ ĺ őśšăćÿĺľś£ šřěšĺľ q-ąĺš, ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě ȷ. Ğăŕĺÿĺšě ćś¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺľ (ĺğňěřěŋĺě ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺě) ć ćĺďě łćăŋšőćőľ śţěňż.

Ğăňěůăŋĺě 10.3. İšőš ŕřőűěśś ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ šăłĺň őąřăğőň. Ďőŕşśšĺň, ůšő Ăńĺśă ţőůěš ŕěřěďăšĳ Ąőąş^{13)} łćăŋšőćőě śőśšő£ŋĺě ȷ ŕő łńăśśĺůěśłőňş łăŋăńş ść£ğĺ (ŋăŕřĺňěř, ŕő šěńěťőŋş). Őłăğżćăěšś£, ůšő ¡šő ćőğňőęŋő, ěśńĺ Ăńĺśă ĺ Ąőą ğăřăŋěě ŕřĺčőšőćĺńĺ śőśšő£ŋĺě |_{00}⟩ ĺ ćğ£ńĺ őš ŋěčő ŕő ŕőńőćĺŋłě | őďŋőňş q-ąĺšş. Ăńĺśă ŕřőĺğćőďĺš ĺğňěřěŋĺě ĺ śőőąźăěš řěğşńĳšăš Ąőąş. Ğăšěň Ąőą ŕěřěćőďĺš śćőľ q-ąĺš ć śőśšő£ŋĺě ȷ.

11. Ĺğňěř£¿źĺě őŕěřăšőřż

Ććěď-ěň őśőążľ łńăśś őŕěřăšőřőć | ĺğňěř£¿źĺě őŕěřăšőřż. Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ N ⊗ K, ŕřĺůěň ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ řăğńőęěŋ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć: N = = ⨁ j Lj. Šőčďă ćś£łĺľ őŕěřăšőř ćĺďă W = ∑ j ˝_{Lj} ⊗ Uj ąşďěň ŋăğżćăšĳ

ĺğňěř£¿źĺň.

13)İšĺ ďćă ŕěřśőŋăęă ćśšřěůă¿šś£ ŕřăłšĺůěśłĺ ć ń¿ąőľ śšăšĳě ŕő łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ĺŋťőřňăűĺĺ.

Ůšőąż őŕřăćďăšĳ šăłőě ŋăğćăŋĺě, řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ŕřőűěśś. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěłőšőřőě śőśšő£ŋĺě, őŕĺśżćăěňőě ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ ȷ ∈ L(N ). Ŕőďśőěďĺŋĺň ŕřĺąőř; śőćňěśšŋőě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ĺ ŕřĺąőřă őŕĺśżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ ȷ ⊗ |0m⟩⟨0m| (ňż śůĺšăěň, ůšő ćő ćšőřőň śőňŋőęĺšěńě, őŕĺśżćă¿źěň ŕřĺąőř, ěśšĳ ćżďěńěŋŋżľ ąăğĺś, ŋăŕřĺňěř, ůšő ¡šő B^⊗n).

Šěŕěřĳ ŕřĺňěŋ£ěň ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř W . Ŕőńşůăěň śőśšő£ŋĺě W ( ȷ ⊗ |0^m⟩⟨0^m| ) W^† = ∑ j ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ⊗ Uj|0⟩⟨0|U^†j

(ğďěśĳ ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ŕřőěłšőřă ˝^† = ˝, ˝^2 = ˝).

Ĺ ŕőśńěďŋěě ďěľśšćĺě: ŕřĺąőř śšăŋőćĺšś£ łńăśśĺůěśłĺň. İšő őğŋăůăěš, ůšő ňăšřĺűă ďĺăčőŋăńĺğşěšś£ ŕő ćšőřőňş śőňŋőęĺšěń¿. Ŕőśňőšřĺň, ćő ůšő ŕěřěţőď£š ŕřĺ ¡šőň ćšőřżě śőňŋőęĺšěńĺ ć ŋăŕĺśăŋŋőľ śşňňě:

‚_j = |_j⟩⟨_j| −→ ∑ k |⟨k|_j⟩|^2 |k⟩⟨k| ( šăł łăł (‚j) |kk = ⟨k|‚j|k⟩ ) : Šěŕěřĳ ğăŕĺÿěň ŕőńşůĺćÿĺľś£ řěğşńĳšăš: ∑ j ∑ k ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} |⟨k|Uj|0⟩|^2 ; k ) = ∑ j ∑ k P(k | |j) ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ; k ) ; čďě ććěďěŋż şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ P(k | |j) = |⟨k|U_j|0⟩|^2. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ĺğňěřěŋĺ£ (łăł őŋő ążńő őŕřěďěńěŋő ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě) P(k | |j) = ‹_{kj}, ŕő¡šőňş šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋżľ ŕřőűěśś ňőęŋő ŋăğćăšĳ Àćěřő£šŋőśšŋżň ĺğňěřěŋĺěňÁ. Ććěď-ěŋŋżě šăłĺň őąřăğőň łćăŋšőćżě şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ćěďşš śěą£ łăł őążůŋżě, ěśńĺ řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺğňěř£¿źĺţ őŕěřăšőřőć, ŕőśšřőěŋŋżţ ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě őřšőčőŋăńĳŋőň řăğńőęěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă śőśšő£ŋĺľ (śň. ŋĺęě).

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż ĺğňěř£¿źĺţ őŕěřăšőřőć.

1. Őŕěřăšőř ~(U) = ˝_0 ⊗ I + ˝_1 ⊗ U, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě B ⊗ N , | ĺğňěř£¿źĺľ.

1^′: Ŋěšřĺćĺăńĳŋő, ůšő őŋ ĺğňěř£¿źĺľ ĺ ŕő ćšőřőľ łőňŕőŋěŋšě. Ŕőśłőńĳłş U | şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř, ěčő ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć śşňňş ŕřőěłšőřőć ŋă śőąśšćěŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă: U = ∑ j –_j˝_{Lj} ,

|–_j| = 1. Šőčďă ~(U) = ∑ j(˝_0 + –j˝_1) ⊗ ˝_{Lj} = ∑ j ( 1 0 0 –j ) ⊗ ˝_{Lj} .

Ć ¡šőň śńşůăě şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ řăćŋż P(0 | |j) = 1 ĺ P(1 | |j) = 0, ŕő¡šőňş šăłőľ őŕěřăšőř, ţőš£ ĺ £ćń£ěšś£ ĺğňěř£¿źĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ťăłšĺůěśłĺ ŋĺůěčő ŋě ĺğňěř£ěš.

Ğăňěůăŋĺě ďń£ ťĺğĺłőć. Ŕşśšĳ U | őŕěřăšőř ťăğőćőčő śďćĺčă śćěšă ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ śłćőğĳ śšěłń£ŋŋş¿ ŕńăśšĺŋłş. Ňż ňőęěň řăğďěńĺšĳ ńşů śćěšă ŋă ďćă, ŕřőŕşśšĺć ěčő ůěřěğ ŕőńşŕřőğřăůŋőě ğěřłăńő, ğăšěň őďĺŋ ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ńşůěľ ŕřőŕşśšĺšĳ ůěřěğ śšěłń£ŋŋş¿ ŕńăśšĺŋłş, ă ğăšěň ğăśšăćĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě ć řěğşńĳšăšě ńşůĺ ĺŋšěřťěřĺřőćăšĳ. Ŕő łăřšĺŋě ĺŋšěřťěřěŋűĺĺ ňőęŋő şğŋăšĳ ťăğőćżľ śďćĺč.

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ ćăřĺăŋš ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă. Ăŋăńőčőň ŕőńş-

ŕřőğřăůŋőčő ğěřłăńă ąşďěš śńşęĺšĳ őŕěřăšőř H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) . Łăł

ćĺďŋő ĺğ ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě łăřšĺŋłĺ, ěčő ŋşęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ć ŋăůăńě ĺ ć łőŋűě. Śšřőčő čőćőř£, řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř ¨(U) = (H ⊗ I)~(U)(H ⊗ I):

Ěśńĺ ŋăůăńĳŋżľ ćěłšőř ĺňěěš ćĺď | ⟩ = |”⟩⊗|⟩ (|⟩ ∈ Lj), šő ¨(U)| ⟩ = = |”^′⟩ ⊗ |⟩, čďě

|”^′⟩ = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ( 1 0 0 –j ) 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) |”⟩ = 12 ( 1 + –j 1 − –j 1 − –j 1 + –j ) |”⟩:

Ŕő¡šőňş ¨(U) = ∑ j

Rj 1 2 ( 1 + –j 1 − –j 1 − –j 1 + –j ) ⊗˝_{Lj} . Šěŕěřĳ ŕőďśůĺšăěň şś-

ńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ. Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă şŋĺšăřŋőčő őŕěřăšőřă řăćŋż ŕő ňőďşń¿ 1, ŕő¡šőňş ňőęŋő ŕőńăčăšĳ –j = e^2ıi’^j . Ć řěğşńĳšăšě ĺňěěň P(0 | |j) = |⟨0|R_j|0⟩|^2 = | | |1 + λj 2 | | |^2 = 1 + cos(2πφ) 2 : Ć ďăńĳŋěľÿěň ĺňěŋŋő ś ŕőňőźĳ¿ šăłőčő őŕěřăšőřă ňż ąşďěň őűěŋĺćăšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă. Ďń£ ¡šőčő ŕřĺďěšś£ ąřăšĳ řăğŋżě ąĺšż ć łăůěśšćě ŕěřćżţ śőňŋőęĺšěńěľ (řăğŋżě ÀŕřĺąőřżÁ). Łőŋěůŋő, śńěďşěš şąěďĺšĳś£, ůšő ¡šő łőřřěłšŋő (š. ě., ůšő ćěřő£šŋőśšĺ ąşďşš ŕěřěňŋőęăšĳś£).

Śćőľśšćă ĺğňěř£¿źĺţ őŕěřăšőřőć. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ĺğňěř£¿źĺě őŕěřăšőřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě őďŋőňş ĺ šőňş ęě őřšőčőŋăńĳŋőňş řăğńőęěŋĺ¿ N = ⨁ j Lj.

1. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺğňěř£¿źĺţ őŕěřăšőřőć | ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ěśšĳ ďćă ĺğňěř£¿źĺţ őŕěřăšőřă

W^{(1)} = ∑ j R^{(1)}_j ⊗ ˝_{Lj} ĺ W^{(2)} = ∑ j R^{(2)}_j ⊗ ˝_{Lj} :

Ŕőśłőńĳłş ˝_{Lj} ˝_{Lk} ≠ 0 ⇔ j = k, ĺňěěň

W^{(2)}W^{(1)} = ∑ j R^{(2)}_j R^{(1)}_j ⊗ ˝_{Lj} :

2. Şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ďń£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺğňěř£¿źĺţ Àřăğŋżňĺ ŕřĺąőřăňĺÁ őŕěřăšőřőć ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ąőńěě šőůŋő, ŕşśšĳ R^{(1)} = = ~R^1 ⊗ I, ă R^{(2)} = I ⊗ ~R^2. Šőčďă P(k_1; k_2 | | j) = P_1(k_1 | | j)P_2(k_2 | | j). İšő řăćěŋśšćő śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ĺğ őůěćĺďŋőčő šőęďěśšćă ( ⟨_1| ⊗ ⟨_2| )( U_1 ⊗ U_2 )( |”_1⟩ ⊗ |”_2⟩ ) = ⟨_1|U_1|”_1⟩ ⟨_2|U_2|”_2⟩:

3. Ťőřňşńă ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ. Ŕşśšĳ ěśšĳ ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř W = ∑ R_j ⊗ ˝_{Lj} . Ěśńĺ ŕřĺňěŋĺšĳ ěčő ł śőśšő£ŋĺ¿ |0⟩⟨0| ⊗ ȷ, čďě ȷ ∈

∈ L(N ), šő ćěřő£šŋőśšĳ ŋăąń¿ďěŋĺ£ śőśšő£ŋĺ£ k ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě: P ( W (|0⟩⟨0| ⊗ ȷ)W^†; C (|k⟩) ⊗ N ) = ∑ j P(k | |j)P(ȷ; L_j):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. W ( |0⟩⟨0|⊗ȷ ) W^† = ‚ = ∑ j ( R_j|0⟩⟨0|R^†_j ) ⊗˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} .

Řăŋěě ążńő ďőłăğăŋő, ůšő P ( ‚; C (|k⟩) ⊗ N ) = P ( Tr_N ‚; C (|k⟩) ) . Ďăńěě,

Tr_N ‚ = ∑ j ( R_j|0⟩⟨0|R^†_j ) × Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) : Ŕőśłőńĳłş Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = Tr ( ˝^2_{Lj} ȷ ) = Tr ( ˝_{Lj} ȷ

)_{def}

= P (ȷ; Lj) ;

ŕőńşůăěň ĺśłőňőě ćżřăęěŋĺě P ( ‚; C (|k⟩) ⊗ N ) = ∑ j P(k | j)P(ȷ; L_j). □

Ğăďăůă 11.1. Ďőłăęĺšě ťőřňşńş ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ŋăŕř£ňş¿, ŋě ĺśŕőńĳğş£ ćğ£šĺ£ ůăśšĺůŋőčő śńěďă.

Ğăďăůă 11.2. ÀŐąřăšĺňőě ĺğňěřěŋĺěÁ. Ŕşśšĳ W = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗ Vk | ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř, Vk|0⟩ = ∑ y;z c_{y;z}(k)|y; z⟩. (Ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő őŕěřăšőřż Vk ďěľśšćş¿š ŋă m + s q-ąĺš; ŕěřćżě m q-ąĺš (š. ě. y) | Àŕőńěğŋżľ řěğşńĳšăšÁ, őśšăńĳŋżě s q-ąĺš (š. ě. z) | ÀňşśőřÁ.) Ďőŕşśšĺň, ůšő V ĺğňěř£ěš ŋěłőšőřş¿ ťşŋłűĺ¿ f : {1; : : :; t} → B m ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ ", š. ě.

P(f(k) |k)^{def}= ∑ z |c_{f(k);z}(k)|^2 ⩾ 1 − ":

Ŕőśšřőľšě c ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň W ĺ W^{−1} łćăŋšőćş¿ śţěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă, řěăńĺğş¿źş¿ ś šőůŋőśšĳ¿ O("^1=^2) ŋőćżľ ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř U = t∑ k=1 ˝_{Lk} ⊗ Qf_(k_) ; čďě Qv|y⟩ = |y ⊕ v⟩:

(Řăğřěÿăěšś£ Àąřăšĳ ŋăŕřőłăšÁ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě q-ąĺšż.)

12. Ążśšřżě łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż

Ěďĺŋśšćěŋŋőě ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ĺśŕőńĳğőćăŋĺě łćăŋšőćżţ śćőľśšć ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ, łőšőřőě ňż şęě řăśśňőšřěńĺ, | ¡šő řěÿěŋĺě şŋĺćěřśăńĳŋőľ ŕěřěąőřŋőľ ğăďăůĺ ăńčőřĺšňőň Čřőćěřă, ĺğńőęěŋŋżň ć řăğďěńě 8.1. Ł śőęăńěŋĺ¿, ŕřĺ ¡šőň ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě şśłőřěŋĺě. Ŕő¡šőňş ŋĺłăłĺţ śěřĳ-ěğŋżţ śńěďśšćĺľ ďń£ šěőřĺĺ śńőęŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ (šĺŕă BQP ⊃ BPP) ăńčőřĺšň Čřőćěřă ŋě ďă-ěš. Ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ŋěš ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřěćőśţőď£š ŕő śłőřőśšĺ łńăśśĺůěśłĺě ćěřő£šŋőśšŋżě. Ŋő ěśšĳ łőśćěŋŋżě śćĺďěšěńĳśšćă ć ŕőńĳğş šăłőčő şšćěřęďěŋĺ£. Ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ | ŕřĺňěř ğăďăůĺ ś őřăłşńőň (š. ě. ŕřőűěďşřőľ šĺŕă Àů-ěřŋőčő £źĺłăÁ), ďń£ łőšőřőľ śşźěśšćşěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň, ć šő ćřěň£ łăł ń¿ąőľ łńăśśĺůěśłĺľ ćěřő£šŋőśšŋżľ ăńčőřĺšň ¡łśŕőŋěŋűĺăńěŋ.^{14)} İšőš ŕřĺňěř, ŕőśšřőěŋŋżľ Ď. Śăľňőŋőň [42], ŋăğżćăěšś£ ğăďăůěľ ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć (Z_2)k. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż řěÿĺň šăłęě ğăďăůş ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć Zk, őąőąźă¿źş¿ ćśě řěğşńĳšăšż ĺğ ¡šőčő řăğďěńă.

Ğăďăůă ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě. Ŕşśšĳ G | łőŋěůŋă£ čřşŕŕă, ŕřĺů-ěň ğăďăŋő ŋěłőšőřőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ¡ńěňěŋšőć G ďćőĺůŋżňĺ śńőćăňĺ. Ĺňěěšś£ şśšřőľśšćő (őřăłşń), ćżůĺśń£¿źěě ťşŋłűĺ¿ f : G → Bn śő śńěďş- ¿źĺň śćőľśšćőň:

f(x) = f(y) ⇐⇒ x − y ∈ D; (12.1) čďě D ⊆ G | ŋěłőšőřă£ ğăřăŋěě ŋěĺğćěśšŋă£ ŕőďčřşŕŕă. Ŋşęŋő ŋăľšĺ ¡šş ŕőďčřşŕŕş.

12.1. Ğăďăůă ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć (Z2)k. Ňż řăśśňőšřĺň śťőřňşńĺřőćăŋŋş¿ ćżÿě ğăďăůş ć śńşůăě G = (Z_2)k. İńěňěŋšż ¡šőľ čřşŕŕż

14)Śńěďşěš ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő śńőęŋőśšĳ ğăďăů ś őřăłşńőň ůăśšő őšńĺůăěšś£ őš śńőęŋőśšĺ őążůŋżţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăďăů. Łńăśśĺůěśłĺľ ŕřĺňěř | šěőřěňă ő šőň, ůšő IP = PSPACE [36, 37]. Őřăłşńĳŋżľ ăŋăńőč ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋěćěřěŋ [30] !

ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śšřőłăňĺ ďńĺŋż k ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű; čřşŕŕőćă£ őŕěřăűĺ£ | ŕőąĺšőćőě śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2.

Ńěčłő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋěńĳğ£ ążśšřő ŋăľšĺ Àśłřżšş¿ ŕőďčřşŕŕşÁ ŋă łńăśśĺůěśłőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňăÿĺŋě. (Łńăśśĺůěśłă£ ňăÿĺŋă ŕőśżńăěš ŋă ćţőď Àů-ěřŋőčő £źĺłăÁ śšřőłĺ x_1; : : :; xl ĺ ŕőńşůăěš őšćěšż y_1; : : :; y_l. Łăęďżľ śńěďş¿źĺľ ćőŕřőś x_j ğăćĺśĺš őš ŕřěďżďşźĺţ őšćěšőć y_1; : : :; yj_{−1} ĺ ŋěłőšőřőčő śńşůăľŋőčő ůĺśńă r.)

Şšćěřęďěŋĺě 12.1. Ŕşśšĳ n ⩾ k. Ďń£ ń¿ąőčő łńăśśĺůěśłőčő ćěřő- £šŋőśšŋőčő ăńčőřĺšňă, ďěńă¿źěčő ŋě ąőńěě 2k=^2 őąřăźěŋĺľ ł őřăłşńş, śşźěśšćşěš ŕőďčřşŕŕă D ⊆ (Z_2)k ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ ťşŋłűĺ£ f : (Z_2)^k → B^n, ďń£ łőšőřőľ ăńčőřĺšň őÿĺąăěšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 1=3.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ őďŋőľ ĺ šőľ ęě ŕőďčřşŕŕż D śşźěśšćşěš ŋěśłőńĳłő řăğńĺůŋżţ őřăłşńőć f. Ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ćżąĺřăěšś£ śńşůăľŋő ĺ řăćŋőćěřő£šŋő. (Ěśńĺ ăńčőřĺšň őÿĺąăěšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 1=3 ŕřĺ śńşůăľŋőň őřăłşńě, šő őŋ šăłęě ąşďěš őÿĺąăšĳś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 1=3 ŕřĺ łăłőň-ŋĺąşďĳ łőŋłřěšŋőň őřăłşńě.) Śńşůăľŋżľ őřăłşń őąńăďăěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ őůěřěďŋőľ őšćěš yj ŋě śőćŕăďăěš ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ ŕřěďżďşźĺţ őšćěšőć y_1; : : :; yj_{−1}, šő őŋ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěń-ěŋ ŋă ňŋőęěśšćě B^n\{y_1; : : :; y_{j−1}}. Šăłĺň őąřăğőň, śńşůăľŋżľ őřăłşń ¡łćĺćăńěŋšěŋ şśšřőľśšćş ś ŕăň£šĳ¿, łőšőřőě ŋă ćőŕřőś xj ćżďăěš ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő s_j ⩽ j, šăłőě ůšő x_j − x_{sj} ∈ D. Łńăśśĺůěśłş¿ ňăÿĺŋş ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ šăłĺň őąřăğőň, ůšő őŋă śăňă ąşďěš ŕřőĺğćőďĺšĳ śńşůăľŋżľ ćżąőř y_j ∈ B^n \{y_1; : : :; y_{j−1}}, łőčďă s_j = j.

Ŕşśšĳ ůĺśńő ćőŕřőśőć ł őřăłşńş řăćŋő l ⩽ 2k=^2. Ąěğ şňěŋĳÿěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ćśě ćőŕřőśż řăğńĺůŋż. Ć śńşůăě D = {0} ćśě őšćěšż šăłęě řăğńĺůŋż, šő ěśšĳ sj = j ďń£ ćśěţ j. Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň śńşůăľ D = {0; z}, čďě z ćżąĺřăěšś£ śńşůăľŋő ś řăćŋőňěřŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż (Z_2)k. Šőčďă, ŋěğăćĺśĺňő őš ĺśŕőńĳğşěňőčő ăńčőřĺšňă, sj = j c ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1 − (j − 1)=(2k − 1). Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1 − l(l − 1)=(2(2k − 1)) > 1=2 ¡šő ĺňěěš ňěśšő ďń£ ćśěţ j = 1; : : :; l. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ş ŋăś ěśšĳ ďćă śńşůăľŋżţ ŕăřăňěšřă: z ĺ r. Ňż ňőęěň ğăťĺłśĺřőćăšĳ z šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšőć sj = j (ďń£ ćśěţ j) ŕő-ŕřěęŋěňş ążńă ąőńĳÿě 1=2. Ŕőśňőšřĺň, ůšő ąşďěš ďěńăšĳ łńăśśĺůěśłă£ ňăÿĺŋă ć ¡šőň śńşůăě. Ěśńĺ őŋă ćżďăěš őšćěš ÀD = {0}Á ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 2=3, ŕőńőęĺň D = {0; z} | šőčďă ćżďăćăěňżľ őšćěš ąşďěš ŋěćěřŋżň ś ćěřő- £šŋőśšĳ¿ > (2=3) · (1=2) = 1=3. Ěśńĺ ęě ćěřő£šŋőśšĳ őšćěšă ÀD = {0}Á ňěŋĳÿě 2=3, ŕőńőęĺň D = {0}. □

Šěŕěřĳ őŕřěďěńĺň łćăŋšőćżľ ăŋăńőč őŕĺśăŋŋőčő ćżÿě şśšřőľśšćă. Śőőšćěšśšćş¿źĺľ łćăŋšőćżľ őřăłşń | ¡šő şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U : |x; y⟩ → |x; y ⊕ f(x)⟩: (12.2) (⊕ őąőğŋăůăěš ŕőąĺšőćőě śńőęěŋĺě). Ğăňěšĺň, ůšő łćăŋšőćżľ őřăłşń ďőŕşśłăěš ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ řăğŋżţ ćőŕřőśőć, ŕő¡šőňş ěčő ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ąőńěě ¡ťťěłšĺćŋő, ůěň łńăśśĺůěśłĺľ őřăłşń.

Ŕşśšĳ Ě = G=D, ă E^∗ | čřşŕŕă ţăřăłšěřőć ŋă E, š. ě. čőňőňőřťĺğňőć E → U(1). Ć śńşůăě G = (Z_2)k čřşŕŕş E^∗ ňőęŋő őţăřăłšěřĺğőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

E^∗ = {h ∈ (Z_2)^k : ∀ z ∈ (Z_2)^k (h · z = 0)};

čďě h · z őąőğŋăůăěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2. (Śőőšćěšśšćş¿źĺľ h ţăřăłšěř ĺňěěš ćĺď z → (−1)h^·z.) Ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ŕőřőďĺšĳ śńşůăľŋżľ ¡ńěňěŋš h ∈ E^∗, ĺśŕőńĳğş£ őŕěřăšőř U. Ŕőřőďĺć ďőśšăšőůŋő ňŋőčő śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ňż ŋăľďěň čřşŕŕş E^∗, ĺ, šěň śăňżň, ĺśţőďŋş¿ ŕőďčřşŕŕş D.

Ŋăůŋ-ěň ś šőčő, ůšő ŕřĺčőšőćĺň śőśšő£ŋĺě |⟩ = 2^{−k=2} ∑ x∈G |x⟩ = H^{⊗k}|0^k⟩

ć őďŋőň łćăŋšőćőň řěčĺśšřě. Ćő ćšőřőľ řěčĺśšř ŕőňěśšĺň śőśšő£ŋĺě |0n⟩ ĺ ŕřĺňěŋĺň őŕěřăšőř U. Ğăšěň ćżąřőśĺň ćšőřőľ řěčĺśšř, š. ě. ŋě ąşďěň ěčő ąőńĳÿě ĺśŕőńĳğőćăšĳ. Ŕőńşůĺšś£ śňěÿăŋŋőě śőśšő£ŋĺě ȷ = Tr_2 ( U(|⟩⟨| ⊗ |0^n⟩⟨0^n|)U^† ) = 2^−k ∑ x;y:x−y∈D |x⟩⟨y|: Šěŕěřĳ ŕřĺňěŋĺň őŕěřăšőř H^⊗k:

‚ = H^{⊗k}ȷH^{⊗k} = 2^{−2k} ∑ a;b ∑ x;y:x−y∈D

(−1)a^·x^−b^·y|a⟩⟨b|:

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă ∑ x;y:x−y∈D

(−1)a^·x^−b^·y őšńĺůŋă őš ŋşń£ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă a = b ∈ E^∗. Šăłĺň őąřăğőň, ‚ = 1_{|E∗|} ∑ a∈Ě^∗ |a⟩⟨a|: İšő ć šőůŋőśšĺ ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ ďń£ śńşůăľŋőčő řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋőčő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż E^∗. Šěŕěřĳ őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďş¿źěľ ńěňňőľ, łőšőřş¿ ňż śťőřňşńĺřşěň ć ćĺďě ğăďăůĺ.

Ğăďăůă 12.1. Ŕşśšĳ h_1; : : :; hl | ŋěğăćĺśĺňżě śńşůăľŋżě řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżě ¡ńěňěŋšż ăąěńěćőľ čřşŕŕż X. Ďőłăęĺšě, ůšő őŋĺ ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş X c ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1 − |X|=2l.

Šăłĺň őąřăğőň, ďőśšăšőůŋő 2k śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ůšőąż ŕőřőďĺšĳ ćś¿ čřşŕŕş E^∗ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ 2^−k. (Šăłă£ ňăńěŋĳłă£ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ŕőńşůăěšś£ ąěğ őśőążţ ğăšřăš ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś 1=3. Ůšőąż śďěńăšĳ ě-ě ěź-ě ňěŋĳÿě, ¡ťťěłšĺćŋěě ćśěčő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śšăŋďăřšŋőľ ŕřőűěďşřőľ: ŕőćšőřĺšĳ ćśě ćżůĺśńěŋĺě ŋěśłőńĳłő řăğ ĺ ćżąřăšĳ ŋăĺąőńěě ůăśšő ćśšřěůă¿źĺľś£ őšćěš).

Ŕőďćěď-ěň ĺšőč: ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ Àśłřżšőľ ŕőďčřşŕŕżÁ D šřěąşěšś£ O(k) őąřăźěŋĺľ ł łćăŋšőćőňş őřăłşńş. Ć űěńőň ăńčőřĺšň ĺňěěš śńőęŋőśšĳ O(k^3).

12.2. Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋăţőęďěŋĺě ŕěřĺőďă őšŋőśĺšěńĳŋő ćőğćěďěŋĺ£ ć śšěŕěŋĳ. Ćšőřőě śćĺďěšěńĳśšćő ć ŕőńĳğş čĺŕőšěğż BQP ⊃ BPP | ążśšřżě łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż řăğńőęěŋĺ£ ůĺśńă ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ďĺśłřěšŋőčő ńőčăřĺťňă. Őŋĺ ążńĺ ŋăľďěŋż Ŕ. Ÿőřőň [38]. Őąśşďĺň ŕőłă ŕěřćş¿ ĺğ ¡šĺţ ďćşţ ğăďăů.

Ťăłšőřĺğăűĺ£ ůĺśńă. Ďăŋő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő y. Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ěčő řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ y = p^{¸1}_1 p^{¸2}_2 · : : : · p^{¸k}_k :

İšă ğăďăůă śůĺšăěšś£ śńőęŋőľ ŋăśšőńĳłő, ůšő ŋă ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ ő šřşďŋőśšĺ ě-ě řěÿěŋĺ£ őśŋőćżćă¿šś£ ŕřăłšĺůěśłĺě ăńčőřĺšňż łřĺŕšőčřăťĺĺ. Ś šěőřěšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŕőńőęěŋĺě ŋěśłőńĳłő ţşęě: ŋěĺğćěśšŋő ŋĺ śćěď«ěŋĺě ł ğăďăůě ťăłšőřĺğăűĺĺ ğăďăů ĺğ łńăśśă NP, ŋĺ ďřşčĺě Àŕř£ňżěÁ śćĺďěšěńĳśšćă ć ŕőńĳğş ě-ě śńőęŋőśšĺ. (Śńőćő Àŕř£- ňżěÁ ćğ£šő ć łăćżůłĺ ĺğ-ğă šőčő, ůšő ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ŋěĺğćěśšěŋ őšćěš ŋă ćőŕřőś P^?= NP.) Šăłĺň őąřăğőň, ŕřěďŕőńőęěŋĺě ő śńőęŋőśšĺ ğăďăůĺ ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕőŕőńŋ£ěš ĺ ąěğ šőčő őąĺńĳŋş¿ łőńńěłűĺ¿ ŋěďőłăğăŋŋżţ čĺŕőšěğ ć ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ šěőřĺĺ śńőęŋőśšĺ. Łőńĺůěśšćő šăłĺţ čĺŕőšěğ ţőůěšś£ ŕő ćőğňőęŋőśšĺ şňěŋĳÿăšĳ. Ć ¡šőň ĺ śőśšőĺš őśŋőćŋă£ űěŋŋőśšĳ řěğşńĳšăšă Ÿőřă | ěśńĺ śőćěřÿĺšĳ őďĺŋ Àăłš ćěřżÁ ĺ şćěřőćăšĳ ć śńőęŋőśšĳ ğăďăůĺ ťăłšőřĺğăűĺĺ, šő ŋěőąţőďĺňőśšĳ ć ěź-ě őďŋőň ăłšě ćěřż (őšŋőśĺšěńĳŋő ą«őńĳÿĺţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ćőğňőęŋőśšěľ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă) őšŕăďăěš.

Ňż ąşďěň śšřőĺšĳ ążśšřżľ łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ŋě ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ťăłšőřĺğăűĺĺ, ă ďń£ řěÿěŋĺ£ ďřşčőľ ğăďăůĺ Ŋăţőęďěŋĺě ŕěřĺőďă, ł łőšőřőľ ğăďăůă ťăłšőřĺğăűĺĺ śćőďĺšś£ ś ŕőňőźĳ¿ łńăśśĺůěśłőčő ćěřő£šŋőśšŋőčő ăńčőřĺšňă.

Ŋăţőęďěŋĺě ŕěřĺőďă. Ĺňěěšś£ ůĺśńő q, ğăŕĺśżćă¿źěěś£ ŋě ąőńěě ůěň n ďćőĺůŋżňĺ űĺťřăňĺ (1 ⩽ q < 2n) ĺ ůĺśńő a šăłőě, ůšő a < q,

(a; q) = 1 ((a; q) őąőğŋăůăěš ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ). Ŋşęŋő ŋăľšĺ ŕěřĺőď a őšŋőśĺšěńĳŋő q, š. ě. šăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő t, ůšő at ≡ 1 (mod q).

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕěřĺőď | ¡šő ŕőř£ďőł ůĺśńă a ć ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ čřşŕŕě ćżůěšőć (Z=qZ)^∗. Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ŕěřĺőď ůĺśńă a őšŋőśĺšěńĳŋő q łăł perq(a).

Ŋĺęě ňż ŕőśšřőĺň łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ő ŋăţőęďěŋĺĺ ŕěřĺőďă ůĺśńă. Ŋő ŋăůŋ-ěň ś šőčő, ůšő őŕĺÿěň łńăśśĺůěśłőě ćěřő£šŋőśšŋőě śćěď«ěŋĺě ğăďăůĺ ťăłšőřĺğăűĺĺ ł ğăďăůě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă. Ůĺšăšěń¿ šăłęě ŕřěďńăčăěšś£ ćśŕőňŋĺšĳ ćěřő£šŋőśšŋżľ šěśš ŕřőśšőšż ůĺśńă, ĺğńőęěŋŋżľ ć ŕěřćőľ ůăśšĺ (śň. řăğďěń 3.3).

12.3. Śćěďěŋĺě ťăłšőřĺğăűĺĺ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ ŕěřĺőďă. Ĺšăł, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şňěěň řěÿăšĳ ğăďăůş ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă. §śŋő, ůšő ťăłšőřĺğăűĺ¿ ůĺśńă y ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ O(log y) řăğ ŕőďŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ŕő ń¿ąőňş śőśšăćŋőňş ůĺśńş ćżůĺśń£ěš łăłőľ-šő ěčő ďěńĺšěńĳ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿, ŋě ňěŋĳÿěľ 1=2. (Łőŋěůŋő, ŋşęŋă šăłęě śšăŋďăřšŋă£ ŕřőűěďşřă şśĺńěŋĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ, őŕĺśăŋŋă£ ŋă ś. 38.)

Ŕřőűěďşřă ŋăţőęďěŋĺ£ ďěńĺšěń£. Ćţőď: ůĺśńő y.

Ÿăč 1. Ŕřőćěř£ěň ů-ěšŋőśšĳ y. Ěśńĺ y | ů-ěšŋőě, šő ćżďă-ěň őšćěš À2Á, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 2.

Ÿăč 2. Ŕřőćěř£ěň, ĺğćńěłăěšś£ ńĺ ĺğ y ŋăűěńő łőřěŋĳ k-ľ śšěŕěŋĺ ŕřĺ k = 2; : : :; log_2 y. Ěśńĺ y = mr, šő őšćěš ÀmÁ, ĺŋăůě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 3.

Ÿăč 3. Ćżąĺřăěň śńşůăľŋőě a śřěďĺ ůĺśěń őš 1 ďő y, ćżůĺśń£ěň r = per_y(a) (ĺśŕőńĳğş£ ĺňě¿źĺľś£ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ăńčőřĺšň ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă) ĺ, ěśńĺ r | ŋěů-ěšŋőě, šő őšćěš Ày | ŕřőśšőěÁ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŋăţőďĺň d = (ar=^2 − 1; y) (śłăęěň, ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă) ĺ ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 4.

Ÿăč 4. Ěśńĺ d > 1, šő őšćěš ÀdÁ, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě őšćěš Ày | ŕřőśšőěÁ.

Ăŋăńĺğ ŕřőűěďşřż ŋăţőęďěŋĺ£ ďěńĺšěń£. Ďőłăęěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ďěńĺšěńĳ ůĺśńă y ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕřőűěďşřż ŋăţőęďěŋĺ£ ďěńĺšěń£ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 1−1=2k^{−1}, čďě k | ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ďěńĺšěńěľ y. (Ğăňěšĺň, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ¡šă ćěřő£šŋőśšĳ řăćŋă 0 ďń£ ŕřőśšőčő y, šăł ůšő ďăŋŋă£ ŕřőűěďşřă ňőęěš šăłęě ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺ łăł šěśš ŕřőśšőšż ůĺśńă.) Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ŋăň ŕőšřěąşěšś£ łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ ĺ šőš ťăłš, ůšő ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ čřşŕŕă ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ p¸, čďě p ŕřőśšőě, | űĺłńĺůěśłă£ (śň. [2, Čń. 6, §3]).

Ěśńĺ r = pery(a) | ů-ěšŋőě, šő (ar=^2 + 1)(ar=^2 − 1) ≡ 0 (mod y). Šăł ůšő ć ¡šőň śńşůăě ŕřőűěďşřă ćżďăśš őšćěš Ày | ŕřőśšőěÁ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ar=^2 ≡ −1 (mod y).

Ğăŕĺÿěň řăğńőęěŋĺě y ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ y = ∏k j=1 p^{¸j}_j ĺ ććěď-ěň őąőğŋăůěŋĺ£

a_j ≡ a (mod p^{¸j}_j ); r_j = per_{(p}αj_{j )} a_j = 2^{sj} r^′_j; čďě r^′_j | ŋěů-ěšŋőe:

Ďőłăęěň, ůšő ŕřőűěďşřă ćżďă-ěš őšćěš Ày | ŕřőśšőěÁ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă s_1 = s_2 = : : : = sk. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ s_1 = s_2 = : : : = = sk = 0, šő r ŋěů-ěšŋő (ŕőśłőńĳłş r | ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ćśěţ rj). Ěśńĺ s_1 = s_2 = : : : = sk ⩾ 1, šő ar^j =^2j ≡ −1 (mod p¸^jj ) (ĺśŕőńĳğşěň űĺłńĺůŋőśšĳ (Z=p¸^jj Z)^∗), ă, ğŋăůĺš, ĺ ar=^2 ≡ −1 (mod y) (ĺśŕőńĳğşěň łĺšăľśłş¿ šěőřěňş őą őśšăšłăţ). Ŋăőąőřőš, ěśńĺ ŋě ćśě sj řăćŋż, šő ŕřĺ ŋěłőšőřőň m ŕőńşůĺň ar=^2m ≡ 1 (mod p¸^mm ), š. ě. ar=^2 ≢ −1 (mod y).

Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ śńşůăľŋżľ řăćŋőňěřŋżľ ćżąőř a ěśšĳ šő ęě śăňőě, ůšő ŋěğăćĺśĺňżľ śńşůăľŋżľ řăćŋőňěřŋżľ ćżąőř ćśěţ aj. Őűěŋĺň ďń£ ŋěłőšőřőčő s ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ s_1 = s ŕřĺ ŋěğăćĺśĺňőň ćżąőřě a_1. Ŕşśšĳ p¸^1_1 − 1 = 2tq, čďě q | ŋěů-ěšŋőě, g | őąřăğş¿źă£ (űĺłńĺůěśłőľ) čřşŕŕż (Z=p¸^1_1 Z)^∗. Šőčďă

|{a_1 : s_1 = s}| = |{g^{2t−sm} : m | ŋěů-ěšŋőě}| = = { q; ěśńĺ s = 0;

(2s − 2s^{−1})q; ěśńĺ s > 0;

ŕő¡šőňş ćěřő£šŋőśšĳ s_1 = s ŋě ąőńĳÿě 1=2. Őšś¿ďă śńěďşěš ĺśłőňă£ őűěŋłă ćěřő£šŋőśšĺ şśŕěţă ćśěľ ŕřőűěďşřż ŋăţőęďěŋĺ£ ďěńĺšěń£: ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ s_1 = s_2 = : : : = sk ŋě ćżÿě 1=2k^{−1}, ŕő¡šőňş ś ćěřő- £šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě 1 − 1=2k^{−1} ŕřőűěďşřă ŋăţőęďěŋĺ£ ďěńĺšěń£ ŋăľď-ěš ďěńĺšěńĳ y.

12.4. Łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă: őśŋőćŋă£ ĺďě£.

Řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ćżůěšă ŋă a, ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ŕřăćĺńş Ua : |x⟩ → |ax mod q⟩. (Ąőńěě łőřřěłšŋőě őąőğŋăůěŋĺě | Uq;a, őďŋăłő ůĺśńő q ŋě ňěŋ£ěšś£ ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěčő ćżůĺśńěŋĺ£, ŕő¡šőňş ňż őŕşśłăěň ěčő ć ĺŋďěłśăţ). İšőš őŕěřăšőř ŕěřěśšăćń£ěš ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŕřĺ 0 ⩽ x < q (ŋăŕőňŋĺň, ůšő (a; q) = 1). Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŋă őśšăńĳŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ őŋ ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő, Ua : |x⟩ → |x⟩ ŕřĺ x ⩾ q.

Ŕőśłőńĳłş ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ćżůěšőć ěśšĳ őążůŋă£ ąşńěćă śţěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő | O(n^2) | řăğňěřă, šő śşźěśšćşěš ĺ łćăŋšőćă£ śţěňă ŕřĺňěřŋő šăłőčő ęě řăğňěřă (ĺśŕőńĳğş¿źă£ ŋăŕřőłăš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě q-ąĺšż, łăł ¡šő őąž£śŋ£ńőśĳ řăŋĳÿě).

Ŕěřěśšăŋőćłă, łőšőřş¿ ğăďă-ěš őŕěřăšőř Ua, řăğąĺćăěšś£ ŋă űĺłńż. Űĺłń, śőďěřęăźĺľ a, śőďěřęĺš ĺ 1 (ŕőśńě perq(a)−1 ĺšěřăűĺľ ňż ŕőŕăďăěň ĺğ a ć 1). Ăńčőřĺšň, ő łőšőřőň ŕőľď-ěš řěůĳ, ŋăůĺŋăěš ś śőśšő£ŋĺ£ |1⟩ ĺ ŕřĺňěŋ£ěš ł ŋěňş őŕěřăšőř Ua ŕő ňŋőčş řăğ. Ŋő ğă ŕřěďěńż őřąĺšż

a (űĺłńă ŕěřěśšăŋőćłĺ, łőšőřőňş ŕřĺŋăďńěęĺš a) ňż šăłĺňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ŋě ćżľďěň. Ŕő¡šőňş řăśśňőšřĺň őčřăŋĺůěŋĺě őŕěřăšőřă Ua ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě őřąĺšőľ a.

Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ďń£ Ua : –k = e^2ıi^·k=t, čďě t | ŕěřĺőď.

Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ďń£ Ua : |a;k⟩ = 1√ t t−1∑ m=0 e^{−2ıi·km=t}|a^m⟩.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋăŕĺśăŋŋżě ćěłšőřż ďěľśšćĺšěńĳŋő śőąśšćěŋŋżě. Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă a ŕřĺćőďĺš ł śďćĺčş ĺŋďěłśőć ć śşňňě. Ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ŕěřěňěŋŋş¿ śşňňĺřőćăŋĺ£, ůšőąż şśšřăŋĺšĳ ¡šőš śďćĺč, ŕőńşůĺň ňŋőęĺšěńĳ e^2ıi^·k=t.

Ěśńĺ ąż ňż ňőčńĺ ĺğňěř£šĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă Ua, šő ŕőńşůăńĺ ąż ůĺśńă k=t. Śŋăůăńă řăğąěř-ěň, łăł ¡šő ňőęěš ŋăň ŕőňőůĳ ć ŋăţőęďěŋĺĺ ŕěřĺőďă.

Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ňăÿĺŋă M, łőšőřă£ ŕřĺ łăęďőň ğăŕşśłě ćżďăěš ŋăň ůĺśńő k=t, čďě t | ĺśłőňżľ ŕěřĺőď, ă k | řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěń-ěŋŋőě ŋă ňŋőęěśšćě {0; : : :; t − 1} śńşůăľŋőě ůĺśńő. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő k=t ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ k^′=t^′ (ěśńĺ ąż ňăÿĺŋă ćżďăćăńă ůĺśńő ć ćĺďě k=t, šő ćőőąźě ŋě ążńő ąż ŕřőąńěň).

Ŕőńşůĺć ŋěśłőńĳłő ďřőąěľ šăłőčő ćĺďă k^′_1=t^′_1; k^′_2=t^′_2; : : :; k^′l=t^′l, ňőęŋő ś ąőńĳÿőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋăľšĺ ůĺśńő t, ŕřĺćőď£ ¡šĺ ďřőąĺ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿.

Ńěňňă. Ěśńĺ ŕőńşůěŋő l ďřőąěľ, šő ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ĺţ ğŋăňěŋăšěńěľ őšńĺůŋő őš t, ňěŋĳÿě 3 · 2^−l.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďřőąĺ k^′_1=t^′_1; : : :; k^′l=t^′l ŕőńşůă¿šś£ śőłřăźěŋĺěň ďřőąěľ k_1=t; : : :; kl=t (š. ě. k^′j=t^′j = kj=t), čďě k_1; : : :; kl | ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěń-ěŋŋżě śńşůăľŋżě ůĺśńă. Ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šĺ ůĺśńă ążńĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šőčďă ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě t^′_1; : : :; t^′_l ąşďěš řăćŋő t.

Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő k_1; : : :; kl ĺňě¿š őąźĺľ ŕřőśšőľ ďěńĺšěńĳ p, ŋě ąőńĳÿě, ůěň 1=pl. Ŕő¡šőňş ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ŋě t ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ∞∑ k=2 1 kl < 3 · 2^{−l} (¡šă śşňňă

ğăćěďőňő ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćśě ŕřőśšżě, ňěŋĳÿĺě t). □

Šěŕěřĳ ąşďěň śšřőĺšĳ ňăÿĺŋş M. Őŋă ďőńęŋă śőďěřęăšĳ śţěňş, ĺğňěř£¿źş¿ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă Ub ďń£ ń¿ąőčő b (ă ŋě šőńĳłő ďń£ b = a | ůĺśńă, ďń£ łőšőřőčő ĺźěšś£ ŕěřĺőď). Šőůŋěě čőćőř£, ŋăň ŋşęěŋ őŕěřăšőř U : |b; x⟩ → |b; bx mod q⟩, ěśńĺ (b; q) = 1. Łăł őŕěřăšőř U ďěľśšćşěš ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ, ŋěćăęŋő. Ěčő ňőęŋő ďőőŕřěďěńĺšĳ ń¿ążň ćżůĺśńĺšěńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżň śŕőśőąőň. Ŋă śăňőň ďěńě, ćśě ŕřĺćěď-ěŋŋżě řăŋěě řăśśşęďěŋĺ£ őą ĺňĺšăűĺĺ łńăśśĺůěśłĺţ śţěň łćăŋšőćżňĺ śőţřăŋ£¿š śĺńş ĺ ďń£ ĺňĺšăűĺĺ śţěň, ćżůĺśń£¿źĺţ ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě ťşŋłűĺĺ.

Ğăďăůă 12.2. Ĺśŕőńĳğş£ őŕěřăšőř U, řěăńĺğşľšě őŕěřăšőř ~(Ub) ďń£ ń¿ąőčő b, ćğăĺňŋő ŕřőśšőčő ś q.

Őąőğŋăůĺň La;k = C (|a;k ⟩) (ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě |a;k⟩), šőčďă ĺśłőňă£ śţěňă ďőńęŋă řěăńĺğőćżćăšĳ ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř

W =^{t−1} ∑ k=0 V_{a;k} ⊗ ˝_{La,k} ś őŕěřăšőřăňĺ V_{a;k} ćĺďă |0⟩ → ∑ y;z c_{y;z}|y; z⟩,

čďě y | ŋěłőšőřă£ ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, ă z | ňşśőř. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő P ( k t | | | k )_{def} = ∑ z | | | ⟨ k t ; z | | |V_{a;k} | | |0 ⟩| |^2 ⩾ 1 − ";

čďě kt őąőğŋăůăěš ŋěśőłřăšĺňş¿ ďřőąĳ, ŕřěďśšăćń£¿źş¿ řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő k=t.

Ŕőśšřőěŋĺě šăłőľ ĺğňěř£¿źěľ śţěňż ďőćőńĳŋő śńőęŋőě, ŕő¡šőňş ćŋăůăńě őąž£śŋĺň, łăł ĺğ ŋě-ě śšřőĺšś£ ňăÿĺŋă M. Ćőğĳň-ěň śőśšő£ŋĺě |1⟩ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő. Ŕř£ňőě ćżůĺśńěŋĺě (ůĺšăšěń¿ řěłőňěŋďşěšś£ ěčő ŕřőďěńăšĳ) ŕőłăğżćăěš, ůšő |1⟩ = 1√ t ∑t_{−1} k=0 |k⟩. İšő řăćěŋśšćő

čăřăŋšĺřşěš řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ůĺśńĺšěńěľ ďřőąěľ. Ŕřőćěď-ěň ĺğňěřěŋĺě ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ, šőčďă ŕő ťőřňşńě ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ŕőńşůăěň P ( W (|0⟩ ⊗ |1⟩); y ) = ∑ k P(y | |k) P(|1⟩; L_k):

Ćěřő£šŋőśšĺ ćśěţ |k⟩ řăćŋż: P(|1⟩; Lk) = |⟨k|1⟩|^2 = 1=t, ă şłăğăŋŋőě ćżÿě śćőľśšćő şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ čăřăŋšĺřşěš ŋăň, ůšő ś ćěřő- £šŋőśšĳ¿ 1 − " ąşďěš ŕőńşůăšĳś£ kt . Łăł ąşďěš ćĺďŋő ć ďăńĳŋěľÿěň, ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ W ňőęŋő śďěńăšĳ ćěńĺůĺŋş " śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ.

Şśńőćŋő řăąőšş ňăÿĺŋż M ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě šăłőčő ŕřőűěśśă:

|1⟩ −→ śńşůăľŋżľ ćżąőř k (ąőč, ĺčřă¿źĺľ ć łőśšĺ) |a,k⟩ −−−→ ĺğňěřěŋĺě W ıı1PPq

y ≠^k_t } < ";

y =^k_t } > 1 − ":

(Cńşůăľŋżľ ćżąőř k ŕřőĺśţőďĺš śăň ŕő śěąě, ąěğ ŕřĺňěŋěŋĺ£ łăłőčő ąż šő ŋĺ ążńő őŕěřăšőřă. Ŕřőśšő ťőřňşńă ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ şśšřőěŋă šăł, łăł ąşďšő ďő ŋăůăńă ĺğňěřěŋĺ£ čěŋěřĺřşěšś£ śńşůăľŋőě k, łőšőřőě ğăšěň őśšăěšś£ ŕőśšő£ŋŋżň. Řăğşňěěšś£, ťőřňşńă şśńőćŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ćěřŋă šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŕěřăšőř W £ćń£ěšś£ ĺğňěř£¿źĺň ďń£ ğăďăŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć La;k).

12.5. Ŕőśšřőěŋĺě ĺğňěř£¿źěčő őŕěřăšőřă. Šěŕěřĳ ąşďěň śšřőĺšĳ őŕěřăšőř, ĺğňěř£¿źĺľ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă Ua. Łăł şęě ążńő śłăğăŋő, ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ĺğşůěŋĺěň ďěľśšćĺ£ ¡šőčő őŕěřăšőřă ŋă ćţőď |_{a;k}⟩. Ŕőśšřőěŋĺě řăğďěń£ěšś£ ŋă šřĺ ¡šăŕă.

1. Ĺźěň ĺŋťőřňăűĺ¿ ő –k = e^2ıi’^k , čďě ’k = kt mod 1 (śň. 12.5.1).

2. Ńőłăńĺğşěň ğŋăůěŋĺě ’ ś ŋěąőńĳÿőľ šőůŋőśšĳ¿. Śăňőě ćřěň£ ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ćő ćśěţ ŕřĺćőďĺňżţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ěśšĳ ďćă ŕăřăňěšřă: ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ " ĺ šőůŋőśšĳ ‹. Ňż ŕőńşůăěň ŋěłőšőřőě ůĺśńő z łăł řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£, ŕřĺ ¡šőň ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńőćĺě Pr[|z − ’k| > ‹] ⩽ ". Ŕőłă ŋăś şśšřőĺš ŋěąőńĳÿă£ šőůŋőśšĳ, śłăęěň, ‹ = 1=8 (śň. 12.5.2).

3. Ďăńěě ŋşęŋő şćěńĺůĺšĳ šőůŋőśšĳ. Ŋěőąţőďĺňő şňěšĳ őšńĺůăšĳ ďřşč őš ďřşčă ůĺśńă ćĺďă ’ = k=t, čďě 0 ⩽ k < t < 2n. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ k_1=t_1 ≠ k_2=t_2, šő |k_1=t_1 − k_2=t_2| ⩾ 1=t_1t_2 > 1=2^2n. Ŕő¡šőňş, ğŋă£ ğŋăůěŋĺě ’k = k=t ś šőůŋőśšĳ¿ 1=2^2n^{+1}, ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ ěčő ăąśőń¿šŋő šőůŋő (ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ). Ůšőąż śďěńăšĳ ¡šő ¡ťťěłšĺćŋő (ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£), ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăńčőřĺšň űěŕŋżţ ďřőąěľ (śň. 12.5.3).

12.5.1. Łăł ŕőńşůăšĳ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő śőąśšćěŋŋőň ůĺśńě. Ć řăğďěńě 11 ążń ććěď-ěŋ őŕěřăšőř ¨(Ua) = (H ⊗ I)~(Ua)(H ⊗ I), ĺğňěř£¿źĺľ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă. Ć ŋăÿěň śńşůăě –k = e^2ıi’^k , ŕő¡šőňş ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ¡šőš őŕěřăšőř ć ćĺďě

¨(Ua) = ∑ k V_{a;k} ⊗ ˝_{La,k} ; V_{a;k} = 12 ( 1 + e^2ıi’^k 1 − e^2ıi’^k 1 − e^2ıi’^k 1 + e^2ıi’^k ) ;

ă ěčő ďěľśšćĺě ć ćĺďě |0⟩ ⊗ |k⟩^{¨(} Ua) −→ ( 1 + e^2ıi’^k 2 |0⟩ +

1 − e^2ıi’^k 2 |1⟩ ) ⊗ |_k⟩;

šăł ůšő ďń£ şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ŕőńşůăěň ćżřăęěŋĺě P(0 | |k) = | | | 1 + e^2ıi’^k 2 | | | 2 = 1 + cos(2πφk) 2 : Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ěź-ě őŕěřăšőř ¨(iUa). Ěčő šăłęě ŋěšřşďŋő řěăńĺğőćăšĳ. Řěăńĺğăűĺ£, ĺğőąřăę-ěŋŋă£ ŋă řĺśşŋłě, ĺśŕőńĳğşěš őŕěřăšőř K = ( 1 0 0 i ) ĺğ śšăŋďăřšŋőčő ąăğĺśă. Őąćěď-ěŋŋżľ ťřăčňěŋš řěăńĺğşěš

őŕěřăšőř ~(iUa). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, K şňŋőęăěš ŋă i šőńĳłő |1⟩, ŋő łăł řăğ ć ¡šőň śńşůăě ŕřĺňěŋ£ěšś£ őŕěřăšőř Ua (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăšőřă ~(Ua)). Ďń£ őŕěřăšőřă ¨(iUa) şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ řăćŋż P(0 | |k) = 1^− sin(2^{πφk})2 :

Śńőęŋőśšĳ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřőć ¨(Ua) ĺ ¨(iUa) ğăćĺśĺš őš śńőęŋőśšĺ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă ~(Ua), łőšőřă£ ŋěŋăňŋőčő ćżÿě śńőęŋőśšĺ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă Ua (śň. ğăďăůş 12.2).

12.5.2. Őűěŋłă şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ. Ňż ąşďěň ńőłăńĺğőćżćăšĳ ğŋăůěŋĺě ’k, őűěŋĺćă£ şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ, ŕřĺćěď-ěŋŋżě ćżÿě. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ šăłőľ őűěŋłĺ ąşďěň ŕřĺňěŋ£šĳ őŕěřăšőřż ¨(Ua) ĺ ¨(iUa) ł řăğńĺůŋżň ÀŕřĺąőřăňÁ (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň q-ąĺšăň). Řăśśşęďěŋĺ£ őďĺŋăłőćż ďń£ őąőĺţ őŕěřăšőřőć, ŕő¡šőňş őčřăŋĺůĺňś£ śńşůăěň ¨(Ua).

Ş ŋăś ěśšĳ łćăŋšőćżľ řěčĺśšř A, ć łőšőřőň ŋăţőďĺšś£ |a;k⟩. (Ŋă śăňőň ďěńě šăň ćŋăůăńě ążń |1⟩ = 1√ t ∑t_{−1} k=0 |k⟩, ŋő ňż řăśśňăšřĺćăěň

|_{a;k}⟩ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ; ¡šő łőřřěłšŋő ć śĺńş ćĺďă ĺğňěř£¿źěčő őŕěřăšőřă). Ğăćěď-ěň ąőńĳÿőě łőńĺůěśšćő (s ÿšşł) ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ řěčĺśšřőć ďńĺŋőľ ć 1 ąĺš. Łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ řěčĺśšřőć ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ŕřĺňěŋěŋĺ£ őŕěřăšőřă ¨(Ua).

Łăł ążńő ďőłăğăŋő ć řăğďěńě 11 (śň. ś. 89), şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ

ć šăłőň śńşůăě ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ďń£ őŕěřăšőřă s∏ r=1 ¨(Ua)[r; A] şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ąşďşš řăćŋż P(y_1; : : :; ys | |k) =^s ∏ r=1 P(y_r | |k) (ğďěśĳ ůěřěğ y_r

őąőğŋăůěŋő ğŋăůěŋĺě ć r-őň ąĺšě).

Ďăńěě ś ąĺšăňĺ, ć łőšőřżţ ğăŕĺśăŋż řěğşńĳšăšż À¡łśŕěřĺňěŋšőćÁ, ąşďşš şęě ŕřőĺğćőďĺšĳś£ łńăśśĺůěśłĺě ďěľśšćĺ£. Ŕőśłőńĳłş şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěňŋőęă¿šś£, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ňż őűěŋĺćăěň ćěřő- £šŋőśšĳ ćżŕăďěŋĺ£ 1 ć śěřĺĺ ĺśŕżšăŋĺľ Ąěřŋşńńĺ.

Ěśńĺ ňőŋěšă ąřőÿěŋă s řăğ, šő ďőń£ ćżŕăćÿĺţ ěďĺŋĺű ( ∑ y_r)=s ŕřĺňěřŋő řăćŋă P(1 | k). Ś łăłőľ šőůŋőśšĳ¿ ćěřŋă šăłă£ őűěŋłă? Ĺğ šěő-

řĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ĺğćěśšŋő, ůšő Pr [| | | ∑s r=1 yr s − P(1 | |k) | | | > ‹ ] < 2e^{−c‹2s},

čďě c > 0 | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă. İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň ‹ ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ćěřő£šŋőśšĺ őÿĺąłĺ " ğă O(log(1=")) ĺśŕżšăŋĺľ.

Ĺšăł, ňż ŋăşůĺńĺśĳ ŋăţőďĺšĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿ ‹ śĺŋşś ĺ łőśĺŋşś őš ’k. Šěŕěřĳ ŕőďąěř-ěň ‹ šăłĺň, ůšőąż ğŋăůěŋĺě ’k ňőęŋő ążńő şśšăŋőćĺšĳ ŕő ğŋăůěŋĺ£ň śĺŋşśă ĺ łőśĺŋşśă ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8. Ŋă ¡šőň ćšőřőľ ¡šăŕ ğăćěřÿěŋ.

12.5.3. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋő šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ďń£ şćěńĺůěŋĺ£ šőůŋőśšĺ ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ, ŋăř£ďş ś ~(Ua), őŕěřăšőřż ~((Ua)^{2j} ) ďń£ ćśěţ j ⩽ 2n. Ůĺśńă ňż ňőęěň ążśšřő ćőğćőďĺšĳ ć śšěŕěŋĳ, ă őŕěřăšőřż, ćőőąźě čőćőř£, | ŋěš. Ŋő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő Ua őąńăďăěš śńěďş¿źĺň ğăňěůăšěńĳŋżň śćőľśšćőň: (Ua)p = Uap_{mod}q:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ~((Ua)^{2j} ) = ~(Ub), čďě b ≡ a^{2j} (mod q). Ŋşęŋżě ŋăň ğŋăůěŋĺ£ ŕăřăňěšřă b ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ śţěňż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă, ă ğăšěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ řěğşńĳšăš ğăďăůĺ 12.2.

Ćěřŋ-ěňś£ ł śţěňě ŕşŋłšă 12.5.1. Ňż ŋăţőďĺńĺ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő –_k = e^{2ıi’k} ďń£ ŋěłőšőřőčő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă |_{a;k}⟩. İšőš ęě ćěłšőř őśšăŋěšś£ śőąśšćěŋŋżň ĺ ďń£ ń¿ąőľ śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă Ua, ŕő¡šőňş ňőęŋő ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě łćăŋšőćőň řěčĺśšřě ĺśłăšĳ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő ďń£ U^2a = Ua2 , őŋő řăćŋő –k = e^2ıi^2’^k ; ďń£ U^4a = Ua4 őŋő řăćŋő –k = = e^2ıi^4’^k ; : : :

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňż ňőęěň ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8 őŕřěďěńĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ ’_k; 2’_k; : : :; 2^{2n}’_k ŕő ňőďşń¿ 1. Ŋő ¡šő ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ’_k ś šőůŋőśšĳ¿ 1=2^2n^{+1} ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ňŋőęěśšćő ćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺľ ’k şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ć ćĺďě őłřşęŋőśšĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ğŋă£ ’k ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8, ňż ćżďěń£ěň ďşčş ć 1=4 őš ćśěľ őłřşęŋőśšĺ. Ğŋăŋĺě 2’k ś

Ążśšřżě łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż 101

Ćţőď: a ĺ q { Ćżůĺśńěŋĺě śšěŕěŋěľ a^{2j} (j = 1; : : :; 2n) ŕő ňőďşń¿ q (łńăśśĺůěśłőě).

{ Cőğďăŋĺě l ÿšşł łćăŋšőćżţ řěčĺśšřőć, śőďěřęăźĺţ ąăğĺśŋőě śőśšő- £ŋĺě |1⟩._| 1⟩ |1⟩ . . . |1⟩

?

2s 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 2s 0 . . . 0 0 . . . 0 4ns ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ q-ąĺšőć (ÀŕřĺąőřőćÁ) • Łćăŋšőćżě ĺğňěřěŋĺ£ ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăšőřőć ¨(U_{a2}j ) ĺ ¨(iU_{a2}j ).

y^{(1)}_1 . . . y^{(1)}_s ~y^{(1)}_1 . . . ~y^{(1)}_s . . . y^{(2n)}_1 . . . y^{(2n)}_s ~y^{(2n)}_1 . . . ~y^{(2n)}_s řěğşńĳšăšż ĺğňěřěŋĺľ | ŋşńĺ ĺ ěďĺŋĺűż • Ŕőďśů-ěš ůĺśńă ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű (łńăśśĺůěśłĺľ). cos φ ± δ sin φ ± δ . . . cos(2^{2n}φ) ± δ sin(2^{2n}φ) ± δ • Šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£ (łńăśśĺůěśłĺě).

φ ±^1_8 . . . 2^{2n}φ ±^1_8 • Şšőůŋěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ φ ŋő ŋăąőřş ůĺśěń φ, . . . , 2^{2n}φ (łńăśśĺůěśłőě). φ ± 2^{−(2n+1)} • Őŕřěďěńěŋĺě šőůŋőčő ğŋăůěŋĺ£ φ ŕřĺ ŕőňőźĺ űěŕŋżţ ďřőąěľ (łńăśśĺůěśłőě).

k^′/t^′ | ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, řăćŋă£ φ

? ? ? ?

k^′1 t^′1 k^′2 t^′2 . . . k^′l t^′l

{ Ćżůĺśńěŋĺě ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ğŋăňěŋăšěń£ (łńăśśĺůěśłőě). Őšćěš: t (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ < 3 · 2^−l + 4nle^−cs, čďě c = const) Šăąńĺűă 1. Őąźă£ łăřšĺŋă ćżůĺśńěŋĺľ ŕő őŕĺśăŋŋőňş ăńčőřĺšňş šőůŋőśšĳ¿ 1=8 ŕőğćőń£ěš ćżďěńĺšĳ ďćě ďşčĺ ďńĺŋőľ 1=8 łăęďă£, ŕřĺů-ěň šőńĳłő őďŋă ĺğ ŋĺţ ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś ŕřěďżďşźěľ ďşčőľ.

Ćăęŋżě ğăňěůăŋĺ£.

1. Śşźěśšćěŋŋő, ůšő ćěłšőř |k⟩ ŋě ŕőřšĺšś£ ćő ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺľ. 2. Ćś-ě ćżůĺśńěŋĺě ć űěńőň ğăćĺśĺš őš ŕăřăňěšřőć l ĺ s. Cşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ŋě ŕřěćżÿăěš 3 · 2^−l + 4nle^−cs, čďě c = const. Ěśńĺ šřěąşěšś£ ŕőńşůĺšĳ őšćěš ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ 1=3, śńěďşěš ŕőńőęĺšĳ l = 4, s = c_1 log n, čďě c_1 | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă. Ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£ łćăŋšőćă£ śţěňă řăğňěřă O(n^3 log n).

12.6. Őąśşęďěŋĺě ăńčőřĺšňă. Őąśşďĺň ďćă ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿- źĺţ ćőŕřőśă ŕő ŕőćőďş ĺğńőęěŋŋőčő ăńčőřĺšňă.

| Ňőęŋő ńĺ ŋăţőďĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ďřşčĺţ őŕěřăšőřőć šăł ęě, łăł ć ăńčőřĺšňě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă? Ďă, ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ŋăţőďĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă šăłĺţ őŕěřăšőřőć U, ďń£ łőšőřżţ U |0⟩ = |0⟩, ĺ ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ śţěňă řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă ~(U). (Ĺğ ğăďăůĺ 7.5 śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ďń£ śăňőčő őŕěřăšőřă U ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ śţěňă, šő ĺ ďń£ őŕěřăšőřă ~(U) ě-ě šăłęě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ).

Šőůŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ŋěćěńĺłă, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ğăćĺśĺš őš řăğňěřă śţěňż. Ěśńĺ ňőęŋő ¡ťťěłšĺćŋő ćżůĺśń£šĳ śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă (łăł ĺ ążńő ć řăśśňőšřěŋŋőň ăńčőřĺšňě), šő šőůŋőśšĳ ňőęŋő śďěńăšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőľ.

| Łăłĺě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ňż ŋăţőďĺň? Ňż ŋăţőďĺň ğŋăůěŋĺě śńşůăľŋő ćżąřăŋŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă. Řăśŕřěďěńěŋĺěň ŕő ňŋőęěśšćş ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňőęŋő şŕřăćń£šĳ, ćżąĺřă£ ŋăůăńĳŋőě śőśšő- £ŋĺě (ć ăńčőřĺšňě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă | |1⟩). Ěśńĺ ćğ£šĳ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő śőśšő£ŋĺě, ğăďăćăěňőě ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ

ȷ = 1_t ∑ a |a⟩⟨a| = 1_t ∑ k |_k⟩⟨_k|;

čďě |k⟩ ŕřőąěčăěš ňŋőęěśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć U, šő ŕőńşůĺň řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ć ăńčőřĺšňě ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě ćżąĺřăńőśĳ ĺŋăůě: ňż ćżąĺřăńĺ šăłőľ ćěłšőř, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă śőąśšćěŋŋżţ ůĺśńăţ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őŕřěďěń-ěŋŋőľ őřąĺšě, őśšăńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ŋě ŕőřőęďăńĺśĳ.

Ğăďăůă 12.3. Ŕőśšřőľšě łćăŋšőćş¿ śţěňş řăğňěřă poly(n log(1=‹)), řěăńĺğş¿źş¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŋă čřşŕŕě Zk ŕřĺ ń¿ąőň k ⩽ 2n ś šőůŋőśšĳ¿ ‹. (Őŕřěďěńěŋĺě śň. ć ğăďăůě 8.4. Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ řěğşńĳšăšőň ğăďăůĺ 11.2).

12.7. Ğăďăůă ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć Zk. Ăńčőřĺšňż, őšłřżšżě Śăľňőŋőň ĺ Ÿőřőň, őąőąźă¿šś£ ŋă ďőćőńĳŋő ÿĺřőłĺľ łńăśś ğăďăů, ść£ğăŋŋżţ ś ăąěńěćżňĺ čřşŕŕăňĺ. Śăňőľ őąźěľ ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ ğăďăůă ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć Zk [23]. Ł ŋěľ śćőďĺšś£ ğăďăůă ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć ń¿ąőľ łőŋěůŋő-ŕőřőęďěŋŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě G, ŕőśłőńĳłş G ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ťăłšőř-čřşŕŕş Zk (ďń£ ŋěłőšőřőčő k).

ÀŚłřżšă£ ŕőďčřşŕŕăÁ D ⊆ Zk ĺğőňőřťŋă Zk, ŕőśłőńĳłş őŋă ĺňěěš łőŋěůŋżľ ĺŋďěłś: ŕőř£ďőł čřşŕŕż E = Zk=D ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2n. Ś ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ D ŕřěďśšăćń£ěšś£ ąăğĺśőň (g_1; : : :; gk), ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ łőšőřőčő ĺňěěš ďńĺŋş poly(k; n). Ń¿ąőľ šăłőľ ąăğĺś śůĺšăěšś£ řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ. (İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ ąăğĺśőć ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăńčőřĺšňă).

Ğăďăůă ő ćżůĺśńěŋĺĺ ŕěřĺőďă £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ğăďăůĺ ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć Z. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő perq(a) = min{t ⩾ 1 : at ≡ 1 (mod q)}. Ťşŋűĺ£ f : x → ax mod q şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (12.1), čďě D = {m per_q(a) : m ∈ Z}. İšă ťşŋłűĺ£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňă, ŕő¡šőňş ń¿ąőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ăńčőřĺšň ŋăţőęďěŋĺ£ śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕż ŕřěőąřăğşěšś£ ć ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ő ćżůĺśńěŋĺĺ ŕěřĺőďă.

Ĺğćěśšŋă£ ğăďăůă ćżůĺśńěŋĺ£ ďĺśłřěšŋőčő ńőčăřĺťňă ňőęěš ążšĳ śćěďěŋă ł ğăďăůě ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć Z^2. Ďĺśłřěšŋżň ńőčăřĺťňőň ůĺśńă a ŕő őśŋőćăŋĺ¿ “, čďě “ | ŋěłőšőřżľ ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ ŕřőśšőčő ůĺśńă q (őąřăğş¿źă£ (Z=qZ)^∗), ŋăğżćăěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő s šăłőě, ůšő “s = a. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f : (x_1; x_2) → “^{x1} a^{x2} mod q. İšă ťşŋłűĺ£ šăłęě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (12.1), čďě D = {(x_1; x_2) ∈ Z^2 : “x^1 ax^2 ≡ 1 (mod q)}. Ğŋă£ ąăğĺś ŕőďčřşŕŕż D ⊆ Z^2, ńěčłő ŋăľšĺ ¡ńěňěŋš ćĺďă (s; −1) ∈ D. Šőčďă “s = a, š. ě. s ěśšĳ ďĺśłřěšŋżľ ńőčăřĺťň a ŕő őśŋőćăŋĺ¿ “.

Őŕĺÿěň łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě ć G = Zk. Őŋ ăŋăńőčĺůěŋ ăńčőřĺšňş ďń£ śńşůă£ G = (Z_2)k, šőńĳłő ćňěśšő őŕěřăšőřă H^⊗k ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřőűěďşřă ĺğňěřěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ćňěśšő ąăğĺśă śăňőľ čřşŕŕż D ňż ąşďěň ĺśłăšĳ śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ďń£ čřşŕŕż ţăřăłšěřőć E^∗ = Hom(E; U(1)) (ŕěřěţőď őš E^∗ ł D őśşźěśšćń£ěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăńčőřĺšňă, śň., ŋăŕřĺňěř, [14, Š. 1]). Ţăřăłšěř

(g_1; : : :; gk) → exp(2ıi ∑ j ’_jg_j) ğăďă-ěšś£ ŋăąőřőň ůĺśěń ’_1; : : :; ’k ŕő ňőďşń¿ 1. İšő řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ ŋě ąőńĳÿě |E^∗| ⩽ 2n.

Ěśńĺ ŕőřőďĺšĳ l = n + 3 śńşůăľŋżţ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěń-ěŋŋżţ ţăřăłšěřă (’^{(1)}_1 ; : : :; ’^{(1)}k ), : : : , (’^(l^)_1 ; : : :; ’^(l^)k ), šő őŋĺ ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş E^∗ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1 − 1=2l^−n = 1 − 1=8 (śň. ğăďăůş 12.1). Łăęďş¿ ĺğ ćěńĺůĺŋ ’^(r^)j ďőśšăšőůŋő ğŋăšĳ ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ ĺ ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ ", čďě ‹ ⩽ 1 2^2n^{+1}

; " ⩽ 15_{kl} : (12.3)

Ŕőśńěďŋěě şśńőćĺě čăřăŋšĺřşěš, ůšő śşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ąşďěš ŋě ąőńĳÿě, ůěň 1=8 + 1=5 < 1=3.

Ćżąěřěň ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě ůĺśńő M = 2m (łőŋłřěšŋă£ őűěŋłă ŕőńşůăěšś£ ĺğ ăŋăńĺğă ăńčőřĺšňă). Ňż ąşďěň řăąőšăšĳ ś űěńżňĺ ůĺśńăňĺ ć ďĺăŕăğőŋě őš 0 ďő M − 1.

Ŕřĺčőšőćĺň ć őďŋőň łćăŋšőćőň řěčĺśšřě ďńĺŋż km śőśšő£ŋĺě |⟩ = M^{−k=2} ∑ g∈´ |g⟩; čďě ´ = {0; : : :; M − 1}^k:

Ć ďřşčőľ řěčĺśšř ŕőňěśšĺň |0n⟩. Ŕřĺňěŋĺň łćăŋšőćżľ őřăłşń (12.2) ĺ ćżąřőśĺň ćšőřőľ řěčĺśšř. Ŕőńşůĺšś£ śňěÿăŋŋőě śőśšő£ŋĺě ȷ = Tr_{[km+1;:::;km+n]} ( U ( |⟩⟨| ⊗ |0^n⟩⟨0^n| ) U^† ) = M^−k ∑ g;h∈´:g−h∈D |g⟩⟨h|: Šěŕěřĳ ňż śőąĺřăěňś£ ĺğňěřĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřőć śďćĺčă ŕő ňőďşń¿ M:

V_j : ( g_1; : : :; g_j; : : :; g_k ) → ( g_1; : : :; (g_j + 1) mod M; : : :; g_k ) (ňěŋ£ěšś£ šőńĳłő j-ă£ łőňŕőŋěŋšă). İšĺ őŕěřăšőřż łőňňşšĺřş¿š, ŕő- ¡šőňş ş ŋĺţ ěśšĳ őąźĺľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ, ğŋăůĺš, ňőęŋő őŕřěďěń£šĳ ĺţ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őďŋőćřěňěŋŋő. Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺňě¿š ćĺď e^2ıis^j =M . Śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż řăćŋż

|_{s1;:::;sk} ⟩ = M^{−k=2} ∑ (g1;:::;gk)∈´ exp ( −2ıi k∑ j=1 gjsj M ) |g_1; : : :; g_k⟩:

Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő řěăńĺğşěšś£ ďăŋŋżľ ŋăąőř s_1; : : :; sk, řăćŋă P(ȷ; L_{s1;:::;sk} ) = ⟨_{s1;:::;sk} | ȷ |_{s1;:::;sk} ⟩ =

= M^{−2}k ∑ g;h∈Z^k

ffl_D(g − h) ffl_´(g)ffl_´(h) exp ( 2ıi k∑ j=1 (gj − hj)sj M ) ; čďě fflA(·) őąőğŋăůăěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ňŋőęěśšćă A. Ťşřĳě-őąřăğ őš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćěŋ śćěřšłě ťşřĳě-őąřăğőć śőňŋőęĺšěńěľ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěň:

P(ȷ; L_{s1;:::;sk} ) = 1_{|E∗|} ∑ (’1;:::;’k)∈E^∗

p_{’1;:::;’k} (s_1; : : :; s_k);

čďě p’_1;:::;’_k (s_1; : : :; sk) = k∏ j=1 ( sin(Mπ(sj/M − φj)) M sin(π(sj/M − φj)) )_2 : Ŕřĺ ğăďăŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ’_1; : : :; ’k ťşŋłűĺ£ p’_1;:::;’_k (s_1; : : :; sk) £ćń£ěšś£ ćěřő£šŋőśšŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőčő Pr [ |s_j=M − ’_j| >˛ ] ⩽ 1Mβ (˛ | ń¿ąőě). Ňż ĺğňěř£ěň ćěńĺůĺŋż sj=M (łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, ĺğňěřěŋĺě őďŋőľ ĺğ ŋĺţ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăůěŋĺ£ ďřşčőľ); ŕřĺ ¡šőň ŋăś şśšřőĺš šőůŋőśšĳ ˛ ĺ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ⩽ 1=M˛. Šěň śăňżň ňż ŕőńşůăěň ğŋăůěŋĺ£ ’_1; : : :; ’k ś šőůŋőśšĳ¿ ‹ = 2˛ ĺ ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ " = 2=M˛. Šěŕěřĳ őśšăńőśĳ ŕőďőąřăšĳ ůĺśńă M ĺ ˛, ůšőąż şďőćńěšćőřĺšĳ ŋěřăćěŋśšćăň 12.3.

Śńőęŋőśšĳ ăńčőřĺšňă. Třěąşěšś£ O(n) őąřăźěŋĺľ ł őřăłşńş, łăęďżľ ćőŕřőś ĺňěěš ďńĺŋş O(k(n+log k)). Řăğňěř łćăŋšőćőľ śţěňż őűěŋĺćăěšś£ łăł O(kn^3) poly(log k; log n).

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ ĺğňěřěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń őŕěřăšőřőć Vj ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ łćăŋšőćżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě ŋă čřşŕŕě ZM ŕřĺ M = 2m (śň. ğăďăůş 8.4). İšő ŕőğćőń£ěš ŋěśłőńĳłő şňěŋĳÿĺšĳ řăğňěř śţěňż (ŋă ńőčăřĺťňĺůěśłĺľ ňŋőęĺšěńĳ), őďŋăłő ŕřĺţőďĺšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋěśšăŋďăřšŋżě ¡ńěňěŋšż.

13. Łćăŋšőćżľ ăŋăńőč NP: łńăśś BQNP Ňőęŋő śšřőĺšĳ łćăŋšőćżě ăŋăńőčĺ ŋě šőńĳłő ďń£ łńăśśă P, ŋő ĺ ďń£ ďřşčĺţ łńăśśĺůěśłĺţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć. Ňż řăğąěř-ěň ŕřĺňěř łćăŋšőćőčő ăŋăńőčă łńăśśă NP.

13.1. Ňőďĺťĺłăűĺ£ łńăśśĺůěśłĺţ őŕřěďěńěŋĺľ. Łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě, łăł, ćŕřőůěň, ĺ ćěřő£šŋőśšŋőě, ŋăĺąőńěě ěśšěśšćěŋŋő őŕĺśżćăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě ťşŋłűĺĺ. Řăŋěě ňż őąţőďĺńĺśĳ ąěğ ¡šőčő ŕőŋ£šĺ£, ůšőąż ŋě şśńőęŋ£šĳ ĺğńőęěŋĺě ńĺÿŋĺňĺ ďěšăń£ňĺ, ŋő šěŕěřĳ őŋő ŋăň ŕőšřěąşěšś£.

Ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋă£ ąşńěćă ťşŋłűĺ£ | ¡šő ťşŋłűĺ£ F : B^n → {0; 1; ⟨ŋě őŕřěďěńěŋő⟩}:

Ć ¡šőň řăğďěńě ćś¿ďş ŕőď ąşńěćżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŕőďřăğşňěćă¿šś£ ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě ąşńěćż ťşŋłűĺĺ.

Ĺ ěź-ě őďŋő ğăňěůăŋĺě ŕő ŕőćőďş őąőğŋăůěŋĺľ: ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ őąőğŋăůěŋĺě P ĺ ďń£ łńăśśă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżţ ťşŋłűĺľ, ĺ ďń£ łńăśśă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő řăğřěÿĺňżţ ŕřěďĺłăšőć; šěŕěřĳ ŕőśšşŕĺň ăŋăńőčĺůŋő, ĺśŕőńĳğş£ őąőğŋăůěŋĺ£ P, NP ĺ š. ŕ. ďń£ łńăśśőć ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ťşŋłűĺľ.

P, ěśšěśšćěŋŋő, őąőğŋăůăěš łńăśś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżţ ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕřĺćěď-ěň ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋőě őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP.

Őŕřěďěńěŋĺě 13.1. Ťşŋłűĺ£ F : B^∗ → {0; 1; ⟨ŋě őŕřěďěńěŋő⟩} ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş NP, ěśńĺ ěśšĳ ůăśšĺůŋő őŕřěďěń-ěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ R ∈ P őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, šăłă£ ůšő F (x) = 1 =⇒ ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ (R(x; y) = 1) ) , F (x) = 0 =⇒ ∀ y ( (|y| < q(|x|)) ⇒ (R(x; y) = 0) ) . Łăł ĺ řăŋĳÿě, q(·) | ŕőńĺŋőň.

Ůšő ąşďěš, ěśńĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ 13.1 ğăňěŋĺšĳ şśńőćĺě R ∈ P ŋă şśńőćĺě R ∈ BPP? Ŕőńşůĺšś£ ďřşčőľ, śłőřěě ćśěčő, ąőńěě ÿĺřőłĺľ łńăśś, łőšőřżľ ňőęŋő ążńő ąż őąőğŋăůĺšĳ BNP. Őďŋăłő ďń£ ¡šőčő łńăśśă ěśšĳ ďřşčőě, śšăŋďăřšŋőě, őąőğŋăůěŋĺě | MA, şłăğżćă¿źěě ŋă šő, ůšő őŋ ćţőďĺš ć ĺěřăřţĺ¿ łńăśśőć, őŕřěďěń£ěňżţ ĺčřăňĺ Ăřšşřă { Ňěřńĺŋă. Őą ĺčřăţ, łőšőřżňĺ ğăďă¿šś£ śńőęŋőśšŋżě łńăśśż, ňż şęě čőćőřĺńĺ ć řăğďěńě 4.1; ĺčřż Ăřšşřă { Ňěřńĺŋă őšńĺůă¿šś£ šěň, ůšő Ăřšşř | ćěřő£šŋőśšŋă£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă. Ŕőř£ďőł ąşłć ć őąőğŋăůěŋĺĺ MA şłăğżćăěš ŋă ŕőř£ďőł ţőďőć: ćŋăůăńě Ňěřńĺŋ śőőąźăěš y, ğăšěň Ăřšşř ŕřőćěř£ěš ćżŕőńŋěŋĺě ŕřěďĺłăšă R(x; y).

13.2. Łćăŋšőćőě őŕřěďěńěŋĺě ŕő ăŋăńőčĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 13.2. Ťşŋłűĺ£ F : B^∗ → {0; 1; ⟨ŋě őŕřěďěńěŋő⟩} ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş BQNP, ěśńĺ śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łćăŋšőćżţ śţěň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ŕő n řăğňěřă, řěăńĺğş¿źĺţ šăłĺě őŕěřăšőřż Un : B^⊗N^n → B^⊗N^n , ůšő

F_n(x) = 1 =⇒ ∃ |⟩ P ( U_n|⟩ ⊗ |x⟩ ⊗ |0^{Nn−n−mn} ⟩; M ) ⩾ p_1,

F_n(x) = 0 =⇒ ∀ |⟩ P ( U_n|⟩ ⊗ |x⟩ ⊗ |0^{Nn−n−mn} ⟩; M ) ⩽ p_0.

Ğďěśĳ Fn(·) | őčřăŋĺůěŋĺě F ŋă śńőćă ďńĺŋż n, |⟩ ∈ B^⊗m^n , mn = = poly(n), M = |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{n −1)}, ă ďń£ p_0 ĺ p_1 ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńőćĺě p_1 − p_0 = ˙(n^−¸), ¸ ⩾ 0.

Ćěłšőř |⟩ ćżŕőńŋ£ěš řőńĳ ŕőďśłăğłĺ (y) ĺğ ŕřěďżďşźěčő őŕřěďěńěŋĺ£. Ŋăň şďőąŋěě śůĺšăšĳ ěčő ŕěřćżň ăřčşňěŋšőň őŕěřăšőřă Un (ůšőąż ňőęŋő ążńő ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ŕőńőęĺšĳ x łőŋśšăŋšőľ ĺ ĺśłń¿ůĺšĳ ĺğ őąőğŋăůěŋĺľ).

Ğăňěůăŋĺě 13.1. Ć őŕřěďěńěŋĺĺ 13.2 łćăŋšőřż ŕő |⟩ ćłń¿ůă¿š ć śěą£ šőńĳłő ćěłšőřż ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ăŋăńőčĺůŋőě śőčńăÿěŋĺě ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺ ďăńěě ć ¡šőň řăğďěńě, ćżŋőś£ ŋőřňĺřőćőůŋżě ňŋőęĺšěńĺ ğă ğŋăł | ⟩.

Ěśńĺ ćňěśšő ůĺśšżţ śőśšő£ŋĺľ |⟩ řăśśňăšřĺćăšĳ śňěÿăŋŋżě, šő ŕőńşůăěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě: ňăłśĺňşň ćěřő£šŋőśšĺ ćś-ě řăćŋő ďőśšĺčăěšś£ ŋă ůĺśšőň śőśšő£ŋĺĺ.

Ŕő śşšĺ ŕřőĺśţőďĺš ćś-ě šă ęě ĺčřă Ňěřńĺŋă ś Ăřšşřőň, šőńĳłő šěŕěřĳ ŕőďůĺŋ£¿źă£ś£ ğăłőŋăň łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ. Śőőąźěŋĺě Ňěřńĺŋă (śőśšő£ŋĺě |⟩) ďă-ěš Ăřšşřş ćőğňőęŋőśšĳ şąěďĺšĳś£ ć šőň, ůšő F (x) = 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p_1, ěśńĺ ¡šő šăł. Ă ěśńĺ F (x) = 0, šő ćěřő£šŋőśšĳ, ůšő Ňěřńĺŋş şďăśšś£ şąěďĺšĳ Ăřšşřă ć őąřăšŋőň, ŋě ćżÿě p_0 ďń£ ń¿ąőčő śőőąźěŋĺ£ Ňěřńĺŋă.

Őąśşďĺň šěŕěřĳ śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŕőřőčőćżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ. Ĺğ ŕřĺćěď-ěŋŋőčő ć őŕřěďěńěŋĺĺ 13.2 śőőšŋőÿěŋĺ£ śńěďşěš čőřăğďő ąőńěě śĺńĳŋőě şśńőćĺě ŋă p_0 ĺ p_1.

Ńěňňă 13.1 (şśĺńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ). Ěśńĺ F ∈ BQNP, šő őŋă şďőćńěšćőř£ěš šăłęě ĺ šăłőňş ćăřĺăŋšş őŕřěďěńěŋĺ£ 13.2, čďě şśńőćĺě p_1 − p_0 = ˙(n^{−¸}) ğăňěŋěŋő ŋă p_1 = 1 − ", p_0 = ", " = exp(−O(n^˛)), ˛ > 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąźă£ ĺďě£ şśĺńěŋĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ őśšă-ěšś£ ŕřěęŋěľ: řăśśňőšřĺň ąőńĳÿőě, ŋő őčřăŋĺůěŋŋőě ŕőńĺŋőňőň, łőńĺůěśšćő łőŕĺľ śţěňż, řěăńĺğş¿źěľ őŕěřăšőř U = Un (ĺŋďěłś n ňż ąşďěň őŕşśłăšĳ). Ł řěğşńĳšăšăň ĺţ řăąőšż ŕřĺňěŋĺň ťşŋłűĺ¿ čőńőśőćăŋĺ£ ś ŕőřőčőćżň ğŋăůěŋĺěň, řăğďěń£¿źĺň ćěřő£šŋőśšĺ p_0 ĺ p_1:

G(z_1; : : :; z_k) =

1; ěśńĺ k∑ j=1 z_j ⩾ l

0; ěśńĺ k∑ j=1 z_j < l;

(13.1)

čďě l = pk, p = (p_0 + p_1)=2. Ŋő šěŕěřĳ ŕő£ćń£ěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ šřşďŋőśšĳ | Ňěřńĺŋ ňőęěš ŕżšăšĳś£ őąňăŋşšĳ Ăřšşřă, śőőąźă£ ěňş ŋěřăğńőęĺňş¿ ć šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőďśłăğłş.

Ŕşśšĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň k łőŕĺľ śţěňż U. Ŕřěďőśšăćĺň Ňěřńĺŋş ą«őńĳÿş¿ śćőąőďş, řăğřěÿĺć ć łăůěśšćě ŕőďśłăğłĺ ń¿ąş¿ ňăšřĺűş ŕńőšŋőśšĺ ȷ ∈ L(B^⊗km). Ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšőć z_1; : : :; zk ŕřĺ ŕőďśłăğłě ȷ řăćŋă P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = Tr(X^{(z1)} ⊗ : : : ⊗ X^{(zk )}ȷ); (13.2) čďě X^{(a)} = Tr_{[m+1;:::;N]} ( U^†˝^{(a)}_1 U ( I_B⊗m ⊗ |x; 0^{N−n−m}⟩⟨x; 0^{N−n−m}| )) : (13.3)

Ğďěśĳ ˝^(a^)_1 | ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ, ĺňě¿źĺţ a ć ŕěřćőň q-ąĺšě (š. ě. C (|a⟩) ⊗ B^{⊗(}N^{−1)}).

Ůšőąż şąěďĺšĳ Ăřšşřă ć ŕřăćĺńĳŋőśšĺ F (x) = 1, Ňěřńĺŋ ňőęěš ďăšĳ ŕőďśłăğłş ȷ = ȷ^⊗kx , čďě ȷx = |x⟩⟨x| | śőőąźěŋĺě, łőšőřőě şąěęďăěš Ăřšşřă, ďěľśšćş¿źěčő ŕő śţěňě U, ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p_1. Ŕő őąźĺň śćőľśšćăň łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ťőřňşńă (13.2) ŕřěőąřăğşěšś£ ć

P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = k∏ j=1 Tr(X^(z^{j )}ȷx) = k∏ j=1 P(z_j|ȷ_x):

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă F (x) = 0. Ŋăň ŋşęŋő őűěŋĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ P(z_1; : : :; zk) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śőőąźěŋĺ£ Ňěřńĺŋă ȷ. Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě B^⊗m őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ďĺăčőŋăńĺğşěšś£ őŕěřăšőř X^{(1)} (¡šőš őŕěřăšőř, őůěćĺďŋő, ¡řňĺšőć). Őŕěřăšőř X^{(0)} = I − X^{(1)} ďĺăčőŋăńěŋ ć šőň ęě ąăğĺśě. Őŕřěďěńĺň ŋăąőř Àşśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľÁ p(z|d) = ⟨d|X^(z^)|d⟩, čďě |d⟩ | őďĺŋ ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. (Őůěćĺďŋő, ůšő p(z|d) ⩾ 0 ĺ p(0|d) + p(1|d) = 1.) Šőčďă ćěńĺůĺŋă P(z_1; : : :; zk| ȷ) ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = ∑ d1;:::;dk

p_{d1:::dk} p(z_1|d_1) : : :p(z_k|d_k); ∑ d1;:::;dk

p_{d1:::dk} = 1:

(13.4)

Ğďěśĳ pd_1:::d_k = ⟨d_1 : : :dk|ȷ|d_1 : : :dk⟩.

Ťőřňşńă (13.4) ĺňěěš śńěďş¿źş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿. Řăśśňőšřĺň ŋăąőř ćěřő£šŋőśšěľ P(z_1; : : :; zk| ȷ) ďń£ ćśěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (z_1; : : : : : : ; z_k) łăł ćěłšőř ć k-ňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ¡šőš ćěłšőř ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőďśłăğłě ȷ ŕřĺŋăďńěęĺš ćżŕşłńőľ őąőńőůłě šăłĺţ ęě ćěłšőřőć ŋă řăğńőęĺňżţ ŕőďśłăğłăţ |d_1; : : :; dn⟩. Ŕő¡šőňş ŋăĺąőńĳÿă£ ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ G(z_1; : : :; zk) = 1 (ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ G) ďőśšĺčăěšś£ ŋă ŕőďśłăğłăţ šăłőčő ćĺďă.

Ć śńşůăě, łőčďă G | ŕőřőčőćă£ ťşŋłűĺ£ (13.1),

p_{max} = max_ȷ Pr [ G(z_1; : : :; z_k) = 1 | | ȷ ] = ∑ j¿l ( k j ) p^j_∗(1 − p_∗)^{k−j}; (13.5) čďě p_∗ = max_|_⟩⟨|X^{(1)}|⟩. Śőčńăśŋő şśńőćĺ¿, p_∗ ⩾ p_1, ěśńĺ F (x) = 1, ĺ p_∗ ⩽ p_0, ěśńĺ F (x) = 0. Őűěŋĺň ćěńĺůĺŋş p_{max} ć ¡šĺţ śńşůă£ţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, śŋĺğş ĺ śćěřţş.

Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋěřăćěŋśšćő Ůěřŋőćă (śň. [18]). Ŕşśšĳ

H(p; q) = −(1 − p) ln 1^{− q}1_{− p} − p ln^q_p :

Šőčďă ŕřĺ p_∗ ⩾ p_1 ŕőńşůăěň 1 − p_{max} ⩽ exp(−H(p; p_1)k);

ă ŕřĺ p_∗ ⩽ p_0 | p_{max} ⩽ exp(−H(p; p_0)k):

Ĺğ ŋěřăćěŋśšćă ln(1 + x) ⩽ x śńěďşěš, ůšő H(p; q) ⩾ 0. Ĺśŕőńĳğş£ ąőńěě šőůŋőě řăğńőęěŋĺě ln(1 + x) ⩽ x − x^2=2 + x^3=3, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş H(p; q) = ˙((p−q)^2). Šăł ůšő ŕřĺ k = n^{2¸+˛} şłăğăŋŋżě ć şśńőćĺĺ őűěŋłĺ ŋă " ćżŕőńŋěŋż. □

Ğăňěůăŋĺě 13.2. Ćăęŋżň ňőňěŋšőň ć ĺğńőęěŋŋőň ďőłăğăšěńĳśšćě £ćń£ěšś£ šőš ťăłš, ůšő X^{(0)} ĺ X^{(1)} ďĺăčőŋăńĺğş¿šś£ ć őďŋőň ĺ šőň ęě ąăğĺśě. Ćőőąźě, şśĺńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ďń£ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć (łăł łćăŋšőćżţ, šăł ĺ łńăśśĺůěśłĺţ) | ćěźĳ ďőćőńĳŋő šőŋłă£.

13.3. Ŕőńŋżě ğăďăůĺ. Ć łńăśśě BQNP, łăł ĺ ć NP, ěśšĳ ŕőńŋżě ğăďăůĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ęě śăňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĺ, łőšőřş¿ ňż řăśśňăšřĺćăńĺ řăŋĳÿě. Ćőš ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř.

Ğăďăůă 0. Ğăďăďĺň ťşŋłűĺ¿ F śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ Z | ňŋőęěśšćő šřőěł ćĺďă (⟨őŕĺśăŋĺě łćăŋšőćőľ śţěňż W ⟩; p_0; p_1);

čďě ŕőď őŕĺśăŋĺěň śţěňż ŕőŋĺňăěšś£ ě-ě ŕřĺąńĺę-ěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě, ă p_1 − p_0 = ˙(n^−¸) (¸ > 0, n | řăğňěř őŕĺśăŋĺ£ śţěňż). Šőčďă ďń£ z ∈ Z F (z) = 1 ⇐⇒ ěśńĺ śşźěśšćşěš ćěłšőř |⟩, ŕřĺ ďěľśšćĺĺ ŋă łőšőřżľ ňż ŕőńşůĺň ć ŕěřćőň ąĺšě 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿, ą«őńĳÿěľ p_1;

F (z) = 0 ⇐⇒ ěśńĺ ďń£ ćśěţ |⟩ ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ć ŕěřćőň ąĺšě 1 ňěŋĳÿě p_0.

Ŕőńŋőšă ğăďăůĺ 0 őůěćĺďŋă. Ćś-ě, ůšő šřěąşěšś£ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ śćěď«ěŋĺ£, śőďěřęĺšś£ ć őŕřěďěńěŋĺĺ 13.2. Ćţőď x ćőľď-ěš ć őŕĺśăŋĺě śţěňż W ćňěśšě śő śţěňőľ Un.

Řăśśňőšřĺň ąőńěě ĺŋšěřěśŋżě ŕřĺňěřż. Ďń£ ŋăůăńă ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ăŋăńőčă 3-ŁŊŤ | ńőłăńĳŋőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă (ńőłăńĳŋőśšĳ £ćń£ěšś£ ăŋăńőčőň őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ, ćţőď£źĺţ ć őďŋş ďĺğž¿ŋłűĺ¿).

Őŕřěďěńěŋĺě 13.3. Őŕěřăšőř H : B^⊗n → B^⊗n ŋăğżćăěšś£ k-ńőłăńĳ-ŋżň čăňĺńĳšőŋĺăŋőň, ěśńĺ őŋ ćżřăęăěšś£ ć ćĺďě H = ∑ j H_j[S_j];

čďě łăęďőě śńăčăěňőě | ¡řňĺšőć őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ňŋőęěśšćě q-ąĺšőć Sj, |Sj| ⩽ k, ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ őŋ ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő.

Ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ 0 ⩽ Hj ⩽ 1 (ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ĺ Hj, ĺ I − Hj | ŕőńőęĺšěńĳŋő ŕőńşőŕřěďěń-ěŋŋżě).

Ğăďăůă 1: ńőłăńĳŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ. Ŕşśšĳ Z | ňŋőęěśšćő šřőěł ćĺďă

(⟨őŕĺśăŋĺě k-ńőłăńĳŋőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă H⟩; a; b); čďě k = O(1), 0 ⩽ a < b, b − a = ˙(n^−¸), (¸ > 0). Šőčďă ďń£ z ∈ Z F (z) = 1 ⇐⇒ ěśńĺ ş H ěśšĳ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő, ŋě ąőńĳÿěě a, F (z) = 0 ⇐⇒ ěśńĺ ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă H ąőńĳÿě b.

Şšćěřęďěŋĺě 13.2. Ğăďăůă ńőłăńĳŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ ŕřĺŋăďńěęĺš BQNP.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕĺÿěň ćŋăůăńě őśŋőćŋş¿ ĺďě¿. Ňż ŕőśšřőĺň šăłş¿ śţěňş W , łőšőřă£ ĺśŕőńĳğşěš ŕőďśłăğłş ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă, ć łőšőřőň ďěľśšćşěš H, ĺ ćżďă-ěš őšćěš ÀďăÁ (ğŋăůěŋĺě 1) ŋă ŕőďśłăğłě |”⟩ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩, čďě r | ůĺśńő śńăčăěňżţ ć čăňĺńĳšőŋĺăŋě H. Ěśńĺ |”⟩ | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş a, šő ćěřő£šŋőśšĳ őšćěšă ÀďăÁ ąşďěš p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩ ⩾ 1 − r^{−1}a;

ă ěśńĺ ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă H ąőńĳÿě b, šő p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩ ⩽ 1 − r^{−1}b:

Śŕěřćă ŕőśšřőĺň šăłş¿ śţěňş ďń£ őďŋőčő śńăčăěňőčő. Ŕşśšĳ ¡šő ąşďěš Hj = ∑ s –_s| _s⟩⟨ _s|, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ňŋőęěśšćě q-ąĺšőć S_j. Ŕőśłőńĳłş řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš Hj, őčřăŋĺůěŋă łőŋśšăŋšőľ, ňż ňőęěň řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř W_j : | _s; 0⟩ → | _s⟩ ⊗ (√ –_s|0⟩ + √ 1 − –s|1⟩ ) ;

łőšőřżľ ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě q-ąĺšőć Sj ∪ {⟨őšćěš⟩}, čďě ⟨őšćěš⟩ őąőğŋăůăěš q-ąĺš, ĺğ łőšőřőčő ąěř-ěšś£ řěğşńĳšăš řăąőšż śţěňż. Ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ ŕőďśłăğłĺ Wj ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő.

Ćżůĺśńĺň ćěřő£šŋőśšĳ 1 ć ąĺšě řěğşńĳšăšă ŕőśńě ŕřĺňěŋěŋĺ£ Wj ł śőśšő£ŋĺ¿ |”; 0⟩ (ąĺš řěğşńĳšăšă şśšăŋőćńěŋ ć 0 ŕěřěď ŋăůăńőň řăąőšż śţěňż). Ŕşśšĳ |”⟩ = ∑ s y_s| _s⟩ | řăğńőęěŋĺě |”⟩ ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śĺśšěňě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć Hj. Ĺňěěň, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ćěřő£šŋőśšĺ,

Pj(1) = ⟨”; 0| W^†j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨őšćěš⟩ ) W_j |”; 0⟩ =

= ( ∑ s y^∗_s ⟨ _s; 0| ) W^†_j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨őšćěš⟩ ) W_j ( ∑ t y_t| _t; 0⟩ ) =

= ∑ s;t √ 1 − –sy^∗s √ 1 − –tyt⟨ s| t⟩ = ∑ s (1 − –s)y^∗s ys = 1 − ∑ s –_sy^∗_s y_s =

= 1 − ⟨”| H |”⟩: (13.6) Őąźă£ śţěňă W ćżąĺřăěš śńşůăľŋő ĺ řăćŋőćěřő£šŋő ŋőňěř j, ŕőśńě ůěčő ŕřĺňěŋ£ěš őŕěřăšőř Wj. Šăłőě ďěľśšćĺě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ĺğňěř£¿źĺň őŕěřăšőřőň ćĺďă ∑ j |j⟩⟨j| ⊗ W_j, ŕřĺňěŋ-ěŋŋżň ł ćěłšőřş ( 1√ r ∑ j |j⟩ ) ⊗ |”; 0⟩. (Ğďěśĳ |j⟩ őąőğŋăůăěš ąăğĺśŋżľ ćěłšőř ćő ćśŕőňőčăšěńĳŋőň r-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.) Ŕřőćőď£ ćżůĺśńěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő (13.6), ŕőńşůăěň

P(1) = ∑ j 1 r ⟨j; ”; 0| W^†_j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨őšćěš⟩ ) W_j |j; ”; 0⟩ = ∑ j 1 r Pj(1) =

=1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩:

(13.7) □ Şšćěřęďěŋĺě 13.3. Ğăďăůă ńőłăńĳŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ ŕőńŋă ć łńăśśě BQNP őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĺ.

Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćőśţőďĺš ł Ťěľŋňăŋş [29]: ğăňěŋă şŋĺšăřŋőľ ¡ćőń¿űĺĺ ŋě ğăćĺś£źĺň őš ćřěňěŋĺ čăňĺńĳšőŋĺăŋőň (š. ě. ŕěřěţőď őš śţěňż ł ńőłăńĳŋőňş čăňĺńĳšőŋĺăŋş).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺšăł, ŕşśšĳ ěśšĳ śţěňă řăğňěřă L: U = UL ·: : :·U_1. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő U ďěľśšćşěš ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ĺğ N q-ąĺšőć, ŕěřćżě m ĺğ łőšőřżţ | q-ąĺšż ŕőďśłăğłĺ, ă őśšăńĳŋżě | ćśŕőňőčăšěńĳŋżě (ćğ£šżě ŋăŕřőłăš ŋă ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺľ); śůĺšăěň šăłęě, ůšő śţěňă śőśšőĺš ĺğ őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ŕăřăţ q-ąĺšőć.

Čăňĺńĳšőŋĺăŋ, śőŕőśšăćń£ěňżľ śţěňě. Őŋ ďěľśšćşěš ŋă ŕřőśšřăŋśšćě L = B^⊗N ⊗ C L^{+1} ;

čďě ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ | ŕřőśšřăŋśšćő, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš śţěňă, ă ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ | ŕřőśšřăŋśšćő śů-ěšůĺłă ÿăčőć (ůăśż). Śőśšőĺš ¡šőš čăňĺńĳšőŋĺăŋ ĺğ šř-ěţ śńăčăěňżţ H = H_{in} + H_{prop} + H_{out}:

Śńăčăěňőě H_{in} őšćěůăěš ŋăůăńĳŋőňş śőśšő£ŋĺ¿ ĺ řăćŋő

H_{in} = ( N ∑ s=m+1

˝^{(1)}s ) ⊗ |0⟩⟨0|; (13.8)

čďě ˝^(¸^)s | ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ćěłšőřőć, ş łőšőřżţ s-ľ ąĺš řăćěŋ ¸. Ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ ć ¡šőľ ťőřňşńě ďěľśšćşěš ć ŕřőśšřăŋśšćě śů-ěšůĺłă.

Śńăčăěňőě H_{out} őšćěůăěš łőŋěůŋőňş śőśšő£ŋĺ¿ ĺ řăćŋő H_{out} = ˝^{(0)}_1 ⊗ |L⟩⟨L|; (13.9) ğďěśĳ ňż śůĺšăěň, ůšő ąĺš řěğşńĳšăšă | ŕěřćżľ.

Ĺ, ŋăłőŋěű, śńăčăěňőě H_{prop} őŕĺśżćăěš ¡ćőń¿űĺ¿ śĺśšěňż ĺ śőśšőĺš, łăł ĺ śńěďőćăńő őęĺďăšĳ, ĺğ L śńăčăěňżţ, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ őšćěůăěš ğă ŕěřěţőď őš j − 1 ł j:

H_{prop} = L∑ j=1 H_j;

H_j = − 12 U_j ⊗ |j⟩⟨j−1| − 12 U^†_j ⊗ |j−1⟩⟨j| + 12I ⊗ ( |j⟩⟨j| + |j−1⟩⟨j−1| ) : (13.10) Łăęďőě śńăčăěňőě Hj ďěľśšćşěš ŋă ďćă q-ąĺšă ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă śőśšő£ŋĺľ ĺ ŋă q-ąĺšż ŕřőśšřăŋśšćă śů-ěšůĺłă.

Ğăňěŋă ąăğĺśă. Ŕřőĺğćěď-ěň ğăňěŋş ąăğĺśă, ğăďăćăěňş¿ őŕěřăšőřőň W = L∑ j=0 U_j · : : : · U_1 ⊗ |j⟩⟨j|:

Ŕőńěğŋő őąřăšĺšĳ ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő W | ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř: ĺğňěř£ěšś£ ğŋăůěŋĺě śů-ěšůĺłă j ĺ ł q-ąĺšăň ŕřőśšřăŋśšćă śőśšő£ŋĺľ śţěňż ŕřĺňěŋ£ěšś£ őŕěřăšőř ¡ćőń¿űĺĺ ğă ćřěň£ j.

Čăňĺńĳšőŋĺăŋ ŕřĺ šăłőľ ğăňěŋě ĺğňěŋĺšś£ ŋă śőŕř£ę-ěŋŋżľ: ~H = = W^†HW . Ŕőśňőšřĺň, łăł ďěľśšćşěš śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőň W ŋă śńăčăěňżě H.

Ŋă śńăčăěňőě H_{in} śőŕř£ęěŋĺě ŋě ćńĺ£ěš: ~H_{in} = W^†H_{in}W = H_{in}: (13.11) Ďěľśšćĺě ŋă śńăčăěňőě H_{out}: ~H_{out} = W^†H_{out}W = ( U^†˝^{(0)}_1 U ) ⊗ |L⟩⟨L|: (13.12) Śńăčăěňőě Hj śőśšőĺš ĺğ šř-ěţ. Ćŋăůăńě ğăŕĺÿěň ďěľśšćĺě śőŕř£ęěŋĺ£ ŋă ŕěřćőě ĺğ śńăčăěňżţ ć (13.10):

W^† ( − 12 Uj ⊗ |j⟩⟨j − 1| ) W = = − 12 ∑ u;t ( U_u · : : : · U_1 ⊗ |u⟩⟨u| )_†( U_j ⊗ |j⟩⟨j − 1| )( U_t · : : : · U_1 ⊗ |t⟩⟨t| ) = = − 12 ( (Uj · : : : · U_1)^†Uj · : : : · U_1 ) ⊗ (( |j⟩⟨j| )_† |j⟩⟨j − 1| ( |j − 1⟩⟨j − 1| )) = = − 12I ⊗ |j⟩⟨j − 1|: Śőŕř£ęěŋĺě ďćşţ ďřşčĺţ śńăčăěňżţ ŕřőĺśţőďĺš ăŋăńőčĺůŋő, ć ĺšőčě ŕőńşůăěň

~H_j = W^†H_jW =

= I ⊗ 12 ( |j − 1⟩⟨j − 1| − |j − 1⟩⟨j| − |j⟩⟨j − 1| + |j⟩⟨j| ) = I ⊗ Ej ĺ ~H_{prop} = W^†H_{prop}W = I ⊗ E; (13.13) čďě

E = L∑ j=1 E_j =

1 2 −^1_2 0 −^1_2 1 −^1_2 −^1_2 1 −^1_2

−^1_2 .. . ... 0 ._{..} ._{..} :

Őűěŋłă śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă ŕřĺ őšćěšě ÀďăÁ. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śţěňă, ŋă ćţőď łőšőřőľ ŕőďăŋ ćěłšőř |⟩, ďă-ěš őšćěš 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 1 − ". İšő, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, őğŋăůăěš, ůšő P(0) = ⟨; 0| U^†˝^{(0)}_1 U |; 0⟩ ⩽ ":

Ďőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ş ~H (ă, ğŋăůĺš, ĺ ş H) ěśšĳ ňăńőě śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő. Ďń£ ¡šőčő ŕřěďž£ćĺň šăłőľ ćěłšőř |~”⟩, ůšő ⟨~”| ~H |~”⟩ ďőśšăšőůŋő ňăńő (ňĺŋĺňşň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ⟨·| ~H |·⟩ ďőśšĺčăěšś£ ŋă śőąśšćěŋŋőň ćěłšőřě).

Ć ŕřőśšřăŋśšćě śů-ěšůĺłă ćżąěřěň ćěłšőř | ⟩ = 1√_L + 1 L∑ j=0 |j⟩: (13.14)

Ĺśłőňżľ ćěłšőř |~”⟩ řăćěŋ |; 0⟩ ⊗ | ⟩. Őűěŋĺň ⟨~”| H |~”⟩.

Őůěćĺďŋő, ůšő E| ⟩ = 0. Ŕő¡šőňş ⟨~”| ~H_{prop} |~”⟩ = 0 = ⟨~”| ~H_j |~”⟩:

Ŕőśłőńĳłş ćśě ćśŕőňőčăšěńĳŋżě q-ąĺšż ćŋăůăńě şśšăŋőćńěŋż ć 0, šő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěń£¿źěľ ťőřňşńż (13.8) ŕőńşůăěň ⟨~”| ~H_{in} |~”⟩ = 0:

Őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě ⟨~”| ~H_{out} |~”⟩ = ⟨~”| ( U^†˝^{(0)}_1 U ) ⊗ |L⟩⟨L| |~”⟩ = P(0) · 1_L + 1 ⩽^ε_L + 1:

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ⟨~”| ~H |~”⟩ ⩽^ε_L + 1 ; ŕő¡šőňş ş H ěśšĳ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő ś šăłőľ ęě ćěřţŋěľ őűěŋłőľ.

Őűěŋłă śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă ŕřĺ őšćěšě ÀŋěšÁ. Ć ¡šőň śńşůăě ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ćěńĺłĺ. Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă |⟩ ćěřő£šŋőśšĳ őšćěšă 1 ŋě ŕřěćőśţőďĺš ", š. ě. ⟨; 0| U^†˝^{(0)}_1 U |; 0⟩ ⩾ 1 − ":

Ďőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă H ąőńĳÿě ńĺąő řăćŋż c(1 − √ ")L^{−3}, čďě c | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ďőćőńĳŋő ďńĺŋŋőě, ŕő¡šőňş ćŋăůăńě ŕřĺćěď-ěň ěčő łřăšłĺľ ŕńăŋ. Ŕřěďśšăćĺć čăňĺńĳšőŋĺăŋ ć ćĺďě śşňňż ~H = A_1 + A_2 őŕěřăšőřőć A_1 = ~H_{in} + ~H_{out} ĺ A_2 = ~H_{prop}, ňż őűěŋĺň śŋĺğş ŋăĺňěŋĳÿĺě ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă A_1 ĺ A_2 ŕő őšďěńĳŋőśšĺ. Ŕőńşůĺň őűěŋłĺ 1 ĺ c^′L^{−2} śőőšćěšśšćěŋŋő. Ůšőąż őűěŋĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő A_1 + A_2, ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ńěňňă, łőšőřă£ ďă-ěš šăłş¿ őűěŋłş ďń£ śşňňż ůěřěğ őűěŋłĺ ďń£ śńăčăěňżţ ĺ şčőń ňěęďş ĺţ ŋşńěćżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Şčńőň ňěęďş ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ L_1 ĺ L_2 ś ŋşńěćżň ŕěřěśěůěŋĺěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěńĺůĺŋş #(L_1; L_2), ğăďăćăěňş¿ şśńőćĺ- £ňĺ cos #(L_1; L_2) = max_| ”1⟩∈L1 |”2⟩∈L2 | |⟨”_1|”_2⟩ | |; 0 < #(L_1; L_2) <^π2 : (13.15)

Ńěňňă 13.4. Ŕşśšĳ A_1, A_2 | ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě őŕěřăšőřż, L_1, L_2 | ĺţ ŋşńěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕřĺů-ěň L_1 ∩ L_2 = 0. Ŕşśšĳ šăłęě ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă A_1 ĺ A_2 ŋě ňěŋĳÿě v. Šőčďă A_1 + A_2 ⩾ v · 2 sin^{2 ϑ}2 ; (13.16) čďě # = #(L_1; L_2) | şčőń ňěęďş L_1 ĺ L_2.

Őąőğŋăůěŋĺě A ⩾ a (A | őŕěřăšőř, a | ůĺśńő) ŋşęŋő ŕőŋĺňăšĳ łăł śőłřăźěŋĺě őš A − aI ⩾ 0. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ A ⩾ a, šő ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă A ŋě ňěŋĳÿě a.

Ć ŋăÿěň śńşůăě ňż ŕőńşůĺň őűěŋłĺ 1 ĺ c^′L^{−2} ďń£ ŋěŋşńěćżţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń A_1 ĺ A_2 (őą ¡šőň şęě čőćőřĺńőśĳ ćżÿě) ĺ sin^2 # ⩾ ⩾ (1 − √ ")=(L + 1) ďń£ şčńă. Őšś¿ďă ćżšěłăěš ĺśłőňőě ŋěřăćěŋśšćő H ⩾ c(1 − √ ")L^{−3}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő (ńěňňż 13.4). Őůěćĺďŋő, ůšő A_1 ⩾ v(I − ˝_{L1} ) ĺ A_2 ⩾ v(I − ˝_{L2} ), ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő (I − ˝_{L1} ) + + (I − ˝_{L2} ) ⩾ 2 sin^2(#=2). Őŋő, ć śćő¿ őůěřěďĳ, ¡łćĺćăńěŋšŋő šăłőňş ŋěřăćěŋśšćş:

˝_{L1} + ˝_{L2} ⩽ 1 + cos #: (13.17) Ŕşśšĳ |⟩ | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř őŕěřăšőřă ˝_{L1} + ˝_{L2} , őšćěůă¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş – > 0. Šőčďă

˝_{L1} |⟩ = u_1|”_1⟩; ˝_{L2} |⟩ = u_2|”_2⟩; u_1|”_1⟩ + u_2|”_2⟩ = –|⟩; čďě |”_1⟩ ∈ L_1 ĺ |”_2⟩ ∈ L_2 | ěďĺŋĺůŋżě ćěłšőřż, ă u_1 ĺ u_2 | ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă. Őšś¿ďă ŋăţőďĺň – = ⟨| ( ˝_{L1} + ˝_{L2} ) |⟩ = u^2_1 + u^2;

–^2 = ( u_1⟨”_1| + u_2⟨”_2| )( u_1|”_1⟩ + u_2|”_2⟩ ) = u^2_1 + u^2 + 2u_1u_2 Re⟨”_1|”_2⟩:

Śńěďőćăšěńĳŋő,

(1 + x)– − –^2 = x(u_1 ± u_2)^2 ⩾ 0; čďě x = | |Re⟨”_1|”_2⟩ | |: Šăłĺň őąřăğőň, – ⩽ 1 + x ⩽ 1 + cos #. □

Šěŕěřĳ ŕőńşůĺň şŕőň£ŋşšżě ćżÿě őűěŋłĺ. Ŋşńěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă A_1 ĺ A_2 ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě

L_1 = B^⊗m ⊗ |0N^−m⟩ ⊗ |0⟩ ⊕ B^⊗N ⊗ C (|1⟩; : : : ; |L − 1⟩) ⊕

⊕ U^† ( |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{−1)} ) ⊗ |L⟩ (13.18)

(ŕőśńěďŋĺľ śőňŋőęĺšěńĳ ćő ćśěţ śńăčăěňżţ őšŋőśĺšś£ ł ŕřőśšřăŋśšćş śů-ěšůĺłă), L_2 = B^⊗N ⊗ | ⟩; (13.19) čďě ćěłšőř | ⟩ őŕřěďěń-ěŋ ťőřňşńőľ (13.14).

Ďń£ őűěŋłĺ A_{1 L}⊥_1 ⩾ 1 (13.20) ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő A_1 £ćń£ěšś£ śşňňőľ łőňňşšĺřş¿źĺţ ďřşč ś ďřşčőň ŕřőěłšőřőć, ŕő¡šőňş ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ¡šőčő őŕěřăšőřă űěńżě.

Ďń£ őűěŋłĺ A_{2 L}⊥_2 ŋşęŋő ŋăľšĺ ŕěřćőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő ňăšřĺűż E. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă Ě ďă¿šś£ ťőřňşńăňĺ

| _k⟩ = ¸_k L∑ j=0 cos ( q_k ( j + 12 )) |j⟩; –_k = 1 − cos q_k;

čďě qk = ık=(L + 1) (k = 0; : : :; L). Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő

A_{2 L}⊥_2 ⩾ 1 − cos ( π L + 1 ) ⩾ c^′L^{−2}: (13.21)

Ŋăłőŋěű, ŋşęŋő őűěŋĺšĳ şčőń ňěęďş ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ L_1 ĺ L_2. Ąşďěň őűěŋĺćăšĳ łćăďřăš łőśĺŋşśă şčńă

cos^2 # = max_| ”1⟩∈L1 |”2⟩∈L2 | |⟨”_1|”_2⟩ | |^2 = max |”2⟩∈L2 ⟨”_2|˝_{L1} |”_2⟩: (13.22)

Ŕřěďśšăćĺň |”_2⟩ ć ćĺďě |⟩ ⊗ | ⟩. Ŕřőěłšőř ŋă L_1 řăśŕăďăěšś£ ŋă śşňňş šř-ěţ ŕřőěłšőřőć, ć śőőšćěšśšćĺĺ ś (13.18). Śőćśěň ńěčłő ŕőďśůĺšăšĳ ćłńăď ćšőřőčő śńăčăěňőčő, őŋ řăćěŋ (L − 1)=(L + 1). Ŕěřćőě ĺ šřěšĳě śńăčăěňżě ć śşňňě ďă¿š 1 L + 1 ⟨| ( ˝_{K1} + ˝_{K2} ) |⟩ ⩽ 1 + cos^φ

L + 1 ;

čďě K_1 = B^⊗N , K_2 = U^† ( |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{−1)} ) , ă ’ | şčőń ňěęďş ¡šĺňĺ ďćşň£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. (Ğďěśĳ ĺśŕőńĳğşěšś£ ŋěřăćěŋśšćő (13.17), ŕőńşůěŋŋőě ć ţőďě ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 13.4).

Ćěńĺůĺŋă cos^2 ’ řăćŋă ňăłśĺňăńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšă 1 ĺśţőďŋőľ śţěňőľ; ŕő şśńőćĺ¿ őŋă ŋě ąőńĳÿě, ůěň ". Ŕőńşůăěň šăłş¿, ŕřőďőńęă¿źş¿ (13.22), őűěŋłş:

⟨”_2|˝_{L1} |”_2⟩ ⩽^{L −} 1_L + 1 + 1 + √ ε L + 1 = 1 − 1 − √ ε L + 1 :

Śńěďőćăšěńĳŋő, sin^2 # = 1−cos^2 # ⩾ (1− √ ")=(L+1), łăł ĺ şšćěřęďăńőśĳ ćżÿě.

Řěăńĺğăűĺ£ śů-ěšůĺłă. Ňż ŋăŕĺśăńĺ ğăňěůăšěńĳŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ, ŕőůšĺ şďőćńěšćőř£¿źĺľ šřěąşěňżň śćőľśšćăň. Ş ŋěčő ěśšĳ šőńĳłő őďĺŋ ŋěďőśšăšőł | őŋ ńĺÿĳ (log L)-ńőłăńĳŋżľ (ć ŕřőśšřăŋśšćě śů-ěšůĺ-łă ňż ďěľśšćşěň ŋă ćśě q-ąĺšż).

İšőš ŋěďőśšăšőł ňőęŋő ŕřěőďőńěšĳ, ěśńĺ ćńőęĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő śů-ěšůĺłă ć ą«őńĳÿěě ŕřőśšřăŋśšćő. Ćőğĳň-ěň L q-ąĺšőć, ğăŋşňěřőćăŋŋżţ őš 1 ďő L. Ĺśłőňőě ćńőęěŋĺě C L^{+1} → B^⊗L ćżčń£ďĺš šăł: |j⟩ → | 1; : : :; 1 j ; 0; : : :; 0 L−j ⟩: Ĺśŕőńĳğşěňżě ć łőŋśšřşłűĺĺ čăňĺńĳšőŋĺăŋă H őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śů-ěšůĺłă ğăňěŋ£¿šś£ śőčńăśŋő śţěňě

|0⟩⟨0| ŋă ˝^{(0)}_1 ; |0⟩⟨1| ŋă ( |0⟩⟨1| ) 1˝^{(0)}_2 ;

|j⟩⟨j| ŋă ˝^{(1)}_j ˝^{(0)}_{j+1}; |j − 1⟩⟨j| ŋă ˝^{(1)}_{j−1} ( |0⟩⟨1| ) j˝^{(0)}j_{+1};

|L⟩⟨L| ŋă ˝^{(1)}_L ; |L − 1⟩⟨L| ŋă ˝^{(1)}_{L−1} ( |0⟩⟨1| ) L: (13.23)

Šěŕěřĳ őŋĺ 3-ńőłăńĳŋżě (ă śăň čăňĺńĳšőŋĺăŋ, ś şůěšőň ďěľśšćĺ£ ŋă q-ąĺšż ĺśţőďŋőľ śţěňż, | 5-ńőłăńĳŋżľ).

Ěśńĺ čőćőřĺšĳ šőůŋěě, ňż ğăňěŋĺńĺ čăňĺńĳšőŋĺăŋ H, ďěľśšćőćăćÿĺľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě L = B^⊗N ⊗ C L^{+1}, ŋă ŋőćżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ H_{ext}, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă ą«őńĳÿěň ŕřőśšřăŋśšćě L_{ext} = B^⊗N ⊗ B^⊗L. Őŕěřăšőř H_{ext} őšőąřăęăěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L ⊆ L_{ext} ć śěą£ ĺ ďěľśšćşěš ŋă ŋěň šăł ęě, łăł H.

Šěŕěřĳ ćőğŋĺłăěš ŋőćă£ ŕřőąńěňă: ůšő ďěńăšĳ ś ńĺÿŋĺňĺ śőśšő£- ŋĺ£ňĺ ć řăśÿĺřěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śů-ěšůĺłă? Ňż śŕřăćĺňś£ ś ¡šőľ ŕřőąńěňőľ, ďőąăćĺć ěź-ě őďŋő śńăčăěňőě ł čăňĺńĳšőŋĺăŋş H_{ext}:

H_{stab} = I_B⊗N ⊗ L−1∑ j=1 ˝^{(0)}j ˝^{(1)}j_{+1}:

Ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őŕěřăšőřă H_{stab} śőćŕăďăěš śő śšăřżň řăąőůĺň ŕřőśšřăŋśšćőň L, ŕő¡šőňş ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě śńăčăěňőě ŋě ňěŋ£ěš ćěřţŋěľ őűěŋłĺ ňĺŋĺňăńĳŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă ŕřĺ őšćěšě ÀďăÁ.

Ŕřĺ őšćěšě ÀŋěšÁ šřěąşěňş¿ ŋĺęŋ¿¿ őűěŋłş ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń őŕěřăšőřă H_{ext} + H_{stab} ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Őąă śńăčăěňżţ őśšăćń£¿š ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L, ŕő¡šőňş ňőęŋő őűěŋĺćăšĳ ŋěğăćĺśĺňő ŋă L ĺ ěčő őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ L^⊥. Ŋă L ĺňěěň H_{ext} ⩾ c(1 − √ ")L^{−3} ĺ H_{stab} = 0, ă ŋă L^⊥ | H_{ext} ⩾ 0 ĺ H_{stab} ⩾ 1.

(Ğďěśĳ ňż ŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő łăęďőě ĺğ śńăčăěňżţ čăňĺńĳšőŋĺăŋă, (13.8), (13.9) ĺ (13.10), őśšăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň ŕřĺ ğăňěŋě (13.23)). Ć ń¿ąőň śńşůăě H_{ext} + H_{stab} ⩾ c(1 − √ ")L^{−3}:

İšő ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőńŋőšż ğăďăůĺ ő ńőłăńĳŋőň čăňĺńĳšőŋĺăŋě ć łńăśśě BQNP. □

13.4. Ňěśšő BQNP śřěďĺ ďřşčĺţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć. Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő łńăśś BQNP śőďěřęĺš łńăśś MA (ă, ğŋăůĺš, ĺ BPP, ĺ NP). Ŋĺůěčő ąőńěě őŕřěďěń-ěŋŋőčő ő śĺńě ÀŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţÁ łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć śłăğăšĳ ŕőłă ŋěńĳğ£.^{15)}

Ŋě śńĺÿłőň ňŋőčő ňőęŋő śłăğăšĳ ĺ őą ĺţ ÀśńăąőśšĺÁ.

Şšćěřęďěŋĺě 13.5. BQNP ⊆ PSPACE.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňăłśĺňăńĳŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŕőďśłăğłă Ňěřńĺŋă ąşďěš ŕřĺŋ£šă Ăřšşřőň, řăćŋă ňăśĺňăńĳŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş őŕěřăšőřă X = X^{(1)} (śň. ťőřňşńş (13.3)). Ŋăň ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ¡šş ćěńĺůĺŋş ś šőůŋőśšĳ¿ O(n^−¸) (¸ > 0).

Ğăňěšĺň, ůšő 0 ⩽ X ⩽ 1. Ďń£ őűěŋłĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źěě ŕřěďěńĳŋőě řăćěŋśšćő:

ln –_{max} = limd_{→∞} ln Tr X d d : Ŕşśšĳ –_{max} = –_1 ⩾ –_2 ⩾ : : : ⩾ –_2m | śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă X (ğďěśĳ m = poly(n) | ďńĺŋă ŕőďśłăğłĺ). Ĺňěěň őűěŋłş

ln –_{max} ⩽ ln Tr X d d = ln^2 m∑ j=1 λdj d ⩽ ln –max + m d ln 2;

ĺğ łőšőřőľ śńěďşěš, ůšő ďń£ őűěŋłĺ ś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőčő őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă m q-ąĺšăţ, ďőśšăšőůŋő ćżůĺśńĺšĳ śńěď őš ěčő śšěŕěŋĺ, őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕőńĺŋőňőň őš m.

Ćżůĺśńěŋĺě ćěńĺůĺŋż Tr Xd ďěńăěšś£ ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ŕăň£šĺ šěň ęě śŕőśőąőň, ůšő ĺ ňőďěńĺřőćăŋĺě řăąőšż łćăŋšőćőľ śţěňż. □

Ğăňěůăŋĺě 13.3. Ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš ňőęŋő şśĺńĺšĳ: BQNP ⊆ ⊆ PP. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 8.3.

Ğăňěůăŋĺě 13.4. Ňż őčřăŋĺůĺńĺśĳ śńşůăěň ĺčř Ňěřńĺŋă ĺ Ăřšşřă, łőšőřżě ŕřőďőńęă¿šś£ őďĺŋ řăşŋď. Ŋěďăćŋő ążńő ŕőłăğăŋő [45], ůšő şęě ďćşţ řăşŋďőć šăłőľ łćăŋšőćőľ ĺčřż ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ćěśĳ łńăśś PSPACE. Ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ łńăśśă PSPACE šřěąşěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě łőńĺůěśšćő řăşŋďőć [36, 37], ŕřĺů-ěň ć ÿĺřőłĺţ łřşčăţ şğłĺţ śŕěűĺăńĺśšőć čőśŕőďśšćşěš ňŋěŋĺě, ůšő ŋĺłăłőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőńĺůěśšćă řăşŋďőć ŋěďőśšăšőůŋő.

15)Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě: ć ńĺšěřăšşřě ćśšřěůăěšś£ ďřşčőě őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£, ďń£ łőšőřőčő ŕőńşůěŋă ŕőńŋă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ ć šěřňĺŋăţ łńăśśĺůěśłĺţ śńőęŋőśšŋżţ łńăśśőć (śň. [46]).

14. Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě łőďż Łăł şęě őąśşęďăńőśĳ řăŋěě, łćăŋšőćőě ćżůĺśńěŋĺě Àŋě śńĺÿłőňÁ ůşćśšćĺšěńĳŋő ł ŕőčřěÿŋőśš£ň řěăńĺğăűĺĺ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć: őÿĺąłĺ ŋăłăŕńĺćă¿šś£ ńĺŋěľŋő. Ěśńĺ ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć U_1; : : :; UL ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋĺľ ~U_1; : : : : : : ; ~U_L, ‖ ~U_j − U_j‖ < ‹, šő ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ‖ ~U_L · : : : · ~U_1 − U_L · : : : · U_1‖ < L‹:

Őšś¿ďă ńěčłő ğăłń¿ůĺšĳ, ŋăśłőńĳłő ĺğňěŋĺšś£ ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ ŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă F (x) łćăŋšőćőľ śţěňőľ U = UL · : : : · U_1 (śň. őŕřěďěńěŋĺě 8.1). İšă ćěřő£šŋőśšĳ (ńěćă£ ůăśšĳ ŋěřăćěŋśšćă ć őŕřěďěńěŋĺĺ) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă łăł ⟨|U^†˝_MU |⟩, čďě |⟩ = |x; 0N^−n⟩, ă M = |F (x)⟩ ⊗ B^{⊗(}N^−m^). Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ őűěŋłă: | |⟨| ~U^†˝_M ~U |⟩ − ⟨|U^†˝_MU |⟩ | | ⩽ 2‖ ~U − U ‖ ⩽ 2L‹:

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ŋěšőůŋőľ řěăńĺğăűĺĺ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ŕőńşůăěšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ⩾ 1−"−2L‹; ć őąźěň śńşůăě ¡šă őűěŋłă ŋěşńşůÿăěňă.

Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ťĺğĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă, ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš ŋě £ćń£ěšś£ şďőćńěšćőřĺšěńĳŋżň. Ŕőńşůăěšś£, ůšő řăğňěř łćăŋšőćőľ śţěňż L ŋě ďőńęěŋ ŕřěćőśţőďĺšĳ 1=(4‹), ĺŋăůě ćěřő- £šŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă ňőęěš śšăšĳ ňěŋĳÿě 1=2. Ŕő¡šőňş ćőğŋĺłăěš ćăęŋżľ ćőŕřőś: ňőęŋő ńĺ ĺğąěęăšĳ ŋăłőŕńěŋĺ£ őÿĺąőł, ĺśŕőńĳğş£ śţěňż śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă?

Őšćěš ŋă ¡šőš ćőŕřőś ŕőńőęĺšěńĳŋżľ. Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ğăłőďĺřőćăšĳ (ğăňěŋĺšĳ) łăęďżľ q-ąĺš, ĺśŕőńĳğş¿źĺľś£ ć ćżůĺśńěŋĺ- £ţ, ŋěśłőńĳłĺňĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕřěďěń-ěŋŋőčő ĺğőňěšřĺůěśłőčő ćńőęěŋĺ£ V : B → B^{⊗n}. Ďěńő ć šőň, ůšő őÿĺąłĺ, łăł ŕřăćĺńő, ďěľśšćş¿š őďŋőćřěňěŋŋő ŋă ŋěąőńĳÿőě ůĺśńő q-ąĺšőć, ŕő¡šőňş łőďĺřőćăŋĺě ŕőćżÿăěš şśšőľůĺćőśšĳ łćăŋšőćőčő śőśšő£ŋĺ£.

Łőŋśšřşłűĺĺ, ŋěőąţőďĺňżě ďń£ őřčăŋĺğăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ ąěğ ŕőšěřĺ šőůŋőśšĺ, ďőćőńĳŋő śńőęŋż. Ŕőďřőąŋő őŋĺ ĺğńőęěŋż ć [41, 19, 34, 4, 32], ă ğďěśĳ ňż ć őśŋőćŋőň őčřăŋĺůĺňś£ ąőńěě ŕřőśšżň ćőŕřőśőň: łăł śőţřăŋ£šĳ ŋěőčřăŋĺůěŋŋő ďőńčő ğăďăŋŋőě łćăŋšőćőě śőśšő£ŋĺě? (Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő ¡šő | ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕřěďżďşźěčő ćőŕřőśă, łőčďă řěăńĺğşěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šőęďěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć.) Ďń£ řěÿěŋĺ£ šăłőľ şŕřőź-ěŋŋőľ ğăďăůĺ łőŋłřěšŋżľ ćĺď łőďĺřş¿źěčő őšőąřăęěŋĺ£ V ŋěćăęěŋ; ŋşęŋő ğăďăšĳ ńĺÿĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M = ImV ⊆ B^{⊗n}.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.1. Łćăŋšőćżľ łőď šĺŕă (n; m) | ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ B^⊗n řăğňěřŋőśšĺ 2m. (Ůĺśńő m | łőńĺůěśšćő ğăłőďĺřőćăŋŋżţ q-ąĺšőć | ŋě őą£ğăšěńĳŋő ďőńęŋő ążšĳ űěńżň).

Őÿĺąłĺ, ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ ţřăŋěŋĺĺ ĺŋťőřňăűĺĺ, ąşďşš ŕřĺćőďĺšĳ ł šőňş, ůšő śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ąşďěš ćżţőďĺšĳ ğă ŕřěďěńż M. Ŕő¡šőňş ŋěőąţőďĺňő ŋăşůĺšĳś£ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ŕőśńě ćőğďěľśšćĺ£ őÿĺąőł őŕřěďěń-ěŋŋőčő šĺŕă.

14.1. Łńăśśĺůěśłĺě łőďż. Ćŋăůăńě řăśśňőšřĺň śńşůăľ łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć. Ňż ńĺÿĳ śńěčłă ğăšřőŋěň ¡šş őąÿĺřŋş¿ šěňş. Ŕőďřőąŋőě ĺğńőęěŋĺě šěőřĺĺ łőďőć, łőřřěłšĺřş¿źĺţ őÿĺąłĺ, (šăł őążůŋő ŋăğżćăěšś£ ¡šă ŋăşłă) ňőęŋő ŋăľšĺ ć [9].

Łńăśśĺůěśłĺľ łőď šĺŕă (n; m) | ¡šő ŕőďňŋőęěśšćő M ⊆ Bn ňőźŋőśšĺ 2m. Ďń£ őŕĺśăŋĺ£ őÿĺąőł ŋěőąţőďĺňő šăłęě őŕřěďěńĺšĳ łăŋăń ść£ğĺ | ŋěůšő ćřőďě ŋěőďŋőğŋăůŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ Bn → Bn^′ . Śşźěśšćşěš ďćě ňőďěńĺ őÿĺąőł: ąőńěě řěăńĺśšĺůŋă£ | ćěřő£šŋőśšŋă£, ĺ şŕřőź-ěŋŋă£ | šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋă£. Śőčńăśŋő ćěřő£šŋőśšŋőľ ňőďěńĺ, łăŋăń ść£ğĺ ğăďăěšś£ şśńőćŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ p(y | x) ŕřĺěňă śńőćă y ŕřĺ ŕěřěďăůě śńőćă x. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ śńşůăľ ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěń-ěŋŋżţ őÿĺąőł, ŕőńăčă£ ůšő n^′ = n, ă şśńőćŋżě ćěřő- £šŋőśšĺ őŕřěďěń£¿šś£ ůěřěğ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ŕřĺ ŕěřěďăůě őďŋőčő ąĺšă p_1:

p(y | x) = p^{d(x;y)}_1 (1 − p_1)^{n−d(x;y)}: (14.1) Ğďěśĳ d(x; y) | řăśśšő£ŋĺě Ţ¡ňňĺŋčă (ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ąĺšőć).

Ěśšĳ śšăŋďăřšŋżľ śŕőśőą şŕřőśšĺšĳ ňőďěńĳ ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěń-ěŋŋżţ őÿĺąőł. Őűěŋĺň ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő śńşůĺšś£ ąőńěě k őÿĺąőł (łăł £śŋő ĺğ ťőřňşńż (14.1), ¡šă ćěńĺůĺŋă őš x ŋě ğăćĺśĺš). Śůĺšăěň, ůšő n; k | ťĺłśĺřőćăŋż, p_1 → 0. Šőčďă

Pr[ůĺśńő őÿĺąőł > k] = ∑ j>k ( n j ) p^j_1(1 − p_1)^{n−j} = o(p^k_1): (14.2)

Ĺšăł, ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůĺśńő őÿĺąőł ąőńĳÿě k, ňăńă. Ŕő¡šőňş ňőęŋő śĺńĳŋő şŕřőśšĺšĳ ňőďěńĳ. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕřĺ ŕěřěďăůě śńőćă x ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£ ń¿ąőě śńőćő y, šăłőě ůšő d(x; y) ⩽ k (ŕăřăňěšř k ğăďă-ěš ĺŋšěřěśş¿źĺľ ŋăś ŕőřőč šőůŋőśšĺ), ă ďřşčĺě őÿĺąłĺ ŋě ćśšřěůă¿šś£.

Ććěď-ěň őąőğŋăůěŋĺ£:

N = B^n | ňŋőęěśšćő ćţőďőć, N^′ = B^{n′} | ňŋőęěśšćő ćżţőďőć, E ⊆ N × N^′ | ňŋőęěśšćő ŕěřěţőďőć (őŋő ęě | ňŋőęěśšćő őÿĺąőł), E(n; k) | ňŋőęěśšćő {(x; y) : d(x; y) ⩽ k}.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.2. Łőď M ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă E, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ x_1; x_2 ∈ M ĺğ (x_1; y) ∈ E ĺ (x_2; y) ∈ E śńěďşěš x_1 = x_2.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ ¡šő şśńőćĺě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ďń£ ń¿- ążţ ŕăř (x_1; y_1); (x_2; y_2), ŕřĺŋăďńěęăźĺţ E, ĺğ x_1; x_2 ∈ M ĺ x_1 ≠ x_2 śńěďşěš y_1 ≠ y_2.

Ć šőň śńşůăě, łőčďă E = E(n; k), čőćőř£š, ůšő łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł.

Ğăňěůăŋĺě. Šěřňĺŋ Àłőď, ĺśŕřăćń£¿źĺľ őÿĺąłĺÁ £ćń£ěšś£ ŋěšőůŋżň. Ŕřăćĺńĳŋěě ążńő ąż śłăğăšĳ, ůšő łőď őśšăćń£ěš ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąőł. Ĺśŕřăćń£¿źĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺě | ¡šő őšőąřăęěŋĺě P : N^′ → N, šăłőě ůšő, ěśńĺ (x; y) ∈ E ĺ x ∈ M, šő P (y) = x, ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ĺśŕřăćń£¿źěčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ďěłőďĺřőćăŋĺěň.

Ŕřĺňěř 14.1. Łőď ś ŕőćšőřěŋĺěň: M_3 = {(0; 0; 0); (1; 1; 1)} ⊆ B^3 :

Šăłőľ łőď ĺśŕřăćń£ěš őďŋş őÿĺąłş.

Őůěćĺďŋőě őąőąźěŋĺě ŕřĺňěřă 14.1 ŕřĺćőďĺš ł łńăśśĺůěśłĺň łőďăň, ĺśŕřăćń£¿źĺň ń¿ąőě łőńĺůěśšćő őÿĺąőł. Ŕőśšřőĺň ąőńěě ĺŋšěřěśŋżě ŕřĺňěřż łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć. Ďń£ ŋăůăńă ďăďĺň ěź-ě őďŋő śšăŋďăřšŋőě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.3. Łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě | ¡šő

d(M) = min{d(x_1; x_2) : x_1; x_2 ∈ M; x_1 ≠ x_2}:

Ďń£ łőďă ĺğ ŕřĺňěřă 14.1 łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě řăćŋő 3. Ĺňěěšś£ őůěćĺďŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě 14.1. Łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă d(M) > 2k.

14.2. Ŕřĺňěřż łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć. 1. Mn šĺŕă (n; 1); ďń£ ŋěčő d(Mn) = n. M_n = {(0; : : :; 0 n ); (1; : : :; 1 n )}: İšő śăňă£ ŕřőśšă£ śţěňă łőďĺřőćăŋĺ£. Ŕőćšőř£ěň łăęďżľ ąĺš ňŋőčő řăğ, ă ŕőśńě łăęďőľ őŕěřăűĺĺ ćőśśšăŋăćńĺćăěň łőďőćőě śńőćő, ğăňěŋ££ ğŋăůěŋĺ£ ąĺšőć ŋă šő, łőšőřőě ćśšřěůăěšś£ ůăźě. İšă śěřĺ£ łőďőć, łăł ąşďěš ŕőłăğăŋő ŋĺęě, ŋě őąőąźăěšś£ ŋă łćăŋšőćżľ śńşůăľ.

2. Ŕřőćěřłă ŋă ů-ěšŋőśšĳ. Łőď M^{(2)}n šĺŕă (n; n − 1), ďń£ ŋěčő d(M^{(2)}n ) = = 2. Śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ů-ěšŋżţ śńőć, š. ě. śńőć, śőďěřęăźĺţ ů-ěšŋőě ůĺśńő ěďĺŋĺű.

3. Łőď Ţ¡ňňĺŋčă Hr. İšő łőď šĺŕă (n; n − r), čďě ůĺśńő n = 2r − 1. Śńőćă ĺğ Bn | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ąĺšőć x = (x_¸ : ¸ = 1; : : :; n). Ŋőňěř łăęďőčő ąĺšă ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ďćőĺůŋőľ śĺśšěňě łăł ¸ = = (¸_1; : : :; ¸n). Ććěď-ěň ňŋőęěśšćő łőŋšřőńĳŋżţ śşňň

—_j(x) = ∑ ¸:¸j =1

x_¸

(śşňňĺřőćăŋĺě ğďěśĳ ŕőŋĺňăěšś£ ŕő ňőďşń¿ 2). Ŋă řĺśşŋłě ćżďěńěŋż ňŋőęěśšćă ąĺšőć, ćţőď£- źĺţ ć łőŋšřőńĳŋżě śşňňż ŕřĺ r = 3 (ŕőńěğŋő ćĺďěšĳ ć ¡šőľ łăřšĺŋłě šř-ěţňěřŋżľ łşą).

Ňŋőęěśšćő śńőć łőďă Ţ¡ňňĺŋčă ğăďă-ěšś£ şśńőćĺěň řăćěŋśšćă ćśěţ łőŋšřőńĳŋżţ śşňň 0 (š. ě. őŋő £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕő ňőďşń¿ 2). Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ łőďă Ţ¡ňňĺŋčă d = 3.

14.3. Ńĺŋěľŋżě łőďż. Ŕşśšĳ ěśšĳ ňŋőęěśšćő N = B n = Fn_2 . Ńĺŋěľŋżľ łőď M ⊆ N | ¡šő ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ńĺŋěľŋżě łőďż şďőąŋő ğăďăćăšĳ ďćőľśšćěŋŋżň ąăğĺśőň (łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ).

Ŕřĺňěř 14.2. Łőď Ţ¡ňňĺŋčă, řăśśňőšřěŋŋżľ ćżÿě, ğăďă-ěšś£ łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ x_{100} + x_{101} + x_{110} + x_{111} = —_1(x) = 0; x_{010} + x_{011} + x_{110} + x_{111} = —_2(x) = 0; x_{001} + x_{011} + x_{101} + x_{111} = —_3(x) = 0:

Ŕő¡šőňş łőď Ţ¡ňňĺŋčă őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő łőřăğňěřŋőśšĺ 3.

14.4. Łćăŋšőćżě łőďż. Ąşďěň ďăćăšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő łńăśśĺůěśłőňş śńşůă¿. Ŋăąőřş şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ( p(y|x) : x ∈ N; y ∈ ∈ N^′ ) śőőšćěšśšćşěš ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ T : L(N ) → L(N^′). Ĺňěěš śňżśń ĺ şŕřőź-ěŋŋă£ ňőďěńĳ: ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ňŋőęěśšćőň ŕěřěţőďőć E ⊆ N × N^′ őŕřěďěńĺň ŕřőśšřăŋśšćő őÿĺąőł | ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő E ⊆ L(N ; N^′). (Šăłĺň őąřăğőň, łćăŋšőćă£ őÿĺąłă | ¡šő ń¿ąőľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř N → N^′). Ěśšĳ ĺ ŕř£ňőľ ăŋăńőč ňŋőęěśšćă E(n; k). Řăśśňőšřĺň N = = N^′ = B^⊗n. Ůěřěğ E[A] őąőğŋăůĺň šě őÿĺąłĺ, łőšőřżě ďěľśšćş¿š ŋă q-ąĺšăţ ĺğ ňŋőęěśšćă A ĺ ŋě ďěľśšćş¿š ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ, š. ě.

E[A] = L(B^{⊗A}) ⊗ I_B⊗[n]\A (ğďěśĳ ĺ ďăńěě [n] őąőğŋăůăěš ňŋőęěśšćő ćśěţ q-ąĺšőć {1; : : :; n}). Šőčďă ŕőńăčăěň

E(n; k) = ∑ |A|6k^E [A]:

(Ğďěśĳ śšőĺš ŕřőśšő śşňňă ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋě ŕř£ňă£.) Ć ďăńĳŋěľÿěň ŋăś ąşďěš ĺŋšěřěśőćăšĳ ĺňěŋŋő şśšőľůĺćőśšĳ ł őÿĺąłăň ĺğ E(n; k).

Ŋő ŕěřěď šěň, łăł ğăŋ£šĳś£ ĺğşůěŋĺěň łőďőć, şśšőľůĺćżţ ł őÿĺąłăň ĺğ E(n; k), řăśśňőšřĺň ăŋăńőč ňőďěńĺ ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěń-ěŋŋżţ őÿĺąőł ć łćăŋšőćőň śńşůăě ĺ ěčő ść£ğĳ ś őÿĺąłăňĺ ĺğ E(n; k).

14.5. Ňőďěńĳ ŋěğăćĺśĺňżţ őÿĺąőł ć łćăŋšőćőň śńşůăě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă łăęďżľ q-ąĺš ďěľśšćşěš őďŋő ĺ šő ęě ňăńőě ćőğňşźěŋĺě. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋă ňăšřĺűş ŕńőšŋőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺśšěňż ĺğ n q-ąĺšőć ďěľśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě T = (I + R)^{⊗n}, čďě R | ÀňăńőÁ. Ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě ňăńőě ćőğňşźěŋĺě őğŋăůăěš ňăńş¿ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ. Ć łćăŋšőćőň śńşůăě ňăńőě ćőğňşźěŋĺě ňěŋ£ěš ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ Àŋě śńĺÿłőň śĺńĳŋőÁ. Ůšőąż ŕřĺďăšĳ ¡šőňş ćżřăęěŋĺ¿ šőůŋżľ śňżśń, ŋşęŋő ććěśšĺ ŋőřňş ŋă ňăšřĺűăţ ŕńőšŋőśšĺ, ţăřăłšěřĺğş¿źş¿ ĺţ ąńĺğőśšĳ, ă ğăšěň | šăłş¿ ŋőřňş ŋă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ şśńőćĺě: ňăńőě ŕő ŋőřňě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕěřěćőďĺš ňăšřĺűş ŕńőšŋőśšĺ ć ąńĺğłş¿ ł ŋěľ.

Ŋăůŋ-ěň ś šőčő, ůšő ćż£śŋĺň, łăłĺě ŋőřňż ŕřĺčőďŋż ďń£ ţăřăłšěřĺğăűĺĺ ąńĺğőśšĺ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ. Ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ, łăł ňż ŕőňŋĺň ĺğ řăğďěńă 9, ğăďă-ěš ćěřő£šŋőśšŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă ůĺśšżţ śőśšő£ŋĺ- £ţ. Ćěřő£šŋőśšŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ěśšěśšćěŋŋő śřăćŋĺćăšĳ ć ‘^1-ŋőřňě: ěśńĺ p = (p_1; : : :; pn), q = (q_1; : : :; qn) | ďćă řăśŕřěďěńěŋĺ£, šő ňěřőľ ĺţ řăğńĺůĺ£ śůĺšăěň ∑n j=1 |pj − qj| = ‖p − q‖1. Ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě ăŋăńő-

čĺůŋőľ ŋőřňż ďń£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.4. Śńěďőćă£ ŋőřňă őŕěřăšőřă A ∈ L(N ) řăćŋă

‖A‖_{tr} = Tr (√ A^†A ) : (14.3)

Ďń£ ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă śńěďőćă£ ŋőřňă | ¡šő śşňňă ňőďşńěľ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń.

Ğăďăůă 14.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő (14.3) ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěń£ěš ŋőřňş. Ďőłăęĺšě, ůšő

‖A‖_{tr} = sup_{X≠0}^| Tr^{AX|}_{‖X‖} (14.4)

(‖X‖ | őŕěřăšőřŋă£ ŋőřňă, śň. őŕř. 7.2 ŋă ś. 64).

Ğăďăůă 14.2. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě śńěďş¿źĺţ śćőľśšć śńěďőćőľ ŋőřňż:

ă) ‖AB‖_{tr} ⩽ ‖B‖ ‖A‖_{tr}, č) ‖ Tr_M A‖_{tr} ⩽ ‖A‖_{tr}, ą) ‖BA‖_{tr} ⩽ ‖B‖ ‖A‖_{tr}, ď) ‖A ⊗ B‖_{tr} = ‖A‖_{tr}‖B‖_{tr}: ć) | Tr A| ⩽ ‖A‖_{tr},

Śńěďş¿źă£ ńěňňă ŕőłăğżćăěš, ŕőůěňş ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ śńěďőćş¿ ŋőřňş ďń£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ łăł ăŋăńőč ‘^1-ŋőřňż ďń£ ćěřő£šŋőśšŋżţ řăśŕřěďěńěŋĺľ.

Ńěňňă 14.2. Ŕşśšĳ N = ⨁ j Nj | řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă N

ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćğăĺňŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Šőčďă ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ȷ, ‚ ∑ j |P(ȷ; N_j) − P(‚; N_j)| ⩽ ‖ȷ − ‚‖_{tr} :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěćş¿ ůăśšĳ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě Tr((ȷ − ‚)B), čďě B = ∑ j(±˝_{Nj} ). §śŋő, ůšő ‖B‖ ⩽ 1.

Šěŕěřĳ ŕřĺňěŋĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě śńěďőćőľ ŋőřňż ć ćĺďě (14.4). □

Šěŕěřĳ łăęěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őŕřěďěńĺšĳ ŋőřňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ăŋăńőčĺůŋő őŕěřăšőřŋőľ ŋőřňě

‖T ‖_1 = sup_{X≠0}^{‖T X‖tr}_{‖X‖tr} (14.5)

ĺ ňěřĺšĳ ¡šőľ ŋőřňőľ ňăńőśšĳ ćőğňşźěŋĺ£. Őďŋăłő ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ŋőřňż (14.5) őłăğżćăěšś£ ŋěşďőąŋżň, šăł łăł őŋă ŋě śőčńăśőćăŋă ś šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Ŕő£śŋĺň ¡šő ŕőďřőąŋěě. Ůšőąż ĺňěšĳ őűěŋłş, ăŋăńőčĺůŋş¿ őűěŋłě (14.2) ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě, ňż ďőńęŋż ŋăŕĺśăšĳ řăğńőęěŋĺě

T = (I + R)^{⊗n} = I + ∑ |A|6k R^{⊗A} ⊗ I_{[n]\A} + ∑ |A|>k R^{⊗A} ⊗ I_{[n]\A} P (14.6)

ĺ őűěŋĺšĳ ŋőřňş P ŕřĺ şśńőćĺĺ ‖P ‖_1 < ‹. Ěśńĺ ąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ ŋěřăćěŋśšćő ‖T ⊗ R‖_1 ⩽ ‖T ‖_1‖R‖_1, ňőęŋő ążńő ąż ąşłćăńĳŋő ŕőćšőřĺšĳ őűěŋłş (14.2). Őďŋăłő ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋě ćśěčďă ćżŕőńŋ£ěšś£.

Ŕřĺňěř 14.3. Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě T : |j⟩⟨k| → |k⟩⟨j| (j; k = 0; 1):

Őůěćĺďŋő, ůšő ‖T ‖_1 = 1, őďŋăłő ‖T ⊗ IL_{(B)}‖_1 = 2. (Ŕőďěľśšćşľšě ŕřěőąřăğőćăŋĺěň T ⊗ IL_{(B)} ŋă őŕěřăšőř X = ∑ j;k |j; j⟩⟨k; k|.)

Őłăğżćăěšś£ (ŋĺęě ¡šő ąşďěš ďőłăğăŋő), ůšő ŕăšőńőčĺ£ ŕřĺňěřă 14.3 ĺňěěš őčřăŋĺůěŋĺě ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ dim G ⩾ dim N , šő ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1 = ‖T ‖_♦, čďě ćěńĺůĺŋă ‖T ‖_♦ őš G ŋě ğăćĺśĺš. Ŕřěęďě ůěň ďőłăğżćăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě, ŕőśňőšřĺň ŋă ěčő śńěďśšćĺ£.

Ćő-ŕěřćżţ, £śŋő, ůšő őŕřěďěń-ěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ćěńĺůĺŋă ‖T ‖_♦ £ćń£ěšś£ ŋőřňőľ.

Ćő-ćšőřżţ, ŕőśłőńĳłş śńěďőćă£ ŋőřňă ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă őšŋőśĺšěńĳŋő šěŋğőřŋőčő şňŋőęěŋĺ£, šő ‖T ⊗ R‖_1 ⩾ ‖T ‖_1‖R‖_1. Ŕő¡šőňş ‖T ‖_♦ ⩾ ‖T ‖_1.

Ć-šřěšĳĺţ, ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ‖T R‖_1 ⩽ ‖T ‖_1‖R‖_1, ŕő¡šőňş ĺňěěň šăłĺě ŋěřăćěŋśšćă ‖T ‖_1‖R‖_1 ⩽ ‖T ⊗ R‖_1 = ‖(T ⊗ I)(I ⊗ R)‖_1 ⩽ ‖T ⊗ I‖_1‖I ⊗ R‖_1: (14.7) Ĺğ ¡šĺţ ŋěřăćěŋśšć śńěďşěš ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőśšĳ ŋőřňż ‖ · ‖_♦ őšŋőśĺšěńĳŋő šěŋğőřŋőčő şňŋőęěŋĺ£.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ŕřĺćěď-ěŋŋőě ćżÿě śćőľśšćő ŋőřň ‖T ⊗ I‖_1, ďăďĺň ďřşčőě őŕřěďěńěŋĺě ćěńĺůĺŋż ‖T ‖_♦.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.5. Řăśśňőšřĺň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ T : L(N ) → L(N^′) ć ćĺďě T = Tr_F A·B^†. Ğďěśĳ A·B^† őąőğŋăůăěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě X → AXB^†, ă A; B ∈ L(N ; N^′ ⊗ F), čďě F | ŕřőĺğćőńĳŋőě şŋĺšăřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ ŋě ňěŋĳÿěľ, ůěň (dim N )(dim N^′). Šőčďă ‖T ‖_♦ | šőůŋă£ ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ůĺśěń ćĺďă ‖A‖ ‖B‖ (¡šő őŕěřăšőřŋżě ŋőřňż) ŕő ćśěň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň şłăğăŋŋőčő ćĺďă.

Ğăňěůăŋĺě. Şśńőćĺě dim F ⩾ (dim N )(dim N^′) čăřăŋšĺřşěš, ůšő śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďŋő ŕřěďśšăćńěŋĺě T = Tr_F A_0·B^†_0. Ďń£ ňĺŋĺňĺğăűĺĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ‖A‖ ‖B‖ ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ őŕěřăšőřż ś ŋőřňăňĺ ‖A‖ ⩽ ‖A_0‖ ĺ ‖B‖ ⩽ ‖B_0‖, ŕő¡šőňş ĺŋťĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ć śĺńş łőňŕăłšŋőśšĺ. Šő, ůšő őŋ ŋě ğăćĺśĺš őš řăğňěřŋőśšĺ F, ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ šěőřěňż.

Šěőřěňă 14.1. Ěśńĺ dim G ⩾ dim N , šő ‖T ‖_♦ = ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ T X = Tr_F AXB^†. Šőčďă, ĺśŕőńĳğş£ śćőľśšćă śńěďőćőľ ŋőřňż ĺğ ğăďăůĺ 14.2, ŕőńşůăěň

‖(T ⊗ IL_{(G)})X‖_{tr} =‖ Tr_F (A ⊗ I_G )X(B^† ⊗ I_G )‖_{tr} ⩽ ⩽‖(A ⊗ I_G )X(B^† ⊗ I_G )‖_{tr} ⩽ ‖A‖ ‖B‖ ‖X‖_{tr}:

Ŕő¡šőňş ‖T ‖_♦ ⩾ ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1.

Ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş ŋěśłőńĳłő śńőęŋěě. Ąěğ şňěŋĳÿěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ‖T ‖_♦ = 1. Ĺŋťĺňşň ć őŕřěďěńěŋĺĺ 14.5 ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ ‖A‖ = ‖B‖ = 1.

Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő śşźěśšćş¿š šřĺ ňăšřĺűż ŕńőšŋőśšĺ ȷ; ‚ ∈ ∈ L(N ) ĺ fi ∈ L(F), šăłĺě ůšő Tr_N ′ (AȷA^†) = Tr_N ′ (B‚B^† ) = fi. Ŕşśšĳ

K = Ker(A^†A − I_N ); L = Ker(B^†B − I_N ); E = { Tr_N ′ (AȷA^†) : ȷ ∈ D(K) } ; F = { Tr_N ′ (B‚B^† ) : ‚ ∈ D(L) } ; čďě D(L) őąőğŋăůăěš ňŋőęěśšćő ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě L. Šőčďă E; F ⊆ D(F), ŕő¡šőňş ć łăůěśšćě fi čőďĺšś£ ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ E ∩ F .

Ďőłăęěň, ůšő E ∩ F ≠ ?. Šăł łăł E ĺ F | łőňŕăłšŋżě ćżŕşłńżě ňŋőęěśšćă, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš řăğďěń£¿źěľ ĺţ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋěš šăłőčő ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă Z ∈ L(F), ůšő Tr XZ > Tr Y Z ďń£ ń¿ążţ X ∈ E, Y ∈ F . Ă ¡šő, ć śćő¿ őůěřěďĳ, śńěďşěš ĺğ ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ ćěńĺůĺŋż ‖A‖ ‖B‖ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A → (I_N ′ ⊗ e^{−tZ}) A; B → (I_N ′ ⊗ e^{tZ}) B;

čďě t ŕőńőęĺšěńĳŋő, ŋő ňăńő.

Ĺšăł, ŕşśšĳ Tr_N ′ (AȷA^†) = Tr_N ′ (B‚B^† ) = fi ∈ D(F), čďě ȷ; ‚ ∈ ∈ D(N ). Ŕřěďśšăćĺň ȷ ĺ ‚ ć ćĺďě ȷ = Tr_G ( |⟩⟨| ) , ‚ = Tr_G ( |”⟩⟨”| ) , čďě |⟩; |”⟩ ∈ N ⊗ G | ěďĺŋĺůŋżě ćěłšőřż. Ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň şśńőćĺě dim G ⩾ dim N ĺ şšćěřęďěŋĺě 9.1. Ŕőńőęĺň X = |⟩⟨”|. Őůěćĺďŋő, ůšő ‖X‖_{tr} = 1.

Ďőłăęěň, ůšő ‖(T ⊗ IL_{(G)})X‖_{tr} ⩾ 1. Őąőğŋăůĺň X^′ = (T ⊗ IL_{(G)})X; |^′⟩ = (A ⊗ I_G )|⟩; |”^′⟩ = (B ⊗ I_G)|”⟩;

šőčďă

X^′ = Tr_F (|^′⟩⟨”^′|); Tr_N ′_{⊗G} (|^′⟩⟨^′|) = Tr_N ′_{⊗G} (|”^′⟩⟨”^′|) = fi: Őšś¿ďă, ćő-ŕěřćżţ, śńěďşěš, ůšő ćěłšőřż |^′⟩ ĺ |”^′⟩ ĺňě¿š ěďĺŋĺůŋş¿ ďńĺŋş. Ćő-ćšőřżţ, ŋăľď-ěšś£ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U ŋă ŕřőśšřăŋśšćě N^′ ⊗ G, šăłőľ ůšő (U ⊗ I_F )|^′⟩ = |”^′⟩ (¡šő şšćěřęďěŋĺě ĺğ ğăďăůĺ 9.3). Śńěďőćăšěńĳŋő,

‖X^′‖_{tr} ⩾^| Tr^{UX′|}_{‖U‖} = | |Tr ((U ⊗ I_F )|^′⟩⟨”^′|) | | = |Tr(|”^′⟩⟨”^′|)| = 1: □

Šěŕěřĳ ňőęŋő őűěŋĺšĳ őśšăšőůŋżľ ůńěŋ P ć ťőřňşńě (14.6), ŕőůšĺ ďőśńőćŋő ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺ£ ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě. Ěśńĺ ‖R‖_1 < ‹, šő ‖R‖_♦ < C‹, čďě C | łőŋśšăŋšă (ćśě ŋőřňż ¡łćĺćăńěŋšŋż, ŕřĺů-ěň ňŋőęĺšěńĳ őčřăŋĺůěŋ řăğňěřŋőśšĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă; R ďěľśšćşěš ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ őďŋőčő q-ąĺšă). Ĺśŕőńĳğş£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőśšĳ ŋőřňż ‖ · ‖_♦, ğăłń¿ůăěň, ůšő ‖P ‖_1 ⩽ ‖P ‖_♦ = o(‹^k):

Ŕő¡šőňş ąşďěň ŕřěŋěąřěčăšĳ ćśěňĺ śńăčăěňżňĺ ĺğ P , ă ďěľśšćĺě ćśěţ őśšăńĳŋżţ śńăčăěňżţ ąşďěň şůĺšżćăšĳ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ R^⊗A ĺňě¿š ćĺď R^⊗Aȷ = ∑ i X_iȷY^†_i , čďě X_i; Y_i ∈ E(A); śĺňćőńĺůěśłĺ ¡šő ňőęŋő ğăŕĺ-

śăšĳ šăł: R^⊗A ∈ E(A)·E^†(A). Śşňňă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ∑ |A|6k R^{⊗A}1^⊗I[n]\A ńěęĺš ć E(n; k) · E^†(n; k). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕřĺţőďĺň ł ćżćőďş, ůšő ŋşęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ őÿĺąłĺ ĺğ E(n; k).

14.6. Őśŋőćŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ŕřőśšěľÿĺě śńěďśšćĺ£. Śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě ďă-ěš ć łćăŋšőćőň śńşůăě ťőřňăńĳŋőě ćżřăęěŋĺě šřěąőćăŋĺ£ Àřăğńĺůŋżě śőśšő£ŋĺ£ ŕěřěţőď£š ć řăğńĺůŋżě śőśšő£ŋĺ£Á (¡šő ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ćőğňőęŋőśšĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ĺśţőďŋżţ śőśšő£ŋĺľ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň).

Őŕřěďěńěŋĺě 14.6. Łćăŋšőćżľ łőď (ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ N ) ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ E ⊆ L(N ; N^′), ěśńĺ

∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M∀ X; Y ∈ E (⟨_2|_1⟩ = 0) ⇒ ( ⟨_2|Y^†X|_1⟩ = 0 ) : (14.8) Őŕřěďěńěŋĺě 14.7. Ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě P : L(N^′) → L(M) ŋăğżćăěšś£ ĺśŕřăćń£¿źĺň (ďń£ łőďă M ĺ ŕřőśšřăŋśšćă őÿĺąőł E), ěśńĺ

∀ T ∈ E · E^† ∃ c = c(T ) ∀ ȷ ∈ L(M) ( P T ȷ = c(T )ȷ ) : Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň T śőţřăŋ£ěš śńěď, šő c(T ) = 1.

Šěőřěňă 14.2. Ěśńĺ łőď M ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ E, šő ĺśŕřăćń£- ¿źěě ŕřěőąřăğőćăŋĺě śşźěśšćşěš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěš ďăŋő ŋĺęě. Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ć [4].

Ŕřĺňěř 14.4. Šřĺćĺăńĳŋżľ łőď šĺŕă (n; m): ŕşśšĳ M = B^⊗m ⊗ ⊗ |0n^−m⟩, ă E = E[m + 1; : : :; n], š. ě. ďń£ łőďĺřőćăŋĺ£ ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŕěřćżě m q-ąĺšőć, ă őÿĺąłĺ ďěľśšćş¿š ŋă őśšăńĳŋżě q-ąĺšż. Şśńőćĺě (14.8), őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋěŋő. Ć łăůěśšćě ĺśŕřăćń£¿źěčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęŋő ćğ£šĳ P = IL_{(B}⊗m_) ⊗ R, čďě R: X → (Tr X)|0n^−m⟩⟨0n^−m|. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě P řěăńĺğşěšś£ őůěŋĳ ŕřőśšő: ćżąřăśżćăěň ŕőśńěďŋĺě n − m q-ąĺšőć ĺ ğăňěŋ£ěň ĺţ ŋă ŋőćżě q-ąĺšż ć śőśšő£ŋĺĺ |0⟩. Ŕřăłšĺůěśłőľ ŕőńĳğż őš šăłőčő łőďă, łőŋěůŋő, ňăńő. Ĺŋšěřěśŋő, őďŋăłő, ůšő ń¿ąőľ łćăŋšőćżľ łőď, ĺśŕřăćń£¿źĺľ őÿĺąłĺ, ć őŕřěďěń-ěŋŋőň śňżśńě ŕőţőę ŋă šřĺćĺăńĳŋżľ (śň. ńěňňş 14.3 ŋĺęě).

Ŕřĺňěř 14.5. Řăśśňőšřĺň łćăŋšőćżľ ăŋăńőč łőďă ś ŕőćšőřěŋĺěň. Ŕşśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő M = C (|0; : : : ; 0⟩; |1; : : :; 1⟩). Řăśśňőšřĺň ďćă śőśšő£ŋĺ£ |_1⟩ = |0; : : :; 0⟩ + |1; : : :; 1⟩ ĺ |_2⟩ = |0; : : :; 0⟩ − |1; : : :; 1⟩. Őÿĺąłş ćżąěřěň šăł: X = I, Y = ffz[1]. Őůěćĺďŋő, ůšő X; Y ∈ E(n; 1). Ŕřĺ ¡šőň Y |_2⟩ = X|_1⟩, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš őŕřěďěńěŋĺ¿ łőďă, ĺśŕřăćń£¿- źěčő őÿĺąłĺ. Ňż ćĺďĺň, ůšő łőď ś ŕřőĺğćőńĳŋő ąőńĳÿĺň ŕőćšőřěŋĺěň ŋě ğăźĺźăěš ďăęě őš őďŋőľ őÿĺąłĺ.

Őÿĺąłĺ ćĺďă ffx[1] ŋăğżćă¿šś£ łńăśśĺůěśłĺňĺ, ă őÿĺąłĺ ćĺďă ffz[1] ŋăğżćă¿šś£ ťăğőćżňĺ.

Ć őŕřěďěńěŋĺĺ 14.6 řěůĳ ÿńă šőńĳłő ő ŕăřăţ őřšőčőŋăńĳŋżţ śőśšő- £ŋĺľ. Ďăćăľšě ŕőśňőšřĺň, ůšő ŕőńşůăěšś£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕăřăţ. Ğăťĺłśĺřşěň X; Y ∈ E ĺ őąőğŋăůĺň Z = Y^†X. Őłăğżćăěšś£, ůšő ∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M ⟨_2|Z|_1⟩ = c(Z)⟨_2|_1⟩; (14.9) čďě c(Z) | ŋěłőšőřőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő, ŋě ğăćĺś£źěě őš |_1⟩; |_2⟩. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ |”_1⟩; : : :; |”m⟩ | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă M. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ 14.6 ⟨”j|Z|”k⟩ = 0 ŕřĺ j ≠ k, ă ⟨”j|Z|”j⟩ ŋě ğăćĺśĺš őš j, šăł łăł ⟨”_j|Z|”_j⟩ − ⟨”_k|Z|”_k⟩ = ⟨”_j − ”_k|Z|”_j + ”_k⟩ + ⟨”_k|Z|”_j⟩ − ⟨”_j|Z|”_k⟩ = 0: (Ćśě šřĺ śńăčăěňżţ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă řăćŋż ŋşń¿, šăł łăł ćţőď£źĺě ć ŋĺţ ŕăřż ćěłšőřőć őřšőčőŋăńĳŋż.)

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ X; Y ∈ E(n; k), šő Z = Y^†X ∈ E(n; 2k).

Őŕřěďěńěŋĺě 14.8. Łőď M őąŋăřşęĺćăěš őÿĺąłĺ ĺğ E^′ ⊆ L(N ), ěśńĺ ∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M ∀ Z ∈ E^′ ⟨_2|Z|_1⟩ = c(Z)⟨_2|_1⟩:

Łőďőćżň řăśśšő£ŋĺěň ŋăğżćăěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő d = d(M), ŕřĺ łőšőřőň łőď ŋě őąŋăřşęĺćăěš őÿĺąłĺ ĺğ E(n; d).

Šăłĺň őąřăğőň, łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł, ěśńĺ 2k < d(M).

Šěŕěřĳ ňż ŕěřěľďěň ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 14.2.

Ńěňňă 14.3. Ŕşśšĳ łćăŋšőćżľ łőď M ⊆ N ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ E ⊆ L(N ; N^′). Šőčďă śşźěśšćşěš şŋĺšăřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő F, ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě V : M ⊗ F → N^′ ĺ ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě f : E → → F, šăłĺě ůšő ∀ |⟩ ∈ M ∀ X ∈ E X|⟩ = V ( |⟩ ⊗ |f(X)⟩ ) : (14.10)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ E_0 = {X ∈ E : ∀ |⟩ ∈ M X|⟩ = 0}. Řăśśňőšřĺň ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćő F = E=E_0 ĺ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě f : E → F. Ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V : M ⊗ F → N^′, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ (14.10), śšřőĺšś£ łăŋőŋĺůěśłĺň őąřăğőň; ŋşęŋő ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ ěčő ĺğőňěšřĺůŋőśšĳ.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě F ňőęŋő ğăďăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ťşŋłűĺĺ ś ĺğ śćőľśšćă łőďă (14.9): ěśńĺ |”_1⟩ = |f(X)⟩ ĺ |”_2⟩ = |f(Y )⟩, šő ⟨”_2|”_1⟩ = c(Y^†X). Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šă ćěńĺůĺŋă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă X ĺ Y . §śŋő šăłęě, ůšő ⟨”|”⟩ > 0, ěśńĺ |”⟩ ≠ 0. Ťőřňşńă (14.9) łăł řăğ ĺ őğŋăůăěš, ůšő őšőąřăęěŋĺě V £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň. □

Ďőłăğăšěńĳśšćő (šěőřěňż 14.2). Ŕřěďśšăćĺň ŕřőśšřăŋśšćő N^′ łăł śşňňş ćğăĺňŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć: N^′ = (Im V ) ⊕ K, čďě V | őšőąřăęěŋĺě ĺğ ŕřěďżďşźěľ ńěňňż. Ŕşśšĳ W : K → N^′ | łăŋőŋĺůěśłőě ćńőęěŋĺě, ă R: L(K) → L(M) | ŕřőĺğćőńĳŋőě ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Šőčďă ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ P : ȷ → Tr_F (V^†ȷV ) + R(W^†ȷW ); c: X · Y^† → ⟨f(Y )|f(X)⟩:

(Ťşŋłűĺ£ ś ńĺŋěľŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćśě ŕřőśšřăŋśšćő E · E^†). □

Ńěňňş 14.3 ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 14.2 ňőęŋő ŋěťőřňăńĳŋő ĺğńőęĺšĳ šăłĺň őąřăğőň. Łőď, ĺśŕřăćń£¿źĺľ őÿĺąłĺ, ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň, ůšő őÿĺąłă ŋě śňěÿĺćăěšś£ ś ğăłőďĺřőćăŋŋőľ ĺŋťőřňăűĺěľ, š. ě. őśšă-ěšś£ ć ćĺďě őšďěńĳŋőčő šěŋğőřŋőčő śőňŋőęĺšěń£. Ĺśŕřăćń£¿źěě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺğćńěłăěš ¡šş Àćśšřőěŋŋş¿ őÿĺąłşÁ ĺ ćżąřăśżćăěš ěě ć ňşśőřŋş¿ łőřğĺŋş.

Ğăďăůă 14.3. Ŕşśšĳ łőď M ⊆ B^⊗n őąŋăřşęĺćăěš őÿĺąłĺ ĺğ E(A). Ďőłăęĺšě, ůšő śőśšő£ŋĺě ȷ ∈ L(M) ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ, ŋě ĺśŕőńĳğş£ q-ąĺšőć ĺğ ňŋőęěśšćă A.

14.7. Łőď Ÿőřă [40]. Őŕĺÿěň śěřĺ¿ łőďőć śő śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň łőďőćżň řăśśšő£ŋĺěň. Őŋĺ ĺśŕőńĳğş¿š n = r^2 łőďőćżţ q-ąĺšőć ĺ łőďĺřş¿š őďĺŋ q-ąĺš (š. ě. dim M = 2), ă łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě d řăćŋő r.

Ŕőśłőńĳłş łőńĺůěśšćő łőďőćżţ q-ąĺšőć | šőůŋżľ łćăďřăš, şďőąŋő ğăďăćăšĳ ąăğĺśŋżě śőśšő£ŋĺ£ ć šăłőň łőďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ć ćĺďě ňăšřĺűż. Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ łőď Ÿőřă ŕőřőęďăěšś£ ćěłšőřăňĺ

|_¸⟩ = ∑ y1;:::;yr ∈B^r

(−1)¸ P^{rj=1} y^j | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩ : (14.11)

Ďń£ ăŋăńĺğă łőďă Ÿőřă ŋăň ŕőšřěąşěšś£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ őŕěřăšőřőć ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺű Ŕăşńĺ. Ĺţ, ćőőąźě čőćőř£, šřĺ, ŋő ůěšć-ěřšőľ ňăšřĺűěľ Ŕăşńĺ ąşďěň śůĺšăšĳ ěďĺŋĺůŋş¿. Ććěď-ěň ŋěśšăŋďăřšŋş¿ ĺŋďěłśăűĺ¿ ňăšřĺű Ŕăşńĺ:

ff_{00} = ( 1 0 0 1 ) ; ff_{01} = ( 1 0 0 −1 ) = ffz;

ff_{10} = ( 0 1 1 0 ) = ffx; ff_{11} = ( 0 −i i 0 ) = ffy:

Ňăšřĺűż Ŕăşńĺ ğăňěůăšěńĳŋż šěň, ůšő őŋĺ ¡řňĺšőćż ĺ şŋĺšăřŋżě őďŋőćřěňěŋŋő. Ććěď-ěŋŋă£ ĺŋďěłśăűĺ£ ŕőğćőń£ěš şďőąŋő ğăŕĺśżćăšĳ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ňăšřĺűăňĺ Ŕăşńĺ

ff_{¸˛}ff_¸′_˛′ = (−i)^{¸˛′ −¸′˛}ff_{¸⊕¸}′_{;˛⊕˛}′ ; ff_{¸˛}ff_¸′_˛′ = (−1)^{¸˛′ −¸′˛}ff_¸′_˛′ ff_{¸˛}: (14.12) Ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć őąřăğşěš čřşŕŕş G = Z_2 ⊕ Z_2 ĺńĺ 2-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň F_2.

Ňăšřĺűż Ŕăşńĺ őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă L(B): L(B) = C (ff_{00}) ⊕ C (ff_{01}) ⊕ C (ff_{10}) ⊕ C (ff_{11}):

Ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă B^⊗n ąşďěš şęě 4n ąăğĺśŋżţ őŕěřăšőřőć. Ććěď-ěň őąőğŋăůěŋĺě

ff(f) = ff(¸_1; ˛_1; ¸_2; ˛_2; : : :; ¸_n; ˛_n)^{def}= ff_{¸1;˛1} ⊗ ff_{¸2;˛2} ⊗ · · · ⊗ ff_{¸n;˛n} : Ğďěśĳ f ∈ Gn = F^2n_2 .

Ĺśŕőńĳğş£ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őąźěčő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£, ff(f) = cff(f^(x^)) · ff(f^(z^)), čďě f^{(x)} = (¸_1; 0; ¸_2; 0; : : :) ŋăğżćăěšś£ łńăśśĺůěśłőľ őÿĺąłőľ, ă f^{(z)} = = (0; ˛_1; 0; ˛_2; : : :) | ťăğőćőľ őÿĺąłőľ.

Šěŕěřĳ ŕřőăŋăńĺğĺřşěň łőď Ÿőřă. Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ĺğşůěŋĺěň ąăğĺśŋżţ őÿĺąőł. Ŕşśšĳ Z ∈ ∈ E(r^2; k), (k < r) ĺ Z = ff(f) = cff(f^(x^))ff(f^(z^)). Ŕőśłőńĳłş |f| ⩽ k (|f| | ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ ć f), šő |f^(x^)|; |f^(z^)| ⩽ k < r.

Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ⟨_1|Z|_0⟩ = 0; ⟨_1|Z|_1⟩ = ⟨_0|Z|_0⟩: (14.13) Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£.

1. Łńăśśĺůěśłă£ őÿĺąłă őšńĺůŋă őš 0. Ć ¡šőň śńşůăě łăęďőě ąăğĺśŋőě śőśšő£ŋĺě | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩

ĺğňěŋ£ěšś£ ŕőď ďěľśšćĺěň Z ć ŋěłőšőřżţ e ąĺšăţ, 0 < e < r. Ŕő¡šőňş ć śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ (14.13) ćśě śńăčăěňżě ąşďşš řăćŋż 0.

2. f^(x^) = 0. Őÿĺąłă ůĺśšő ťăğőćă£: Z = (ffz)˛^{11} ⊗ · · · ⊗ (ffz)˛^{rr} , čďě ∑ j;l ˛_{jl} < r. Őąőğŋăůĺň –_j = ∑ l ˛_{jl}. Šőčďă (śň. (14.11))

Z|_¸⟩ = ∑ y1;:::;yr

(−1)P^{j (}–^{j +}¸^)y^j | | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩ : Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ğŋăůěŋĺ£ –j ŕő ňőďşń¿ 2. Ćőğňőęŋż 3 śńşůă£: ă) (–_1; : : :; –r) = (0; : : :; 0) (mod 2).

ą) (–_1; : : :; –r) = (1; : : :; 1) (mod 2). ć) (–_1; : : :; –r) ≠ (0; : : :; 0); (1; : : :; 1) (mod 2).

Śńşůăľ ą) ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ řěăńĺğőćăšĳś£ ŋě ňőęěš, šăł łăł ∑ j –_j ⩽ k < r. Ć śńşůăě ć) ćśě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ, ⟨¸|Z|¸′ ⟩ = 0. Ć śńşůăě ă) Z|¸⟩ = |¸⟩, š. ě. Z ďěľśšćşěš ŋă łőďőćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě šőęďěśšćěŋŋżň őąřăğőň. (Šăłă£ őÿĺąłă, ŕő śşźěśšćş, ŋě £ćń£ěšś£ őÿĺąłőľ, ŕőśłőńĳłş ŋĺůěčő ŋě ŕőřšĺš). Śńěďőćăšěńĳŋő, ⟨¸|Z|¸′ ⟩ = ⟨¸|¸′ ⟩.

Ĺšăł, łőď Ÿőřă őąŋăřşęĺćăěš r − 1 őÿĺąłş; łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě řăćŋő r.

Ğăňěůăŋĺě. Łőď Ÿőřă őśŋőćăŋ ŋă ďşăńĳŋőśšĺ ňěęďş łńăśśĺůěśłĺňĺ ĺ ťăğőćżňĺ őÿĺąłăňĺ, łőšőřă£ ćżřăęăěšś£ řăćěŋśšćőň ffz = HffxH^†. Ćŋşšřĺ łăęďőľ śšřőłĺ y_1; : : :; yr řěăńĺğőćăŋ őążůŋżľ ŕőćšőřĺšěńĳŋżľ łőď, ĺśŕřăćń£¿źĺľ łńăśśĺůěśłĺě őÿĺąłĺ. Śšřőłĺ őřčăŋĺğőćăŋż ć ăŋăńőčĺůŋżľ łőď, őšńĺůă¿źĺľś£ ğăňěŋőľ ąăğĺśă ć łăęďőň q-ąĺšě: ∑ y1;:::;yr (−1)

¸(P_{j yj )|y1; : : :; yr⟩ = (H ⊗ · · · ⊗ H)|¸; : : :; ¸⟩. İšőš łőď ĺś-}

ŕřăćń£ěš ťăğőćżě őÿĺąłĺ.

14.8. Śĺňŕńěłšĺůěśłĺě (śšăąĺńĺğĺřş¿źĺě) łőďż [26]. İšő ăŋăńőč łńăśśĺůěśłĺţ ńĺŋěľŋżţ łőďőć. Łćăŋšőćżě śĺňŕńěłšĺůěśłĺě łőďż şśšřőěŋż šăł ęě, šőńĳłő ćňěśšő łőŋšřőńĳŋżţ śşňň ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ff-őŕěřăšőřż ( ff(¸_1; ˛_1; : : :; ¸_n; ˛_n) ć ŕřěďżďşźĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ).

Ğăďăďĺň, ŋăŕřĺňěř, šăłĺň śŕőśőąőň łőď Ÿőřă. Ďń£ ŋěčő N = B^⊗r^2 , dim M = 2. Łőďőćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕőřőęďěŋő ďćşň£ ćěłšőřăňĺ, śň. (14.11).

Łăłĺň şśńőćĺ£ň şďőćńěšćőř£¿š ąăğĺśŋżě ćěłšőřż M? 1. Ďń£ ń¿ążţ j; l (l < r) ćżŕőńŋěŋő ffzjlffzj_(l_{+1)}|⟩ = |⟩, š. ě. łăęďă£ śšřőłă śőśšőĺš ĺğ ŕőćšőřěŋĺľ őďŋőčő ąĺšă.

2. Ďń£ ń¿ąőčő j < r ćżŕőńŋěŋő ∏ l ( ff^x_{jl}ff^x_{(j+1)l} ) |⟩ = |⟩. Ůšő őğŋăůăěš

¡šő şśńőćĺě? Őŕěřăšőř ∏ l ( ff^x_{jl}ff^x_{(j+1)l} ) ŕěřěćőďĺš

ąăğĺśŋżľ ćěłšőř | | | | . . . . . . . . . . . . . y_j . . . y_j y_{j+1} . . . y_{j+1} . . . . . . . . . . . . . ⟩ ć ćěłšőř | | | | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y_j ⊕ 1 . . . y_j ⊕ 1 y_{j+1} ⊕ 1 . . . y_{j+1} ⊕ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⟩

(őśšăńĳŋżě śšřőłĺ ŋě ňěŋ£¿šś£). İšĺ ďćă ćěłšőřă ďőńęŋż ćţőďĺšĳ ć |⟩ ś őďĺŋăłőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 14.4. Ěśńĺ |⟩ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň 1 ĺ 2, šő |⟩ = c_0|⟩_0 + c_1|⟩_0.

Ŕřěęďě ůěň ŕěřěľšĺ ł ĺğşůěŋĺ¿ ąőńěě őąźĺţ śĺňŕńěłšĺůěśłĺţ łőďőć, řăśśňőšřĺň ŕőďřőąŋěě śćőľśšćă ff-őŕěřăšőřőć.

Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, ff-őŕěřăšőřż şďőąŋő ĺŋďěłśĺřőćăšĳ ¡ńěňěŋšăňĺ čřşŕŕż G = (Z_2)^2. Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłś ff-őŕěřăšőřă ůěřěğ ‚ = (¸_1; ˛_1; : : :; ¸n; ˛n) ∈ Gn.

ff-őŕěřăšőřż őąřăğş¿š ąăğĺś ć L(B^{⊗n}), ąőńěě šőčő, ěśšĳ ěśšěśšćěŋŋă£ Gn-čřăďşĺřőćłă:

L(B^⊗n) = ⨁ ‚∈G^n C ( ff(‚) ) : Ďń£ ff-őŕěřăšőřőć ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£

ff(‚_1)ff(‚_2) = (−i)^{~!(‚1;‚2)}ff(‚_1 + ‚_2) = (−1)^{!(‚1;‚2)}ff(‚_2)ff(‚_1); čďě ~!(¸_1; ˛_1; : : :; ¸n; ˛n; ¸^′_1; ˛^′_1; : : :; ¸^′n; ˛^′n) = n∑ j=1 (¸j˛^′j − ¸^′j˛j) mod 4;

!(‚_1; ‚_2) = ~!(‚_1; ‚_2) mod 2:

Řăśśňőšřĺň şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ďěľśšćĺ£ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć X → UXU^†. Šăłőě ďěľśšćĺě ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ďőňŋőęěŋĺĺ U ŋă ůĺśńő, řăćŋőě ŕő ňőďşń¿ ěďĺŋĺűě, ŕő¡šőňş čřşŕŕă şŋĺšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺňěěš ćĺď UT(B^⊗n) = U(B^⊗n)=U(1). Őšňěšĺň, ůšő şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ăćšőňőřťĺğňż ∗-ăńčěąřż L(B^⊗n).

Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š šăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ďń£ łőšőřżţ Uff(‚)U^† = = ff(u(‚))·c(‚) (u: Gn → Gn | ŋěłőšőřă£ ťşŋłűĺ£). Őŕěřăšőř Uff(‚)U^† ¡řňĺšőć, ŕő¡šőňş c(‚) = ±1, šő ěśšĳ ňż ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ Uff(‚)U^† = (−1)^{v(‚)} ff(u(‚)); u: G^n → G^n; v : G^n → Z_2: (14.14) Čřşŕŕă šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋőľ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ ESp_2(n). Őŕěřăšőřż ĺğ ¡šőľ čřşŕŕż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śĺňŕńěłšĺůěśłĺňĺ. Ŕřĺćěď-ěň ŕřĺňěřż. 1. ff-őŕěřăšőřż. ff(f)ff(‚)ff(f)^† = ff(f)ff(‚)ff(f) = (−1)!^(f;‚^)ff(‚): Ć ďăŋŋőň śńşůăě u(‚) = ‚.

2. Őŕěřăšőř H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) . Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő

Hff^xH = ff^z; Hff^zH = ff^x; Hff^yH = −ff^y: Šăłĺň őąřăğőň, ŕřěőąřăğőćăŋĺě H · H^† ∈ ESp_2(1).

Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő | ESp_2(1)| = 24. Ěśńĺ şůĺšżćăšĳ ťăğőćżě ňŋőęĺšěńĺ, šő ŕőńşůĺńăśĳ ąż čřşŕŕă Łńĺťťőřďă ĺğ 24 · 8 = 192 ¡ńěňěŋšőć.

Őśŋőćŋżě śćőľśšćă ććěď-ěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ u: Gn → Gn šăłőćż:

1. u ńĺŋěľŋő ŋă Gn.

2. u śőţřăŋ£ěš ťőřňş !, š. ě. !(u(f); u(g)) = !(f; g):

Őšőąřăęěŋĺ£ ś šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ, łăł ĺğćěśšŋő, ŋăğżćă¿šś£ śĺňŕńěłšĺůěśłĺňĺ; őŋĺ őąřăğş¿š śĺňŕńěłšĺůěśłş¿ čřşŕŕş Sp_2(n). Šăłĺň őąřăğőň, őŕřěďěń-ěŋ čőňőňőřťĺğň „ : ESp_2(n) → Sp_2(n).

Šěőřěňă 14.3. Im „ = Sp_2(n), Ker „ = Gn (£ďřő śőśšőĺš ĺğ ff-őŕěřăšőřőć). Šăłĺň őąřăğőň, ESp_2(n)=G^n ∼= Sp_2(n).

Ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ęěńăšěńĳŋő ğŋăšĳ ůšő-ŋĺąşďĳ ŕřő řăśÿĺřěŋĺ£ ĺ łőčőňőńőčĺĺ čřşŕŕ [15]. Ůĺšăšěń¿, ŋěğŋăłőňőňş ś ¡šĺňĺ ŕőŋ£šĺ£ňĺ, ąşďěš ŕřěďńőęěŋ Àőąţőďŋőľ ŕşšĳÁ (śň. ŋĺęě).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě (14.14) ďőńęŋő ążšĳ ăćšőňőřťĺğňőň ∗-ăńčěąřż L(B^⊗n). İšő ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śőţřăŋ£¿šś£ ŕřăćĺńă şňŋőęěŋĺ£ őŕěřăšőřőć ff(‚). İšő őğŋăůăěš, ůšő ťşŋłűĺ£ u őąńăďăěš şłăğăŋŋżňĺ śćőľśšćăňĺ, ă v şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ v(x + y) − v(x) − v(y) = w(x; y); (14.15)

čďě w(x; y) = ~ω(u(x), u(y)) − ~ω(x, y) 2 ∈ Z^2.

Ć śńşůăě, łőčďă u | šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕřăćă£ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ (14.15) řăćŋă ŋşń¿. Řěÿěŋĺ£ňĺ £ćń£¿šś£ ćśě ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ. İšő ďőłăğżćăěš, ůšő Ker „ = Gn.

Şšćěřęďěŋĺě Im „ = Sp_2(n) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő şřăćŋěŋĺě (14.15) ĺňěěš řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ąőň u ĺğ Sp_2(n). Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő, ğăňěšĺň, ůšő ťşŋłűĺ£ w őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

w(y; z) − w(x + y; z) + w(x; y + z) − w(x; y) = 0; (14.16) w(x; y) = w(y; x); (14.17) w(x; x) = 0: (14.18) Ťőřňşńă (14.16) | ¡šő şřăćŋěŋĺě łőűĺłńă. Őŋő őğŋăůăěš, ůšő ťşŋłűĺ£ w ğăďăěš śšřşłšşřş čřşŕŕż ŋă ďěłăřšőćőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ňŋőęěśšć G^n × Z^2 śőčńăśŋő ŕřăćĺńş (x; p) · (y; q) = (x+y; p+q +w(x; y)). Ŕőńşůěŋŋă£ čřşŕŕă (őąőğŋăůĺň ěě E) £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň Gn ŕőśřěďśšćőň Z_2, š. ě. őŕřěďěń-ěŋ čőňőňőřťĺğň –: E → G^n, –: (x; p) → x ś £ďřőň Z_2.

Şřăćŋěŋĺě (14.17) őğŋăůăěš, ůšő čřşŕŕă E ăąěńěćă. Ŋăłőŋěű, şřăćŋěŋĺě (14.18) őğŋăůăěš, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż E ĺňě¿š ŕőř£ďőł 2 (ĺńĺ 1). Śńěďőćăšěńĳŋő, E ∼= (Z_2)^2n^{+1}. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő řăśÿĺřěŋĺě E → Gn šřĺćĺăńĳŋő: śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň —: Gn → E, šăłőľ ůšő –— = idGn . Ğăŕĺśżćă£ ¡šőš čőňőňőřťĺğň ć ćĺďě —: x → (x; v(x)), ŕőńşůăěň řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (14.15). □

Śşźěśšćşěš ďřşčőľ, ŋěśłőńĳłő łşśšăřŋżľ śŕőśőą ďőłăğăšĳ, ůšő Im„ = Sp_2(n). Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺě śĺňŕńěłšĺůěśłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: (H · H^†)[j], (K · K^†)[j] ĺ ( ~(ffx) · ~^†(ffx) ) [j; k]. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő K = ( 1 0 0 i ) ). Ĺţ őąřăğż ŕřĺ čőňőňőřťĺğňě „ ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş

Sp_2(n). (Ŋăň-ěł ŋă ďőłăğăšěńĳśšćő: ń¿ąş¿ ŕăřş ćěłšőřőć ‚_1; ‚_2 ∈ Gn, šăłş¿ ůšő !(‚_1; ‚_2) = 1, ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ¡šĺňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ć (1; 0; 0; 0; : : :) ĺ (0; 1; 0; 0; : : :).) Ŋă śăňőň ďěńě, šăłĺň śŕőśőąőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺ ďřşčőľ ĺŋšěřěśŋżľ řěğşńĳšăš. Şłăğăŋŋżě ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż ESp_2(n) ŕőřőęďă¿š ćśě ňăšřĺűż Ŕăşńĺ, š. ě. £ďřő čőňőňőřťĺğňă „. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćěřŋő šăłőě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě 14.5. Čřşŕŕă ESp_2(n) ŕőřőęďăěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ (H · H^†)[j]; (K · K^†)[j]; ( ~(ffx) · ~^†(ffx) ) [j; k]:

Ďń£ ŕřĺňěřă ŕőśňőšřĺň ŋă ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă U = ~(ffx)[1; 2]. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺňěěň U |a; b⟩ = |a; a ⊕ b⟩. Ďěľśšćĺě U ŋă őąřăğş¿źĺě ăńčěąřż L(B^{⊗2}): Uff^z_1U^† = ff^z_1; Uff^z_2U^† = ff^z_1ff^z_2; Uff^x_2 U^† = ff^x_2 ; Uff^x_1 U^† = ff^x_1 ff^x_2 :

Ŕřĺćěď-ěŋŋżě řăćěŋśšćă ňőęŋő ąěğ šřşďă ŕřőćěřĺšĳ ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň. Őďŋăłő ŕőńěğŋő ŕřĺćěśšĺ őąž£śŋěŋĺě Àŋă ŕăńĳűăţÁ. Őŕěřăšőř ffz ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ łăł ĺğňěřěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěčő q-ąĺšă. Ŕěřćżě ďćă řăćěŋśšćă ŕřőśšő ŕőłăğżćă¿š, łăł ňěŋ£¿šś£ ¡šĺ ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśă, ğăďăćăěňőľ U. Šřěšĳě řăćěŋśšćő ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺğňěŋěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ćšőřőčő q-ąĺšă łőňňşšĺřşěš ś ğăňěŋőľ ąăğĺśă U. Ůěšć-ěřšőě | ůšő ĺğňěŋěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ŕěřćőčő q-ąĺšă ŕřĺ ŋěĺğňěŋŋőň ćšőřőň ąĺšě ć ŕőćěřŋşšőň ąăğĺśě őğŋăůăěš őďŋőćřěňěŋŋőě ĺğňěŋěŋĺě ğŋăůěŋĺľ őąőĺţ q-ąĺšőć ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě.

Ďăďĺň šěŕěřĳ őŕřěďěńěŋĺě śĺňŕńěłšĺůěśłőčő łőďă. Ć ŕřőśšřăŋśšćě N = B^⊗n ňż ćżďěńĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M şśńőćĺ£ňĺ Xj|⟩ = |⟩ (Xj ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕřőćěřőůŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ). Ŕřőćěřőůŋżě őŕěřăšőřż ąşďşš ĺňěšĳ ćĺď X_j = (−1)^{’j} ff(f_j); f_j ∈ G^n; ’_j ∈ Z_2: (14.19) Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő {fj} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ŕőšřěąşěň ěź-ě, ůšőąż ćśě őŕěřăšőřż Xj łőňňşšĺřőćăńĺ. Ŕőśłőńĳłş XjXk = (−1)!^(f^j ;f^{k )}XkXj, şśńőćĺě łőňňşšĺřőćăŋĺ£ őğŋăůăěš, ůšő !(fj; fk) = 0.

Őŕřěďěńěŋĺě 14.9. Śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ łćăŋšőćżľ łőď ğăďă-ěšś£ şśńőćĺ£ňĺ (14.19), čďě ćśě Xj łőňňşšĺřş¿š.

Ĺšăł, śĺňŕńěłšĺůěśłőňş łćăŋšőćőňş łőďş śőőšćěšśšćşěš ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ⊆ Gn; ĺğőšřőŕŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ążţ f; g ∈ F ćżŕőńŋěŋő !(f; g) = 0. Ŕő¡šőňş řăğňěřŋőśšĳ śĺňŕńěłšĺůěśłőčő łőďă ńěčłő ćżůĺśń£ěšś£.

Šěőřěňă 14.4. dim M = 2n^{−dim} F .

Ńěňňă 14.6. Ń¿ąőľ śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ łőď ŕřĺćőďĺšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ĺğ ESp_2(n) ł śšăŋďăřšŋőňş ćĺďş, łőčďă ŕřőćěřőůŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ £ćń£¿šś£ ffz[1]; : : :; ffz[s], čďě s = dimF .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ⊆ Gn ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ őšőąřăęěŋĺěň ĺğ Sp_2(n) ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F^′, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć ćĺďă (0; ˛_1; 0; ˛_2; : : :; 0; ˛s; 0; : : :; 0), čďě ˛j | ŕřőĺğćőńĳŋżě. Śőčńăśŋő šěőřěňě 14.3, ¡šőňş őšőąřăęěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřőě şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě U · U^†. Őŋő ŕěřěćőďĺš łőďőćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ğăďăŋŋőě ŕřőćěřőůŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ±ffz[j] (j = 1; : : :; s). Ŕřĺňěŋ££ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćĺďă ff(f) · ff(f)^†, ćśě ğŋăłĺ ňőęŋő śďěńăšĳ ŕń¿śăňĺ. □

Šěŕěřĳ ŕőśňőšřĺň, łăłĺě őÿĺąłĺ śŕőśőąěŋ őąŋăřşęĺćăšĳ śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ łőď. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő łőď őąŋăřşęĺćăěš őÿĺąłĺ ĺğ E(n; k), ěśńĺ ∀ |⟩; |”⟩ ∈ M ∀ Z ∈ E(n; k) ⟨|Z|”⟩ = c(Z)⟨|”⟩ (14.20) Ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň ńĺŋěľŋőśšĺ ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ Z = = ff(g), |g| ⩽ k.

Ŕşśšĳ |”⟩ ∈ M, š. ě. Xj|”⟩ = |”⟩ ďń£ ćśěţ j, čďě Xj = (−1)’^j ff(fj). Őąőğŋăůĺň Z|”⟩ = | ⟩, čďě Z = ff(g). Łăł ňż śěľůăś şćĺďĺň, ćěłšőř | ⟩ £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ ćśěţ ŕřőćěřőůŋżţ őŕěřăšőřőć Xj, ŕő¡šőňş őŋ ńĺąő ŕřĺŋăďńěęĺš łőďőćőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş M, ńĺąő ěňş őřšőčőŋăńěŋ. Ŕőďěľśšćşěň ŕřőćěřőůŋżň őŕěřăšőřőň ŋă | ⟩:

X_j| ⟩ = X_jZ|”⟩ = (−1)^{!(fj ;g)}ZX_j|”⟩ = (−1)^{!(fj ;g)}Z|”⟩ = = (−1)!^(f^j ;g^)| ⟩:

Şśńőćĺě | ⟩ ∈ M řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ !(fj; g) = 0 ďń£ ćśěţ j. Šăłĺě g őąřăğş¿š ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ňż őąőğŋăůĺň F_+, š. ě. F_+ = {g ∈ G^n : ∀ f ∈ F !(f; g) = 0}.

Ćőğňőęŋż śńěďş¿źĺě šřĺ śńşůă£:

1. g ∉ F_+. Ŕřĺ ¡šőň | ⟩ ⊥ M, ŕő¡šőňş ⟨|ff(g)|”⟩ = 0. Šăłş¿ őÿĺąłş łőď őąŋăřşęĺš.

2. g ∈ F . Šăłă£ őÿĺąłă ťăłšĺůěśłĺ ŋěőšńĺůĺňă őš šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă, šăł łăł őŋă ŋě ňěŋ£ěš łőďőćőčő ćěłšőřă |”⟩ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£). Ŕşśšĳ g = a_1f_1 + : : : + asfs, šőčďă ff(g) = c(g)X^{a1}_1 · : : : · X^{as}_s , čďě c(g) = ±1; ±i. Ć ¡šőň śńşůăě ⟨|ff(g)|”⟩ = = ś(g)⟨|”⟩ | şśńőćĺě (14.20) ćżŕőńŋěŋő.

3. g ∈ F_+ \ F . Ć ¡šőň śńşůăě (ŕřőćěřĳšě!) ⟨|ff(g)|”⟩ ŋě ĺňěěš ćĺďă c(g)⟨|”⟩. Šăłş¿ őÿĺąłş łőď ŋě őąŋăřşęĺćăěš.

İšĺňĺ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 14.5. Łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě ďń£ śĺňŕńěłšĺůěśłőčő łőďă M d(M) = min{|f| : f ∈ F_+ \ F }:

Ğăňěšĺň őšńĺůĺě őš łńăśśĺůěśłĺţ ńĺŋěľŋżţ łőďőć. Šăň łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ łăł ŋăĺňěŋĳÿă£ ŋőřňă ćěłšőřă ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ś ćżłĺŋşšżň ŋşń-ěň. Ă ş śĺňŕńěłšĺůěśłĺţ łőďőć ŋşńĳ řăğďşćăěšś£ ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Ğăďăůă 14.4. Ŕőśšřőľšě śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ łćăŋšőćżľ łőď šĺŕă (5; 1), ĺśŕřăćń£¿źĺľ őďŋş őÿĺąłş.

Ğăďăůă 14.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš łćăŋšőćőčő łőďă šĺŕă (4; 1), ĺśŕřăćń£¿źěčő őďŋş őÿĺąłş.

14.9. Šőřĺůěśłĺě łőďż. Ŕřĺćěď-ěň ćăęŋżľ ŕřĺňěř śĺňŕńěłšĺůěśłőčő łőďă. Őŋ śšřőĺšś£ šăł. Ŕşśšĳ ěśšĳ łćăďřăšŋă£ řěÿěšłă řăğňěřă r × r ŋă šőřě. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ě-ě řěąřş ŕő q-ąĺšş. Šăłĺň őąřăğőň, ćśěčő ĺňěěšś£ n = r^2 q-ąĺšőć. Ŕřőćěřőůŋżě őŕěřăšőřż ąşďşš ďćşţ šĺŕőć.

Řĺś. 6.

Šĺŕ I ğăďă-ěšś£ ćěřÿĺŋăňĺ. Ćżąěřěň ŋěłőšőřş¿ ćěřÿĺŋş s ĺ śőŕőśšăćĺň ěľ ŕřőćěřőůŋżľ őŕěřăšőř

A^{(x)}_s = ff(f^{(x)}_s ) = ∏ j∈ ğćěğďă(s)

ff^x_j :

Šĺŕ II ğăďă-ěšś£ čřăŋ£ňĺ. Ćżąěřěň ŋěłőšőřş¿ čřăŋĳ u ĺ śőŕőśšăćĺň ěľ ŕřőćěřőůŋżľ őŕěřăšőř

A^{(z)}_u = ff(f^{(z)}_u ) = ∏ j∈ čřăŋĺűă(u)

ff^z_j :

Őŕěřăšőřż A^(x^)s ĺ A^(z^)u łőňňşšĺřş¿š, ŕőśłőńĳłş čřăŋĺűă ĺ ğćěğďă ćśěčďă ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ů-ěšŋőňş ůĺśńş ř-ěąěř. (Ŕěřěśšăŋőćőůŋőśšĳ őŕěřăšőřőć őďŋőčő šĺŕă őůěćĺďŋă.)

Ţőš£ ňż şłăğăńĺ r^2 + r^2 = 2r^2 ŕřőćěřőůŋżţ őŕěřăšőřőć (ŕő őďŋőňş ŋă čřăŋĳ ĺ ŋă ćěřÿĺŋş), ňěęďş ŋĺňĺ ěśšĳ śőőšŋőÿěŋĺ£. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ A^(x^)-őŕěřăšőřőć, łăł ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ A^(z^)-őŕěřăšőřőć, řăćŋż šőęďěśšćěŋŋőňş. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďřşčĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ ŋěš. Ŕő- ¡šőňş dimF = 2r^2−2, ă dim M = 2^2. Ŕő¡šőňş šőřĺůěśłĺľ łőď ŕőğćőń£ěš ğăłőďĺřőćăšĳ ďćă q-ąĺšă. Ŕőśňőšřĺň, ůěňş řăćŋő łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě ďń£ šőřĺůěśłőčő łőďă.

Ďń£ šőřĺůěśłőčő łőďă ĺňě¿šś£ ěśšěśšćěŋŋżě řăğńőęěŋĺ£ F = F^{(x)} ⊕ F^{(z)}; F_+ = F^{(x)}_+ ⊕ F^{(z)}_+ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕřőćěřőůŋżň őŕěřăšőřăň, śőśšő£źĺň šőńĳłő ĺğ ffxj , ńĺąő šőńĳłő ĺğ ffzj . Šăłĺě łőďż ŋăğżćă¿šś£ CSS łőďăňĺ (ŕő ťăňĺńĺ£ň ăćšőřőć, ćŕěřćżě řăśśňőšřěćÿĺţ ¡šőš łńăśś łőďőć [25, 44]). Ć śńşůăě šőřĺůěśłőčő łőďă ¡ńěňěŋšż ŕőďŕřőśšřăŋśšć F^(z^), F^{(z)}_+ ĺňě¿š ćĺď (0; ˛_1; : : :; 0; ˛_n); ĺň ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ 1-űěŕĺ, š. ě. ťőřňăńĳŋżě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ř-ěąěř ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ˛_1; : : :; ˛n ∈ ∈ F_2. İńěňěŋšăň ŕőďŕřőśšřăŋśšć F^{(x)}; F^{(x)}_+ śőŕőśšăćń£¿šś£ 1-łőűěŕĺ. Řăśśňőšřĺň ćěłšőř f^(z^)u ∈ F^(z^), őšćěůă¿źĺľ čřăŋĺ ś ŋőňěřőň u. Ěňş ąşďěš śőŕőśšăćńěŋă 1-űěŕĳ, £ćń£¿źă£ś£ čřăŋĺűěľ ¡šőľ čřăŋĺ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő F^(z^) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ 1-čřăŋĺű. Ăŋăńőčĺůŋő, ćěłšőřăň f^(x^)s ąşďşš śőŕőśšăćń£šĳś£ 1-łőčřăŋĺűż, ŕőřőęďă¿źĺě ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő 1-łőčřăŋĺű.

Ćőğĳň-ěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš g ∈ F_+, g = g^(x^) + g^(z^). Şśńőćĺ£ łőňňşšĺřőćăŋĺ£ ğăŕĺÿşšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: !(f^{(x)}_s ; g) = 0 ⇐⇒ !(f^{(x)}_s ; g^{(z)}) = 0; !(f^{(z)}_u ; g) = 0 ⇐⇒ !(f^{(z)}_u ; g^{(x)}) = 0:

Ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ !(f^(x^)s ; g^(z^)) = 0, ŋşęŋő, ůšőąż ć ń¿ąőľ ğćěğďě ążńő ů-ěšŋőě ůĺśńő ř-ěąěř ś ŋěŋşńěćżňĺ ćěśăňĺ ĺğ g^(z^). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, g^{(z)} | ¡šő 1-űĺłń (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z_2). Ăŋăńőčĺůŋő, g^{(x)} ďőńęěŋ ążšĳ 1-łőűĺłńőň.

Ĺšăł, ŕřőśšřăŋśšćă F^(z^)_+ , F^(x^)_+ śőśšő£š ĺğ 1-űĺłńőć ĺ 1-łőűĺłńőć, ă ŕřőśšřăŋśšćă F^(z^), F^(x^) śőśšő£š ĺğ 1-čřăŋĺű ĺ 1-łőčřăŋĺű. Śńěďőćăšěńĳŋő, łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋă£ ňőźŋőśšĳ (łőńĺůěśšćő ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć) ŕő űĺłńăň, ŋě £ćń£¿źĺňś£ čřăŋĺűăňĺ, ĺ łőűĺłńăň, ŋě £ćń£¿źĺňś£ łőčřăŋĺűăňĺ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šőš ňĺŋĺňşň řăćěŋ r (ŋşęŋż ńĺąő űĺłń, ńĺąő řăğřěğ, ŋě čőňőńőčĺůŋżě 0). İšő őğŋăůăěš, ůšő šőřĺůěśłĺľ łőď ĺśŕřăćń£ěš ⌊(r − 1)=2⌋ őÿĺąőł.

Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łőďż őŕĺśăŋŋőčő ćĺďă ůěřěğ TOR(r).

Ğăňěůăŋĺě. Šőřĺůěśłĺě łőďż £ćń£¿šś£ őůěŋĳ ćăęŋżň ŕřĺňěřőň, őąńăďă¿źĺň ř£ďőň ğăňěůăšěńĳŋżţ śćőľśšć. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő łőďż ś ńőłăńĳŋżňĺ ŕřőćěřłăňĺ. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőďőć ŋăğżćăěšś£ łőďăňĺ ś ńőłăńĳŋżňĺ ŕřőćěřłăňĺ, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£: { łăęďżľ ŕřőćěřőůŋżľ őŕěřăšőř ďěľśšćşěš ŋă őčřăŋĺůěŋŋőě łőŋśšăŋšőľ ůĺśńő q-ąĺšőć;

{ łăęďżľ q-ąĺš ćţőďĺš ć őčřăŋĺůěŋŋőě łőŋśšăŋšőľ ůĺśńő ŕřőćěřőůŋżţ őŕěřăšőřőć;

{ łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě ŋěőčřăŋĺůěŋŋő ćőğřăśšăěš.

Šăłĺě łőďż ŕřěďśšăćń£¿š ĺŋšěřěś ďń£ ğăďăůĺ ŕőśšřőěŋĺ£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ śţěň, şśšőľůĺćżţ ł őÿĺąłăň. Ŕřĺ ĺśŕřăćńěŋĺĺ őÿĺąőł ňőčşš ŕřőĺśţőďĺšĳ ŋőćżě őÿĺąłĺ. Ŋő ďń£ łőďőć ś ńőłăńĳŋżňĺ ŕřőćěřłăňĺ śţěňż ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąőł ĺňě¿š ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ čńşąĺŋş, ŕő¡šőňş őďŋă őÿĺąłă ŕřĺ řăąőšě šăłőľ śţěňż ŕőřšĺš őčřăŋĺůěŋŋőě ůĺśńő q-ąĺšőć.

14.10. Ŕřőűěďşřă ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąőł. Őŕřěďěńěŋĺě 14.6 ĺ šěőřěňă 14.2 şłăğżćă¿š šőńĳłő ŋă ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋş¿ ćőğňőęŋőśšĳ ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ŕőśńě ďěľśšćĺ£ őÿĺąłĺ. Ŋă ŕřĺňěřě śĺňŕńěłšĺůěśłĺţ łőďőć ŕőłăęěň, łăł řěăńĺğőćăšĳ ŕřőűěďşřş ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąłĺ.

Řăśśňőšřĺň ůăśšŋżľ śńşůăľ, ł łőšőřőňş ćśě śćőďĺšś£. Ŕşśšĳ ĺňě- ¿šś£ ďćě őÿĺąłĺ, ğăďăŋŋżě őŕěřăšőřăňĺ X = ff(g_1), Y = ff(g_2). Šőčďă Z = Y^†X = śff(g_1 − g_2) (|c| = 1). Ŋăğőć-ěň śĺŋďřőňőň őÿĺąłĺ g_1 ćěłšőř (!(g_1; f_1); : : :; !(g_1; fs)) (ďń£ g_2 | ăŋăńőčĺůŋő).

Ćőğĳň-ěň ćěłšőř |”⟩ ∈ M. Őąőğŋăůĺň | ⟩ = X|”⟩. Ŕřőćěřőůŋżě őŕěřăšőřż ďěľśšćş¿š ŋă | ⟩ šăł: Xj| ⟩ = (−1)!^(g^1;f^{j )}| ⟩. Ŕő¡šőňş, ĺğňěř££ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă Xj ŋă śőśšő£ŋĺĺ | ⟩, ňőęŋő ĺğňěřĺšĳ śĺŋďřőň.

|η⟩œ_.

œ#

” !^{X = σ(g)œ.œ|ψ⟩œ.œ} # ” !^{ĺğňěřěŋĺěśĺŋďřőňăœ.œ}_{g′ : śĺŋďřőň(g′) = śĺŋďřőň(g)} g^′ = g + f, f ∈ F

       ?

6

 œ_.

 œ̊

¯ ˇ ˘^{σ(g′)†œ.œσ(f)|η⟩ = c|η⟩} Řĺś. 7. Ĺśŕřăćńěŋĺě őÿĺąłĺ

Ěśńĺ łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě řăćŋő k, šő ćżŕőńŋěŋő

∀ g_1; g_2 ( (|g_1| ⩽ k; |g_2| ⩽ k) ⇒ ( (g_1 − g_2 ∈ F ) ∨ (g_1 − g_2 ∉ F_+) )) : Şśńőćĺě g_1 − g_2 ∈ F őğŋăůăěš ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ őÿĺąőł g_1 ĺ g_2, š. ě. ff(g_1)|”⟩ = cff(g_2)|”⟩ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă |”⟩ ĺğ łőďőćőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Şśńőćĺě g_1 − g_2 ∉ F_+ řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő śĺŋďřőňż őÿĺąőł g_1 ĺ g_2 ŋě śőćŕăďă¿š. Ĺšăł, ńĺąő őÿĺąłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ńĺąő ĺţ ňőęŋő řăğńĺůĺšĳ ŕő śĺŋďřőňş. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő śĺŋďřőňş ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őÿĺąłş ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, š. ě. ŕő ňőďşń¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă F .

Šěŕěřĳ £śŋő, łăł ŋşęŋő ĺśŕřăćń£šĳ őÿĺąłş. Ŕőśńě šőčő łăł őŕřěďěń-ěŋ śĺŋďřőň, ŕřĺňěŋĺň őŕěřăšőř, őąřăšŋżľ ł őŕěřăšőřş ćőśśšăŋőćńěŋŋőľ ŕő śĺŋďřőňş őÿĺąłĺ. Ŕőńşůĺň śőśšő£ŋĺě, őšńĺůă¿źěěś£ őš ĺśţőďŋőčő ńĺÿĳ ŋă ťăğőćżľ ňŋőęĺšěńĳ. Ćś£ ŕřőűěďşřă ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 7.

Ćżÿě řăśśňőšřěŋ śńşůăľ őÿĺąłĺ šĺŕă ff(g). Ŋă śăňőň ďěńě őÿĺąłă śőśšőĺš ć ďěľśšćĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ćĺďă T = ∑ |h|6k;|h^′|6k b_{h;h}′ ff(h) · ff(h^′)^†:

Ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£ ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, łăł řăąőšăěš ŕřĺćěď-ěŋŋă£ ćżÿě śţěňă ć śńşůăě šăłőčő őąźěčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ.

Ğăďăůă 14.6. Ŕőśšřőľšě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ăńčőřĺšň őŕřěďěńěŋĺ£ őÿĺąłĺ ŕő śĺŋďřőňş ďń£ šőřĺůěśłőčő łőďă.

14.11. Ăŋĺőŋż (ĺńń¿śšřăšĺćŋżľ ŕřĺňěř ŋă őśŋőćě šőřĺůěśłőčő łőďă). Ŋă ŕřĺňěřě šőřĺůěśłőčő łőďă ňőęŋő ďăšĳ ąőńěě šőůŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě őą ăŋĺőŋŋżţ śĺśšěňăţ, ő łőšőřżţ čőćőřĺńőśĳ ćő ććěďěŋĺĺ.

Ĺšăł, ćŋőćĳ řăśśňőšřĺň łćăďřăšŋş¿ śěšłş ŋă šőřě (ă ňőęŋő ĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ | śěľůăś ŋăś ąşďěš ĺŋšěřěśőćăšĳ šőńĳłő ě-ě űěŋšřăńĳŋă£ ůăśšĳ). Łăł ĺ řăŋĳÿě, ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż s ĺ łăęďőľ čřăŋĺ u řăśśňőšřĺň ŕřőćěřőůŋżě őŕěřăšőřż

A^{(x)}_s = ∏ j∈ ğćěğďă(s)

ff^x_j ; A^{(z)}_u = ∏ j∈ čřăŋĺűă(u)

ff^z_j :

Śőśšő£ŋĺě łőďőćőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ğăďăěšś£ şśńőćĺ£ňĺ A^(x^)s |⟩ = |⟩, A^{(z)}u |⟩ = |⟩. Ĺţ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ďřşčĺň śŕőśőąőň. Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ | ¡řňĺšőć őŕěřăšőř H = ∑ s (I − A^(x^)s ) + ∑ u (I − A^(z^)u ):

İšőš őŕěřăšőř ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ, ŕřĺůěň ěčő ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďăěš ś łőďőćżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň šőřĺůěśłőčő łőďă. Šăłĺň őąřăğőň, ćěłšőřż ĺğ łőďőćőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ĺ őąńăďă¿š ŋăĺňěŋĳÿěľ ¡ŋěřčĺěľ (š. ě. śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň čăňĺńĳšőŋĺăŋă). Šăłĺě ćěłšőřż ŋăğżćă¿šś£ őśŋőćŋżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ, ă ćěłšőřż ĺğ őřšőčőŋăńĳŋőčő ďőŕőńŋěŋĺ£ | ćőğąşęď-ěŋŋżňĺ śőśšő£- ŋĺ£ňĺ.

Řăśśňőšřĺň ćőğąşęď-ěŋŋżě śőśšő£ŋĺ£ ś ŋăĺňěŋĳÿěľ ŋěŋşńěćőľ ¡ŋěřčĺěľ, łőčďă ŋăřşÿěŋő řőćŋő ďćă şśńőćĺ£ (ŋăŕřĺňěř, ćěřÿĺŋŋżţ). (Ůĺśńő ŋăřşÿěŋŋżţ şśńőćĺľ łăęďőčő šĺŕă ů-ěšŋőě, ŕőśłőńĳłş ∏ s A^{(x)}s = = ∏ u A^{(z)}u = I.) Šőčďă ďń£ ďćşţ ćěřÿĺŋ, ć łőšőřżţ łőďőćżě şśńőćĺ£ ŋăřşÿă¿šś£, ćżŕőńŋěŋő A^{(x)}_s |”⟩ = −|”⟩; A^{(x)}_p |”⟩ = −|”⟩:

Łăł ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ śőśšő£ŋĺě |”⟩ ĺğ łőďőćőčő śőśšő£ŋĺ£ |⟩? Śőěďĺŋĺň p ĺ s řěÿ-ěšőůŋżň ŕşšěň C_1 ĺ ŕőďěľśšćşěň ŋă |⟩ őŕěřăšőřőň W = ∏ j∈C1 ff z j . İšőš őŕěřăšőř łőňňşšĺřşěš ś ŕřőćěřőůŋżňĺ ćěřÿĺŋŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ďń£ ćśěţ ŕřőňěęşšőůŋżţ ćěřÿĺŋ ŕşšĺ C_1, ă ć łőŋűăţ | ăŋšĺłőňňşšĺřşěš: W A^(x^)s = −A^(x^)s W . Ŕőńőęĺň |”⟩ = W |⟩ ĺ ŕőłăęěň, ůšő |”⟩ şďőćńěšćőř£ěš šřěąşěňżň śćőľśšćăň. Ďń£ ćěřÿĺŋż s (ăŋăńőčĺůŋő ĺ ďń£ p) ĺňěěň

|”⟩ = W |⟩ = W A^{(x)}_s |⟩ = −A^{(x)}_s W |⟩ = −A^{(x)}_s |”⟩ (A^(x^)s |⟩ = |⟩, šăł łăł śőśšő£ŋĺě |⟩ | łőďőćőě).

Ń¿ąőě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺğ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ćőğąşęďěŋĺľ ďćşţ šĺŕőć, őďŋĺ ĺğ łőšőřżţ ÀęĺćşšÁ ŋă ćěřÿĺŋăţ, ďřşčĺě | ŋă čřăŋ£ţ. İńěňěŋšăřŋőě ćőğąşęďěŋĺě | ¡šő ŕřőśšő ŋăřşÿěŋŋőě łőďőćőě şśńőćĺě, ŋő šěŕěřĳ ňż ďşňăěň ő ŋ-ěň łăł ő ůăśšĺűě. Ůăśšĺűżćőğąşęďěŋĺ£ ňőęŋő ďćĺčăšĳ, śőğďăćăšĳ ĺ şŋĺůšőęăšĳ. Ŕăřă ćőğąşęďěŋĺľ ŕěřćőčő šĺŕă ŕőńşůăěšś£ ĺğ őśŋőćŋőčő (łőďőćőčő) śőśšő£ŋĺ£ ďěľă) ą)

Řĺś. 8.

śšćĺěň őŕěřăšőřă W , ŕřĺćěď-ěŋŋőčő ćżÿě; ŕăřă ćőğąşęďěŋĺľ ćšőřőčő šĺŕă | ďěľśšćĺěň őŕěřăšőřă V = ∏ j∈C2 ff x j ; čďě C_2 | ŕşšĳ, śőěďĺŋ£- ¿źĺľ ďćě čřăŋĺ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 8ă). Łăł ĺ řăŋĳÿě ŕřőćěř£ěšś£, ůšő A^(z^)u (V |⟩) = −V |⟩.

Ůšő śńşůĺšś£, ěśńĺ ďćĺčăšĳ ćőğąşęďěŋĺě őďŋőčő šĺŕă (łřěśšĺł) ćőłřşč ćőğąşęďěŋĺ£ ćšőřőčő šĺŕă (łřşęőůłă)? (Śň. řĺś. 8ą).) Ďćĺęěŋĺě ćőğąşęďěŋĺ£ őŕĺśżćăěšś£ őŕěřăšőřőň ∏ j∈C^′ ff x j = ∏ r A^{(x)}r , ğăćĺś£źĺň őš łőŋšşřă őąţőďă C^′ (ğďěśĳ r ŕřőąěčăěš ćśě čřăŋĺ ćŋşšřĺ C^′). Őůěćĺďŋő, ůšő A^(x^)r | ⟩ = | ⟩ ďń£ ćśěţ r ≠ p. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůĺň | ⟩ → ∏ j∈C^′ ff^x_j | ⟩ = A^{(x)}_p | ⟩ = −| ⟩:

Šő ěśšĳ ćěłšőř śőśšő£ŋĺ£ ďőňŋőęĺńś£ ŋă −1. İšő ĺ őğŋăůăěš, ůšő řăśśňăšřĺćăěňżě ćőğąşęďěŋĺ£ £ćń£¿šś£ (ăąěńěćżňĺ) ăŋĺőŋăňĺ.

Ŋă šőřě ňőęŋő ďćĺčăšĳ ůăśšĺűż ŕő ďćşň řăğńĺůŋżň űĺłńăň, őąřăğş¿źĺň ąăğĺś ć čřşŕŕě čőňőńőčĺľ. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő śőğďăšĳ ĺğ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ŕăřş ćőğąşęďěŋĺľ őďŋőčő šĺŕă, őąŋěśšĺ őďŋő ĺğ ćőğąşęďěŋĺľ ŕő űĺłńş ĺ ŕřőăŋŋĺčĺńĺřőćăšĳ śő ćšőřżň ćőğąşęďěŋĺěň. İšőš ŕřőűěśś őŕĺśżćăěšś£ ŋěłőšőřżň őŕěřăšőřőň, ďěľśšćş¿źĺň ŋă łőďőćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, | ŕřőĺğćěďěŋĺěň ffzj ćďőńĳ ŕşšĺ ŋă řěÿěšłě, ńĺąő ffxj ćďőńĳ ŕşšĺ ŋă ďćőľśšćěŋŋőľ řěÿ-ěšłě. Ŕőśłőńĳłş śşźěśšćşěš ďćă šĺŕă ćőğąşęďěŋĺľ, ňż ĺňěěň 4 šăłĺţ őŕěřăšőřă: Y^(z^)_1 ĺ Y^(x^)_2 śőőšćěšśšćş- ¿š őďŋőňş ąăğĺśŋőňş űĺłńş, ă Y^(z^)_2 ĺ Y^(x^)_1 | ďřşčőňş. İšĺ őŕěřăšőřż ďěľśšćş¿š ŋă ďćă ğăłőďĺřőćăŋŋżţ q-ąĺšă łăł ffzi ; ffxi (i = 1; 2), ŕőšőňş ůšő őŋĺ őąńăďă¿š šăłĺňĺ ęě łőňňşšăűĺőŋŋżňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ: Y^{(x)}_i Y^{(z)}_i = −Y^{(z)}_i Y^{(x)}_i (őśšăńĳŋżě ŕăřż łőňňşšĺřş¿š).

Ůăśšĳ III

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

Ć ¡šőľ ůăśšĺ ŕřĺćőď£šś£ řěÿěŋĺ£ ğăďăů ĺńĺ ŋěťőřňăńĳŋżě şłăğăŋĺ£, ŕőńĳğş£śĳ łőšőřżňĺ ğăĺŋšěřěśőćăŋŋżľ ůĺšăšěńĳ ňőęěš ćőśśšăŋőćĺšĳ śšřőčőě řěÿěŋĺě śăňőśšő£šěńĳŋő.

Ĺğ řăğďěńă 1

1.1. Ŋěťőřňăńĳŋő őŕĺśăšĳ šăłş¿ ňăÿĺŋş ńěčłő. Őŋă ŕěřěŋőśĺš śĺňćőńż ŕő őďŋőňş śńěćă ŋăŕřăćő ĺ śŕřăćă ŋăńěćő, ŕőłă ŋě őąŋăřşęĺćăěš, ůšő ďőśšĺčŋşšă śěřěďĺŋă śńőćă, ŕőśńě ůěčő őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ďăďĺň šěŕěřĳ ťőřňăńĳŋőě őŕĺśăŋĺě ¡šőľ ňăÿĺŋż. Ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš: A = {0; 1}. Ăńťăćĺš S = { ; 0; 1; ∗; 0^′; 1^′}, ŕőňĺňő śĺňćőńőć ćŋěÿŋěčő ăńťăćĺšă ĺ ŕşśšőčő śĺňćőńă , ćłń¿ůăěš šřĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ňěšłĺ, şłăğżćă¿źĺţ ŋă ŕőńőęěŋĺě śĺňćőńőć, łőšőřżě ŕěřěŋőś£šś£.

Ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă Q = {q_0; qf ; r_0; r_1; l_0; l_1; l_0′ ; l_1′ }:

Ąşłćż r ĺ l şłăğżćă¿š ŋă ŋăŕřăćńěŋĺě ŕěřěŋőśă śĺňćőńă, ĺŋďěłśż ŕřĺ ¡šĺţ ąşłćăţ | ŋă ŕěřěŋőśĺňżľ śĺňćőń.

Šěŕěřĳ ğăďăďĺň ťşŋłűĺ¿ ŕěřěţőďőć. Ďń£ ćśěţ ŕăř, ŋă łőšőřżţ ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć ŋě őŕřěďěńěŋă ŕřĺćőďĺňżňĺ ŋĺęě ŕřăćĺńăňĺ, ě-ě ğŋăůěŋĺ£ ňőęŋő ćżąĺřăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő.

Ŋăůăńő řăąőšż:

(q_0; 0) → (r_0; ∗; +1); (q_0; 1) → (r_1; ∗; +1); (q_0; ) → (q_0; ; −1):

Ŕěřćă£ śšřőłă őğŋăůăěš, ůšő ňăÿĺŋă ŕőśšăćĺńă ňěšłş ć ŕěřćőľ ŕőğĺűĺĺ ĺ ŕőŋěśńă ćŕřăćő śĺňćőń, łőšőřżľ ć ŋěľ śšő£ń. Ćšőřă£ śšřőłă őğŋăůăěš, ůšő ŋă ŕşśšőň śńőćě ňăÿĺŋă śřăğş őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ŕěřěŋőś ćŕřăćő:

(r_0; 0) → (r_0; 0; +1); (r_1; 0) → (r_1; 0; +1); (r_0; 1) → (r_0; 1; +1); (r_1; 1) → (r_1; 1; +1):

Ňăÿĺŋă ďćĺčăěšś£ ćŕřăćő, ŕőłă ŋě ďőśšĺčŋěš łőŋűă śńőćă ĺńĺ ňěšłĺ.

Ŕěřěňěŋă ŋăŕřăćńěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ śŕřăćă ŋăńěćő śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ďěľśšćĺľ: śŋ£šĳ ňěšłş (ěśńĺ ¡šő ŋě ŕşśšőľ śĺňćőń)

(r_0; 0^′) → (l_0′ ; 0; −1); (r_1; 0^′) → (l_1′ ; 0; −1); (r_0; 1^′) → (l_0′ ; 1; −1); (r_1; 1^′) → (l_1′ ; 1; −1); (r_0; ) → (l_0′ ; ; −1); (r_1; ) → (l_1′ ; ; −1) ĺ ŕőśšăćĺšĳ ě-ě ŋă ńěćőčő śőśěďă

(l_0′ ; 0) → (l_0; 0^′; −1); (l_1′ ; 0) → (l_0; 1^′; −1); (l_0′ ; 1) → (l_1; 0^′; −1); (l_1′ ; 1) → (l_1; 1^′; −1):

Ŕěřěŋőś ćńěćő:

(l_0; 0) → (l_0; 0; −1); (l_1; 0) → (l_0; 0; −1); (l_0; 1) → (l_1; 1; −1); (l_1; 1) → (l_1; 1; −1):

Ŕěřěňěŋă ďćĺęěŋĺ£ śńěćă ŋăŕřăćő:

(l_0; ∗) → (q_0; 0; +1); (l_1; ∗) → (q_0; 1; +1):

Ğăćěřÿěŋĺě řăąőšż ğăćĺśĺš őš ů-ěšŋőśšĺ ďńĺŋż śńőćă: ŕřĺ ů-ěšŋőľ ďńĺŋě őśšăŋőćłă ŕřőĺśţőďĺš ŕřĺ ŋăůăńě ďćĺęěŋĺ£ ćŕřăćő (q_0; 0^′) → (qf ; 0; −1); (q_0; 1^′) → (qf ; 1; −1);

ă ŕřĺ ŋěů-ěšŋőľ ďńĺŋě | ŕřĺ ŋăůăńě ďćĺęěŋĺ£ ćńěćő

(l_0′ ; ∗) → (qf ; 0; −1); (l_1′ ; ∗) → (qf ; 1; −1); (qf ; 0) → (qf ; 0; −1); (qf ; 1) → (qf ; 1; −1):

1.2. Ŋěťőřňăńĳŋő ďěńăěšś£ śńěďş¿źěě: łő ćšőřőňş śńăčăěňőňş ŕőőůěř-ěďŋő ďőąăćń£¿šś£ řăğř£ďż ŕěřćőčő, ďőąăćńěŋŋżľ řăğř£ď śšĺřăěšś£. Ďőąăćńěŋĺě őďŋőčő řăğř£ďă ŕřőĺśţőďĺš ğă ćřěň£, ŋě ŕřěćżÿă¿źěě şďćőěŋŋőľ ďńĺŋż ćšőřőčő śńăčăěňőčő, šăł ůšő őąźěě ćřěň£ řăąőšż ňăÿĺŋż łćăďřăšĺůŋő ğăćĺśĺš őš ďńĺŋż ćţőďă.

Ďăďĺň šěŕěřĳ ťőřňăńĳŋőě őŕĺśăŋĺě šăłőľ ňăÿĺŋż. Ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš: A = {0; 1; +}. Ăńťăćĺš S = { ; 0; 1; +; 0^′; 1^′; +^′}, ŕőňĺňő śĺňćőńőć ćŋěÿŋěčő ăńťăćĺšă ĺ ŕşśšőčő śĺňćőńă , ćłń¿ůăěš šřĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ňěšłĺ.

Ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă Q = {q_0; qf; qp; r_0; r_1; l_0; l_1; d}:

Ąşłćż r ĺ l şłăğżćă¿š ŋă ŋăŕřăćńěŋĺě ŕěřěŋőśă śĺňćőńă, ĺŋďěłśż ŕřĺ ¡šĺţ ąşłćăţ | ŋă ŕěřěŋőśĺňżľ śĺňćőń (ćńěćő ňăÿĺŋă ŋőśĺš ąĺš ŕěřěŋőśă ć śńěďş¿źĺľ řăğř£ď, ă ćŕřăćő | ďőąăćń£ěňżľ ąĺš), ć śőśšő£ŋĺĺ d ňăÿĺŋă őśşźěśšćń£ěš śšĺřăŋĺě őąřăąőšăŋŋőčő řăğř£ďă.

Šěŕěřĳ ğăďăďĺň ťşŋłűĺ¿ ŕěřěţőďőć. Łăł ĺ ć ğăďăůě 1.1, ďń£ ŋě şŕőň£ŋşšżţ ŋĺęě ŕăř ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć őŕřěďěńěŋă ŕřőĺğćőńĳŋő.

Ŋăůăńő ĺ łőŋěű řăąőšż:

(q_0; 0) → (q_0; 0^′; +1); (q_0; 1) → (qp; 1^′; +1); (q_0; +) → (d; 0; −1); (qp; 0) → (qp; 0; +1); (qp; 1) → (qp; 1; +1); (qp; +) → (d; 0; −1); (qp; 0^′) → (qf ; 0; +1); (qp; 1^′) → (qf ; 1; +1); (qf ; 0) → (qf ; 0; −1); (qf ; 1) → (qf ; 1; −1):

Śăňżľ ńěćżľ śĺňćőń ŕěřćőčő śńăčăěňőčő ŕőňěůăěšś£, ůšőąż ŋě ŕřőŕşśšĺšĳ łőŋěű řăąőšż. Ďăńěě ňăÿĺŋă ďćĺęěšś£ ćŕřăćő ć śőśšő£ŋĺĺ qp. Ěśńĺ ŋăľďěŋ ğŋăł +, šő ŕřőĺśţőďĺš ŕěřěţőď ł ŋăůăńş ďőąăćńěŋĺ£ őůěřěďŋőčő śńăčăěňőčő. Ěśńĺ ŋăľďěŋă ňěšłă, šő őŋă śšĺřăěšś£, ă ňăÿĺŋă őśšăŋăćńĺćăěšś£. Ŕřĺ ¡šőň ŋă ńěŋšě őśšă-ěšś£ řěğşńĳšăš śńőęěŋĺ£ (śůĺšăěň, ůšő śşňňă ňőęěš ŋăůĺŋăšĳś£ ŋşń£ňĺ).

Őŕřěďěńěŋĺě őůěřěďŋőčő ąĺšă, łőšőřżľ ŋşęŋő ďőąăćń£šĳ łő ćšőřőňş śńăčăěňőňş, ŕěřěŋőś ěčő ćŕřăćő ĺ ŕěřěţőď ć řěęĺň śńőęěŋĺ£:

(d; 0) → (r_0; +; +1); (d; 1) → (r_1; +; +1); (d; 0^′) → (r_0; +^′; +1); (d; 1^′) → (r_1; +^′; +1); (r_0; 0) → (r_0; 0; +1); (r_1; 0) → (r_1; 0; +1); (r_0; 1) → (r_0; 1; +1); (r_1; 1) → (r_1; 1; +1); (r_0; ) → (l_0′ ; ; −1); (r_1; ) → (l_1′ ; ; −1); (r_0; 0^′) → (l_0′ ; 0; −1); (r_1; 0^′) → (l_1′ ; 0; −1); (r_0; 1^′) → (l_0′ ; 1; −1); (r_1; 1^′) → (l_1′ ; 1; −1); (l_0′ ; 0) → (l_0; 0^′; −1); (l_1′ ; 0) → (l_0; 1^′; −1); (l_0′ ; 1) → (l_0; 1^′; −1); (l_1′ ; 1) → (l_1; 0^′; −1):

Śńőęěŋĺě, ŕőłă ŋě ďőśšĺčŋşš ğŋăł +

(l_0; 0) → (l_0; 0; −1); (l_1; 0) → (l_0; 1; −1); (l_0; 1) → (l_0; 1; −1); (l_1; 1) → (l_1; 0; −1); (l_0; +) → (d; 0; −1); (l_1; +) → (d; 1; −1); (l_0; +^′) → (qp; 0; −1); (l_1; +^′) → (qp; 1; −1):

Ŕőśńěďŋ££ śšřőůłă ŕřĺňěŋ£ěšś£ ć łőŋűě, łőčďă ńěćěě ğŋăłă +^′ şęě ŋĺůěčő ŋěš. Ŕő¡šőňş ňăÿĺŋă ŋăůĺŋăěš ďćĺčăšĳś£ ćŕřăćő, ůšőąż śšěřěšĳ őśšăćÿş¿ś£ ňěšłş.

1.3. Ďőłăğăšěńĳśšćő őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šăłőľ ăńčőřĺšň ěśšĳ, š. ě. śşźěśšćşěš ňăÿĺŋă A, łőšőřă£ ŋă ćţőďě ([Ň]; x) ďă-ěš őšćěš ÀďăÁ, ěśńĺ ňăÿĺŋă Ň őśšăŋăćńĺćăěšś£ ŋă ćţőďě x, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ďă-ěš őšćěš ÀŋěšÁ (ůěřěğ [Ň] őąőğŋăůěŋő őŕĺśăŋĺě ňăÿĺŋż Ň). Šőčďă ěśšĳ ĺ šăłă£ ňăÿĺŋă A^′, łőšőřă£ ŋă ćţőďě X ňőďěńĺřşěš řăąőšş A ŋă ćţőďě (X; X). Ğăšěň, ěśńĺ őšćěš ňăÿĺŋż A | ÀďăÁ, šő A^′ ŋăůĺŋăěš ďćĺčăšĳ čőńőćłş ćŕřăćő ĺ ŋě őśšăŋăćńĺćăěšś£, ă ěśńĺ őšćěš A | ÀŋěšÁ, šő A^′ őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Őśšăŋőćĺšś£ ńĺ A^′ ŋă ćţőďě [A^′]? Ěśńĺ őśšăŋőćĺšś£, šő A ďă-ěš őšćěš ÀďăÁ ŋă ćţőďě ([A^′]; [A^′]). Šőčďă, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňăÿĺŋż A^′, ŋă ćţőďě [A^′] őŋă ŋě őśšăŋőćĺšś£. Ĺšăł, A^′ ŋă ćţőďě [A^′] ŋě őśšăŋăćńĺćăěšś£. Ŋő šőčďă A ďă-ěš őšćěš ÀŋěšÁ ŋă ćţőďě ([A^′]; [A^′]). Ŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő A^′ ŋă ćţőďě [A^′] őśšăŋăćńĺćăěšś£. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

1.4. Ćő-ŕěřćżţ, ğăňěšĺň, ůšő ěśšĳ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ ćżŕĺśżćăěš őďŋş ğă ďřşčőľ šě ŇŠ, łőšőřżě őśšăŋăćńĺćă¿šś£, ąşďşůĺ ğăŕşźěŋŋżňĺ ŋă ŕşśšőľ ńěŋšě. İšőš ăńčőřĺšň ŕěřěąĺřăěš ćśě ŕăřż ([M]; n) ([M] | őŕĺśăŋĺě ňăÿĺŋż M, n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő) ĺ ďń£ łăęďőľ ŕăřż ňőďěńĺřşěš řăąőšş M ŋă ŕşśšőň ćţőďě ć šěůěŋĺě n šăłšőć. Ěśńĺ ğă ¡šő ćřěň£ ŕřőĺśţőďĺš őśšăŋőćłă, šő M ćłń¿ůăěšś£ ć śŕĺśőł, ěśńĺ ŋě ążńă ćłń¿ůěŋă ć ŋěčő řăŋěě.

Ěśńĺ ąż śşźěśšćőćăń ěź-ě ĺ šăłőľ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ ćżŕĺśżćăěš őďŋş ğă ďřşčőľ ňăÿĺŋż, ŋě őśšăŋăćńĺćă¿źĺěś£ ŋă ŕşśšőň ćţőďě, šő ňőęŋő ążńő ąż ŕőśšřőĺšĳ ĺ ăńčőřĺšň, ŕřőćěř£¿źĺľ, őśšăŋăćńĺćăěšś£ ńĺ ŇŠ A ŋă ŕşśšőň ćţőďě: ğăŕşśłăěň őąă ăńčőřĺšňă ŕěřěůĺśńěŋĺ£ ĺ ęď-ěň, łőčďă őŕĺśăŋĺě A ŕő£ćĺšś£ ć őďŋőň ĺńĺ ć ďřşčőň śŕĺśłě.

Ŋő šőčďă śşźěśšćőćăń ąż ĺ ăńčőřĺšň, řěÿă¿źĺľ ŕřőąńěňş őśšăŋőćłĺ: ŕő ňăÿĺŋě M ĺ ćţőďş x ńěčłő śšřőĺšś£ ňăÿĺŋă, łőšőřă£ śŋăůăńă ğăŕĺśżćăěš x ŋă ńěŋšş, ă ğăšěň ňőďěńĺřşěš řăąőšş M. Šăł ůšő ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ğăłń¿ůăěň, ůšő ŋěš ăńčőřĺšňă, ŕěřěůĺśń£¿źěčő ňăÿĺŋż, ŋě őśšăŋăćńĺćă¿źĺěś£ ŋă ŕşśšőň śńőćě.

1.5. Őčřăŋĺůĺňś£ şłăğăŋĺěň. Ďń£ ń¿ąőľ ćżůĺśńĺňőľ ťşŋłűĺĺ b(n) ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n śřěďĺ ňăÿĺŋ ś n śĺňćőńăňĺ ăńťăćĺšă ĺ n śőśšő£ŋĺ£ňĺ, őśšăŋăćńĺćă¿źĺţś£ ŋă ŕşśšőň ćţőďě, ňőęŋő ŋăľšĺ ĺ šăłş¿, łőšőřă£ ćżůĺśń£ěš nb(n), ă ğăšěň ćżůĺšăěš ĺğ ¡šőčő ůĺśńă ŕő ěďĺŋĺűě, ŕőłă ŋě ďőľď-ěš ďő ŋşń£.

1.6. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ďćşţńěŋšőůŋă£ ŇŠ M_2, řăąőšă¿źă£ ğă ćřěň£ T (n) ⩾ n ŋă ćţőďăţ ďńĺŋż n. Őŕĺÿěň ŋěťőřňăńĳŋő ňăÿĺŋş M_1 ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ńěŋšőľ, ňőďěńĺřş¿źş¿ řăąőšş M_2. Ăńťăćĺš ¡šőľ ňăÿĺŋż ďőśšăšőůŋő ćěńĺł, ůšőąż łőďĺřőćăšĳ ć őďŋőľ £ůěľłě śőďěřęĺňőě £ůěěł ś šěň ęě ŋőňěřőň ŋă ńěŋšăţ M_2 ĺ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ŕőńőęěŋĺĺ čőńőćőł

(ŋă łăłĺţ ńěŋšăţ čőńőćłĺ ŋăţőď£šś£ ŋăď £ůěľłőľ ś šěň ęě ŋőňěřőň). Şŕřăćń£¿źěě şśšřőľśšćő M_1 ŕőğćőń£ěš ğăŕőňĺŋăšĳ śőďěřęĺňőě £ůěěł, ŋăď łőšőřżňĺ ŋăţőď£šś£ čőńőćłĺ M_2, ĺ śőśšő£ŋĺě şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă M_2.

Ňăÿĺŋă M_1 řăąőšăěš űĺłńăňĺ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňĺšĺřşěš őďĺŋ šăłš řăąőšż M_2. Ć ŋăůăńě łăęďőčő űĺłńă čőńőćłă M_1 ŋăţőďĺšś£ ŋăď śăňőľ ńěćőľ £ůěľłőľ.

Űĺłń śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřőţőďőć ŕő ğăŕĺśăŋŋőňş śńőćş. Ćŋăůăńě M_1 ďćĺęěšś£ ćŕřăćő ĺ śőąĺřăěš ĺŋťőřňăűĺ¿ ő śőśšő- £ŋĺ£ţ ć £ůěľłăţ M_2, ŋăď łőšőřżňĺ ŋăţőď£šś£ čőńőćłĺ. Ŕřĺ őąřăšŋőň ŕřőţőďě śŕřăćă ŋăńěćő M_1 ćżŕőńŋ£ěš ďěľśšćĺ£, ĺňĺšĺřş¿źĺě šăłš řăąőšż M_2. Ŋă łăęďőě šăłőě ďěľśšćĺě šřěąşěšś£ O(1) šăłšőć.

Űĺłń ćżŕőńŋ£ěšś£ ğă O(S) šăłšőć řăąőšż M_1, čďě S | ďńĺŋă ĺśŕőńĳğşěňőľ ůăśšĺ ńěŋšż. Šăł łăł T (n) ⩾ n, šő S ⩽ max{n; T (n)} = T (n). Ŕő¡šőňş M_1 řăąőšăěš ğă ćřěň£ O(ST (n)) = O(T^2(n)).

1.7. Ŕřĺćěď-ěň ěź-ě ąőńěě ŋěťőřňăńĳŋőě, ůěň ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě, őŕĺśăŋĺě ăńčőřĺšňă. Ăńťăćĺš ňőďěńĺřş¿źěľ ňăÿĺŋż ćżąěřěň ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺň, ůšőąż łőďĺřőćăšĳ ć őďŋőľ £ůěľłě śőďěřęĺňőě £ůěěł ŋă ćśěţ ńěŋšăţ, ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ŕőńőęěŋĺĺ čőńőćőł (ŋă łăłĺţ ńěŋšăţ čőńőćłĺ ŋăţőď£šś£ ŋăď ďăŋŋőľ £ůěľłőľ) ĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ňěšłĺ, łőšőřżě ŕőšřěąş¿šś£ ć ŕřőűěśśě řăąőšż.

Őŕĺÿěň ăńčőřĺšň A, łőšőřżľ řěÿăěš šăłş¿ ğăďăůş: ŋă őďŋőľ ĺğ ńěŋš ğăŕĺśăŋő śńőćő (t; w), ŋă ćšőřőľ čőńőćłă ŋăţőďĺšś£ ć łőŋűě ĺśŕőńĳğşěňőľ ůăśšĺ ńěŋšż, ŋşęŋő ŕřőňőďěńĺřőćăšĳ řăąőšş šř-ěţńěŋšőů-ŋőľ ňăÿĺŋż ğă ŕěřĺőď ćřěňěŋĺ t (ğăŕĺśăŋŋżľ ďćőĺůŋżň śńőćőň), ěśńĺ ćŋăůăńě śőśšő£ŋĺě ńěŋš őŕřěďěńěŋő śńőćőň w.

Ğăŕĺÿěň ŋă śćőąőďŋőě ňěśšő ŋă ćšőřőľ ńěŋšě ůĺśńő t=2, ŕőśńě ůěčő śłőŕĺřşěň šşďă ęě (t=2)-őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ ĺğ čőńőćőł ŋă ćśěţ šř-ěţ ńěŋšăţ ĺśţőďŋőľ ňăÿĺŋż ĺ ŕěřěňěśšĺň čőńőćłş ć łőŋěű śńőćă w (ć łőŋěű ĺśŕőńĳğşěňőľ ůăśšĺ ŕěřćőľ ńěŋšż). Ł ŕőńşůěŋŋőňş ŋă ćšőřőľ ńěŋšě śńőćş ŕřĺňěŋĺň řěłşřśĺćŋő ăńčőřĺšň A, ŕő ğăćěřÿěŋĺĺ ěčő řăąőšż śłőŕĺřşěň ŋă ŕěřćş¿ ńěŋšş řěğşńĳšăš ňőďěńĺřőćăŋĺ£, śłőŕĺřşěň ŋă ćšőřş¿ ńěŋšş (t=2)-őłřěśšŋőśšĺ čőńőćőł ćő ćŋőćĳ ŕőńşůěŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ, őšćěůă¿źěň śőśšő£ŋĺ¿ šř-ěţńěŋšőůŋőľ ňăÿĺŋż ŕőśńě t=2 šăłšőć řăąőšż, őŕ£šĳ ŕěřěňěśšĺň čőńőćłş ć łőŋěű ĺśŕőńĳğşěňőľ ůăśšĺ ŕěřćőľ ńěŋšż. Ěź-ě řăğ řěłşřśĺćŋő ŕřĺňěŋĺň A ł śńőćş ŋă ćšőřőľ ńěŋšě, ŕő ğăćěřÿěŋĺĺ ěčő řăąőšż śłőŕĺřşěň řěğşńĳšăš ňőďěńĺřőćăŋĺ£ ŋă ŕěřćş¿ ńěŋšş.

Ďń£ łőřřěłšŋőčő őŕĺśăŋĺ£ ăńčőřĺšňă ŋşęŋő ěź-ě ğăďăšĳ ěčő řăąőšş ŋă śńőćě (1; w). Ć ¡šőň śńşůăě ŕřőśšő ŕřĺňěŋ£ěň ăńčőřĺšň, ăŋăńőčĺůŋżľ őŕĺśăŋŋőňş ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě.

Őŕěřăűĺ¿ łőŕĺřőćăŋĺ£ ś ńěŋšż ŋă ńěŋšş ňőęŋő őśşźěśšćĺšĳ ğă ńĺŋěľŋőě őš ďńĺŋż łőŕĺřşěňőčő śńőćă ćřěň£. Ŕő¡šőňş ďń£ ćřěňěŋĺ ~T (t; s) řăąőšż ć ŋăĺţşďÿěň śńşůăě ăńčőřĺšňă A, ňőďěńĺřş¿źěčő řăąőšş šř-ěţńěŋšőůŋőľ ňăÿĺŋż ğă ćřěň£ t ŋă śńőćăţ ďńĺŋż s, ŕőńşůăěň őűěŋłş:

~T (t; s) ⩽ 2 ~T(^t2 ; t) + O(t) + O(s): (∗)

Ĺğ (∗) śřăğş śńěďşěš, ůšő ŕřĺ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšě C_1 ĺ t > 1 ~T (t; 2t) ⩽ C_1t(log t + 1):

Ŕő¡šőňş ~T (t; s) = O(t log t) + O(t) + O(s):

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőńşůĺšĳ śńőćő (t; w) ĺğ śńőćă w ňőęŋő ğă ćřěň£ |w| logt, ěśńĺ t ĺğćěśšŋő.

Ăńčőřĺšň ňőďěńĺřőćăŋĺ£ šř-ěţńěŋšőůŋőľ ňăÿĺŋż ŋă ďćşţńěŋšőůŋőľ ĺśŕőńĳğşěš ăńčőřĺšň A śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕřőňőďěńĺřşěň řăąőšş ňăÿĺŋż ĺğ ŋăůăńĳŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ğă 1 šăłš, ğăšěň řăąőšş ğă 2 šăłšă ĺğ ďőśšĺčŋşšőčő śőśšő£ŋĺ£ ĺ š. ď. Őűěŋĺň ćřěň£ řăąőšż ¡šőčő ăńčőřĺšňă. Ŕşśšĳ ĺśţőďŋă£ šř-ěţńěŋšőůŋă£ ňăÿĺŋă řăąőšăěš ŋă śńőćăţ ďńĺŋż n ğă ćřěň£ T (n) ⩾ n. Šőčďă ćřěň£ T^′(n) řăąőšż ňőďěńĺřş¿źěľ ňăÿĺŋż ąşďěš őűěŋĺćăšĳś£ łăł

T^′(n) ⩽

⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 ~T (2^k; n + 2^k) ⩽

⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 O(n + 2^k) + O(k2^k) + O(2^k) ⩽ ⩽ ⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 O(T (n)) = O(T (n) log T (n)):

1.8. Ĺŋťőřňăűĺ£ ć ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă ŕěřěŋőśĺšś£ čőńőćłőľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă. Ąőńěě šőůŋő ¡šă ňżśńĳ ťőřňşńĺřşěšś£ šăł. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {Qj(x; k)} śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ŇŠ ć ňőňěŋšż ŕěřěţőďőć čőńőćłĺ ňěęďş k-ľ ĺ (k + 1)-ľ £ůěľłăňĺ ŕřĺ řăąőšě ŇŠ ŋă ćţőďě x (řăśśňăšřĺćăěň ŕěřěţőďż ć őąě śšőřőŋż). Řăąőšă ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă śŕřăćă őš k-ľ £ůěľłĺ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ {Qj(x; k)}.

Šěŕěřĳ ğăŕĺÿěň ŋĺęŋ¿¿ őűěŋłş ŋă ćřěň£ řăąőšż ŇŠ, łőŕĺřş¿źěľ ćţőďŋőě śńőćő. Őŋă őśŋőćăŋă ŋă šőň, ůšő łăęďżľ ŕěřěţőď čőńőćłĺ šřěąşěš őšďěńĳŋőčő šăłšă řăąőšż ŇŠ. Ććěď-ěň ŕăřăňěšřż " ĺ fik, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ őŕřěďěńĺň ŕőğęě. Ďń£ śńőćă w ůěřěğ fik(w) őąőğŋăůĺň ůĺśńő ŕěřěţőďőć čőńőćłĺ ňěęďş k-ľ ĺ (k + 1)-ľ £ůěľłăňĺ ŕřĺ řăąőšě ŇŠ ŋă ćţőďě w. Ąşďěň ĺśłăšĳ šăłőě śńőćő w, ůšő fik(w) > fik ŕřĺ k ⩾ n=2.

Ŕőśłőńĳłş ŇŠ łőŕĺřşěš ŋăůăńĳŋżľ łşśőł ďńĺŋż k śŕřăćă őš k-ľ £ůěľłĺ, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {Qj(vu; k)} ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň u ďőńęŋż ążšĳ řăğńĺůŋż ďń£ řăğńĺůŋżţ k-ąşłćěŋŋżţ śńőć v. Łőřőšłĺţ (ďńĺŋż ŋě ąőńĳÿě fi) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ŋě ąőńĳÿě, ůěň |Q|fi^{+1}=(|Q| − 1), čďě Q | ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă. Ďń£ ń¿ąőčő (n − k)-ąşłćěŋŋőčő śńőćă u ŕřĺ |Q|fi+1 |Q| − 1 ⩽ 2|Q|fi ⩽ "|A|k; (∗) čďě A | ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš, ŋěřăćěŋśšćő fik(vu) > fi ćżŕőńŋěŋő ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďń£ ďőńĺ 1 − " őš ćśěţ k-ąşłćěŋŋżţ śńőć v. İšő őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ďőńĺ 1 − |A|n^−k" őš ćśěţ k-ąşłćěŋŋżţ śńőć v ŋěřăćěŋśšćő fik(vu) > fi ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ u. Ŕő¡šőňş ŕřĺ |A|n^−k" < 1n (∗∗) ŋăľď-ěšś£ śńőćő w šăłőě, ůšő fik(w) > fik ŕřĺ k ⩾ n=2.

Ěśńĺ " = (n|A|n=^2)^{−1}, šő (∗∗) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřĺ k ⩾ n=2. Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň ěź-ě ĺ fik = ⌊(log("=2) + 23n log |A|)= log |Q|⌋, šő (∗) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřĺ k ⩾ 2n=3. Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě ŕăřăňěšřőć fik = ˙(n) ŕřĺ k ⩾ 2n=3. Őűěŋĺň ćřěň£ řăąőšż ŇŠ ŋă śńőćě w šăłőň, ůšő fik(w) > fik ŕřĺ k ⩾ ⩾ 2n=3 (ňż şęě ďőłăğăńĺ, ůšő šăłőě śńőćő ěśšĳ)

T (n) ⩾ n∑ k=⌈2n=3⌉

fi_k =^n3 · ˙(n) = ˙(n^2):

Ďń£ őűěŋłĺ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ćřěňěŋĺ řăąőšż T^′(n) ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŇŠ ćŋăůăńě ďőŕĺśżćăěš ğă T_1(n) šăłšőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ őďŋĺţ 0 ďńĺŋż n, ğăšěň ğă O(n) ÿăčőć ŕřőćěř£ěš, śőśšőĺš ńĺ ĺśţőďŋőě śńőćő ĺğ őďŋĺţ 0, ŕőśńě ůěčő ŕřěłřăźăěš řăąőšş, ěśńĺ ¡šő šăł, ă ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě řăąőšăěš ń¿ążň ŕřăćĺńĳŋżň śŕőśőąőň. §śŋő, ůšő T^′(n) = T_1(n) + O(n). Ć śćő¿ őůěřěďĳ, T_1(n) = O(n log n). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ňăÿĺŋă ćő ćŋşšřěŋŋěľ ŕăň£šĺ ňőčńă ţřăŋĺšĳ ůĺśńă, šő łőŕĺřőćăŋĺě śńőćă ĺğ ŋşńěľ ŋě śőğďăńő ąż ŕřőąńěňż (ŋăďő ążńő ąż ŕőďśůĺšăšĳ ďńĺŋş śńőćă ĺ ŕőšőň ŋăŕĺśăšĳ śšőńĳłő ęě ŋşńěľ). Ŋő ¡šőčő śďěńăšĳ ŋěńĳğ£. Ğăšő ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă ňőęěš ţřăŋĺšĳ ůĺśńő ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ć őłřěśšŋőśšĺ śćőěľ čőńőćłĺ (ňż ňőęěň řăśÿĺřĺšĳ ăńťăćĺš ĺ śůĺšăšĳ, ůšő ŋă ńěŋšě ěśšĳ ňěśšő ďń£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕőňěšőł ř£ďőň ś ąşłćăňĺ śńőćă ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű). Ŕřĺ ¡šőň ŕřĺąăćńěŋĺě ěďĺŋĺűż ł šăłőňş śů-ěšůĺłş, ćżůĺšăŋĺě ěďĺŋĺűż ĺ śďćĺč śů-ěšůĺłă ŕő ńěŋšě (ěčő ćěďĳ ŋăďő ćőğĺšĳ ś śőąőľ) šřěąş¿š ćřěňěŋĺ ŕőř£ďłă ďńĺŋż śů-ěšůĺłă, š. ě. O(log n), šăł ůšő ćśěčő ňż şłńăďżćăěňś£ ć O(n log n) šăłšőć.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő T^′(n) = ˙(n log n). Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ śăňőśšő£šěńĳŋő ŕőŋ£šĳ, łăł ŋşęŋő ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ĺğńőęěŋŋş¿ ćżÿě ŋĺęŋ¿¿ őűěŋłş ćřěňěŋĺ řăąőšż ć ţşďÿěň śńşůăě.

1.9. Ŕřĺćěď-ěň ĺďě¿ ŋăŕĺśăŋĺ£ šăłőľ ŕřőčřăňňż.

Ąşďěň ŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş, ňőďěńĺřş¿źş¿ řăąőšş şŋĺćěřśăńĳŋőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă. Ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺě ŕěřěňěŋŋőľ ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ćěńĺłő, šő ć őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ňőęŋő ţřăŋĺšĳ ćś¿ ńěŋšş ňăÿĺŋż (űĺťřż |S|-ĺůŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ůĺśńă, čďě S | ăńťăćĺš ňăÿĺŋż). Şłăğăšěńĳ ŕőńőęěŋĺ£ čőńőćłĺ | ¡šő ěź-ě őďŋă ŕěřěňěŋŋă£, śőśšő£ŋĺě şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă | šřěšĳ£.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ğă šăłš řăąőšż őŕĺśżćă¿šś£ ŕřőśšżňĺ ăřĺťňěšĺůěśłĺňĺ ďěľśšćĺ£ňĺ (śńőęěŋĺě, şňŋőęěŋĺě, ćőğćěďěŋĺě ć śšěŕěŋĳ, ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň ĺ ŋăţőęďěŋĺě ¡šőčő őśšăšłă, śřăćŋěŋĺě ůĺśěń). Ćśě ¡šĺ ďěľśšćĺ£ ńěčłő řěăńĺğőćăšĳ ąěğ řěłşřśĺĺ, ĺśŕőńĳğş£ ĺţ śšăŋďăřšŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ŕřĺćńěłă£ ŋěąőńĳÿőě łőńĺůěśšćő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŕőśłőńĳłş śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ĺ śĺňćőńőć ăńťăćĺšă ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő, ŋăąőřőň ćńőęěŋŋżţ ŕřőćěřőł if-then-else łőŋěůŋőľ čńşąĺŋż ňőęŋő ğăďăšĳ ćżąőř šěłşźĺţ ğŋăůěŋĺľ ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ, ĺ, šěň śăňżň, ťşŋłűĺ¿ ŕěřěţőďőć.

Ğăňěůăŋĺě. Łőčďă ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ ŋě őčřăŋĺůěŋż, ć őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ňőęŋő ţřăŋĺšĳ űěńżľ ňăśśĺć šăłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ: (x_1; : : :; xn) → 2x^1 3x^2 : : :px^nn ;

p_j | ŕřőśšżě ůĺśńă. Ŕő¡šőňş őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ ŋěśşźěśšćěŋŋő.

1.10. Ąşďěň ĺśłăšĳ ćśě ťşŋłűĺĺ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřżě ćżřăęă¿šś£ ťőřňşńăňĺ ć ąăğĺśě F. Ćŋăůăńě ěśšĳ ďćě šăłĺě ťşŋłűĺĺ (ŕřőěłűĺĺ): p_1(x; y) = x ĺ p_2(x; y) = y. Ďăńěě ł ňŋőęěśšćş şęě ŕőśšřőěŋŋżţ ťşŋłűĺľ F^′ ŕřĺňěŋ£ěšś£ śńěďş¿źă£ ŕřőűěďşřă. Ďőąăćń£ěň ł ňŋőęěśšćş F^′ ćśě ťşŋłűĺĺ ćĺďă f(g_1(x_1; x_2); g_2(x_3; x_4); : : :; gk(x_2k_{−1}; x_2k)), čďě x_j ∈ {x; y}, g_j ∈ F^′, f ∈ F. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő F^′ şćěńĺůĺńőśĳ, ŕőćšőř£ěň ŕřőűěďşřş ěź-ě řăğ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ćőğňőęŋż ďćă ćăřĺăŋšă: ńĺąő şęě ŕőńşůěŋż ćśě ťşŋłűĺĺ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ (šőčďă ąăğĺś ŕőńőŋ), ńĺąő | ŋěš (šőčďă ąăğĺś ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň).

Őűěŋĺň ćřěň£ řăąőšż ¡šőčő ăńčőřĺšňă. Řăśÿĺř£šĳ ňŋőęěśšćő F^′ ňőęŋő ńĺÿĳ 14 řăğ (ćśěčő ěśšĳ 16 ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ). Łăęďżľ řăğ ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ ŋě ąőńěě |F^′|m · 2m = (2m)^{1+log |F ′|} ćăřĺăŋšőć, čďě m | ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ăřčşňěŋšőć ş ąăğĺśŋżţ ťşŋłűĺľ. Ďńĺŋă ćţőďă (ďńĺŋă ğăŕĺśĺ ąăğĺśă) ŋě ŕřěćőśţőďĺš |F|2m, ă |F^′| = O(1). Šăł ůšő ăńčőřĺšň řăąőšăěš ğă ćřěň£, őčřăŋĺůěŋŋőě ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ćţőďă.

1.11. Ćěřţŋ££ őűěŋłă n2n < 2;01n (ŕřĺ n ⩾ 2000) ďń£ cn śřăğş śńěďşěš ĺğ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć ďĺğž¿ŋłšĺćŋőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě (śň. (1.1) ŋă ś. 24).

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ŋĺęŋěľ őűěŋłĺ ŕőďśůĺšăěň ůĺśńő řăğńĺůŋżţ śţěň řăğňěřă s ĺ śřăćŋĺň ěčő ś łőńĺůěśšćőň ťşŋłűĺľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ. Ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ śůĺšăěň, ůšő ĺśŕőńĳğşěšś£ śšăŋďăřšŋżľ ŕőńŋżľ ąăğĺś. Šőčďă ďń£ k-čő ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ śţěňż ěśšĳ ŋě ąőńěě 2 · (n + k)(n + k − 1)=2 + (n + k − 1) < (n + k)^2 ćőğňőęŋőśšěľ (łőŋž¿ŋłűĺ£ ĺ ďĺğž¿ŋłűĺ£ | śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, ă ćżąĺřăšĳ ňż ňőęěň ĺğ n+k−1 ŕěřěňěŋŋőľ), ŕő¡šőňş łőńĺůěśšćő N_s řăğńĺůŋżţ śţěň řăğňěřă s ŋě ąőńĳÿě, ůěň s∏ k=1 (n + k)^2 ⩽ s∏ k=1 2n^2k^2 ⩽ (2n^2)s(s!)^2 ⩽ 2s^{(1+2 log} n^{)+2}s^{log} s:

Ă ůĺśńő ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő 2^{2n} . Ŕřĺ 2n > s(1 + 2 log n) + 2s log s (∗) ťşŋłűĺľ ąőńĳÿě, ůěň śţěň, ŕő¡šőňş cn > s. Ěśńĺ s = 1;99n, šő ŋěřăćěŋśšćő (∗) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřĺ n ⩾ 3000.

1.12. Śŋőćă ĺśŕőńĳğşěň ďĺğž¿ŋłšĺćŋş¿ ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ěśńĺ śšřőĺšĳ ŕő ťőřňşńě (1.1) śţěňş ĺğ ¡ńěňěŋšőć AND ĺ OR, ĺňě¿źĺţ ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ćţőďőć, šő ŕőŋăďőąĺšś£ ŋě ąőńěě 3 śńő-ěć ¡ńěňěŋšőć: őďĺŋ śńőľ ŋă őšřĺűăŋĺ£, őďĺŋ | ŋă łőŋž¿ŋłűĺĺ, ĺ őďĺŋ | ŋă ĺšőčőćş¿ ďĺğž¿ŋłűĺ¿.

1.13. Łăł čőćőřĺńőśĳ ŋă ś. 23, śţěňş ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ć ćĺďě čřăťă. Ĺğ łăęďőľ ŋěćżţőďŋőľ ćěřÿĺŋż čřăťă śţěňż ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ŕşšĳ ć őďŋş ĺğ ćżţőďŋżţ ćěřÿĺŋ. Ŕő¡šőňş řăğňěř śţěňż őčřăŋĺůěŋ śćěřţş śşňňőľ ůĺśńă ćżţőďŋżţ ćěřÿĺŋ ĺ ůĺśńă šăłĺţ ŕşšěľ.

Ďńĺŋă őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő ŕşšĺ ć čřăťě śţěňż ŋě ŕřěćőśţőďĺš čńşąĺŋż śţěňż d. Ďń£ śţěňż ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ćţőďŋă£ śšěŕěŋĳ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ŋě ąőńĳÿě 2. Ŕő¡šőňş őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ŕşšěľ, ćěďşźĺţ ć ćżţőďŋżě ćěřÿĺŋż, ŋě ąőńĳÿě ůěň 2d = O(nO^{(1)}) (ďćĺčăěňś£ őš ćżţőďŋőľ ćěřÿĺŋż ŕřőšĺć ŋăŕřăćńěŋĺ£ śšřěńőł ĺ ŕřĺňěŋ£ěň ĺŋďşłűĺ¿).

1.14. Řěğşńĳšăšőć śřăćŋěŋĺ£ ďćşţ ůĺśěń x ĺ y šřĺ | x > y, ĺńĺ x = y, ĺńĺ x < y. Ąşďěň śšřőĺšĳ śţěňş, łőšőřă£ ćżďă-ěš ďćă ąĺšă řěğşńĳšăšă, łőďĺřş¿źĺě ¡šĺ šřĺ ćőğňőęŋőśšĺ.

x_n : : :: : :: : : x_{n=2} y_n : : :: : :: : : y_{n=2} Śţěňă Cmpn=_2 e^′ = 1, ěśńĺ ůĺśńă řăćŋż g^′ = 1, ěśńĺ x > y x_{n=2−1} : : :: : :: : : x_0 y_{n=2−1} : : :: : :: : : y_0 Śţěňă Cmpn=_2 e^{′′} = 1, ěśńĺ ůĺśńă řăćŋż g^{′′} = 1, ěśńĺ x > y

e := e^′ ∧ e^{′′} g := g^′ ∨ (e^′ ∧ g^{′′})

e = 1, ěśńĺ ůĺśńă řăćŋż g = 1, ěśńĺ x > y

Řĺś. 9. Śţěňă Cmp_n ďń£ śřăćŋěŋĺ£ n-řăğř£ďŋżţ ůĺśěń (řăğňěř śţěňż O(n), čńşąĺŋă | O(log n)

Ďń£ ŕřőśšőšż ŕőńăčăěň, ůšő n £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ďćőľłĺ. İšő ŋě ŕőřšĺš őűěŋłş ć őąźěň śńşůăě, ŕőšőňş ůšő ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ůĺśńă ŋşń£ňĺ śńěćă, ůšőąż ĺţ ďńĺŋă śšăńă śšěŕěŋĳ¿ ďćőľłĺ. Řăğňěř ćţőďă şćěńĺůĺćăěšś£ ŕřĺ ¡šőň ŋě ąőńěě ůěň ćďćőě.

Śţěňş śřăćŋěŋĺ£ n-řăğř£ďŋżţ ůĺśěń ąşďěň śőąĺřăšĳ ĺğ ďćşţ śţěň, śřăćŋĺćă¿źĺţ ůĺśńă, őąřăğőćăŋŋżě ŕěřćżňĺ n=2 řăğř£ďăňĺ ĺ ŕőśńěďŋĺňĺ n=2 řăğř£ďăňĺ. Ğŋă£ řěğşńĳšăšż śřăćŋěŋĺ£ ¡šĺţ ďćşţ ŕăř ůĺśěń, ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺ řěğşńĳšăš śřăćŋěŋĺ£ ĺśţőďŋżţ ůĺśěń.

Łőŋśšřşłűĺ£ śţěňż ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 9. Őűěŋĺň ě-ě řăğňěř ĺ čńşąĺŋş. Ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě řěłşřřěŋšŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ s_n = 2s_{n=2} + 3; h_n = h_{n=2} + 2:

Ĺğ ŋĺţ ŕőńşůăěň sn = O(n) ĺ hn = O(log n).

Ğăňěůăŋĺě. Śřăćŋěŋĺě n-ğŋăůŋżţ ďćőĺůŋżţ ůĺśěń x ĺ y řăćŋőśĺńĳŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ śšăřÿěčő řăğř£ďă ůĺśńă x+(2n−1−y), ă ůĺśńő 2n−1−y ŋăţőďĺšś£ ŕő y śţěňőľ čńşąĺŋż O(1) ńĺŋěľŋőčő řăğňěřă (ŋşęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ őšřĺűăŋĺě łő ćśěň ŕěřěňěŋŋżň). Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ążńő ąż řěÿĺšĳ śńěďş¿źş¿ ğăďăůş 1.15. Ňż, ŋăőąőřőš, ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ śřăćŋěŋĺě ůĺśěń ďń£ śńőęěŋĺ£.

1.15. Ććěď-ěň őąőğŋăůěŋĺ£: ŕşśšĳ xn_{−1}; : : :; x_0 | ďćőĺůŋżě řăğř£ďż ŕěřćőčő śńăčăěňőčő; yn_{−1}; : : :; y_0 | ćšőřőčő; sn; sn_{−1}; : : :; s_0 | řăğř£ďż řěğşńĳšăšă; rn_{−1}; : : :; r_0 | ąĺšż ŕěřěŋőśă ć śńěďş¿źĺľ řăğř£ď. Ććěď-ěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě ti = xi ⊕ yi, t_0 = 0. Šőčďă s_0 = t_0, si = = ri_{−1} ⊕ ti ŕřĺ i > 0; r_{−1} = 0, ri = (ri_{−1} ∧ ti) ∨ xi ŕřĺ i ⩾ 0 (ěśńĺ ąĺšż ć śńăčăěňżţ řăğńĺůŋż, šő ąĺš ŕěřěŋőśă šăłőľ ęě, łăł ć ŕřěďżďşźěň řăğř£ďě; ěśńĺ őďĺŋăłőćż | ąĺš ŕěřěŋőśă śőćŕăďăěš ś ĺţ (őąźĺň) ğŋăůěŋĺěň).

Ŕőłă ňż ććőďĺńĺ őąőğŋăůěŋĺ£, ňĺňőţőďőň řěÿĺńăśĳ ğăďăůă ŕşŋłšă ă). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺśćăĺćăŋĺľ ŕő ŕřĺćěď-ěŋŋżň ćżÿě ťőřňşńăň ŋşęŋő śďěńăšĳ O(n) ÿšşł.

Ďń£ ŕşŋłšă ą) ĺśŕőńĳğşěň ŕřěďżďşźş¿ ğăďăůş.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ěśšĳ śţěňă řăğňěřă S ĺ čńşąĺŋż H, ćżůĺśń£¿źă£ ąĺšż ŕěřěŋőśă, šő ĺğ ŋě-ě ńěčłő śšřőĺšś£ śţěňă řăğňěřă S + O(n) ĺ čńşąĺŋż H + O(1), ćżůĺśń£¿źă£ śşňňş (ćśě ti ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕăřăńńěńĳŋő, ĺ, ŕřĺ ĺğćěśšŋżţ ąĺšăţ ŕěřěŋőśă ri, ćśě si šăłęě ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕăřăńńěńĳŋő).

Ćżůĺśńěŋĺě ąĺšőć ŕěřěŋőśă řăćŋőśĺńĳŋő śřăćŋěŋĺ¿, šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ŋăşůĺšĳś£ śřăćŋĺćăšĳ ŕăřăńńěńĳŋő ćśě ÀśşťťĺłśżÁ ůĺśěń, š. ě. ďń£ łăęďőčő i śřăćŋĺšĳ ůĺśńă xixi_{−1} : : : x_0 ĺ ¬yi¬yi_{−1} : : : ¬y_0.

Ćŋăůăńě śřăćŋĺň ůĺśńă xn_{−1}xn_{−2} : : :x_0 ĺ ¬yn_{−1}¬yn_{−2} : : : ¬y_0 ŕő śţěňě, őŕĺśăŋŋőľ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ řăąőšě ¡šőľ śţěňż ŋă ŋĺęŋěň şřőćŋě ňż śřăćŋĺćăěň ąĺšż, ŋă śńěďş¿źěň | ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă, ğăšěň | ůěšżř-ěţğŋăůŋżě ĺ š. ď. Ŕőńşůăěň Àśşęă¿źěěś£ ďěřěćőÁ. Őŋő ďă-ěš řěğşńĳšăšż śřăćŋěŋĺ£ ąńőłőć ŕő 2k ąĺšőć, ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ śşťťĺłśőć ďńĺŋ 1, 2, : : :, 2m = n. İšő ůĺśńă, ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ łőšőřżţ śőďěřęĺš řőćŋő őďŋş ěďĺŋĺűş. Łőňąĺŋĺřş£ řěğşńĳšăšż śřăćŋěŋĺ£ śşťťĺłśőć ďńĺŋż 2k ĺ śőśěďŋĺţ ś ŋĺňĺ ąńőłőć, ŕőńşůĺň řěğşńĳšăšż śřăćŋěŋĺ£ śşťťĺłśőć, ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ ďńĺŋ łőšőřżţ śőďěřęĺš ďćě ěďĺŋĺűż. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŕőńşůĺň řěğşńĳšăšż śřăćŋěŋĺ£ ćśěţ śşťťĺłśőć. Ŕőśłőńĳłş łőńĺůěśšćő ěďĺŋĺű ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ďńĺŋż śşťťĺłśă ŋě ŕřěćőśţőďĺš log n, čńşąĺŋă ŕőńşůěŋŋőľ śţěňż O(log n). Řăğňěř śţěňż ńĺŋěěŋ | ŕőňĺňő śţěňż śřăćŋěŋĺ£ x ĺ 2n−1−y (ńĺŋěľŋőčő řăğňěřă) ňż ĺśŕőńĳğşěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ďń£ łăęďőčő śşťťĺłśă őďĺŋ ąńőł, ĺğőąřăę-ěŋŋżľ ć űěŋšřě řĺś. 9, łőšőřżľ łőňąĺŋĺřşěš řěğşńĳšăšż ŕřěďżďşźĺţ śřăćŋěŋĺľ.

1.16. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ MAJ ďőśšăšőůŋő ŋăşůĺšĳś£ ŕőďśůĺšżćăšĳ ůĺśńő ěďĺŋĺű śřěďĺ ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ: ďăńĳÿě ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ śţěňş ĺğ ğăďăůĺ 1.14. Őąźěě ůĺśńő ěďĺŋĺű řăćŋő śşňňě ůĺśńă ěďĺŋĺű śřěďĺ ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ őš x_1 ďő x_⌊n=_{2⌋} ĺ ůĺśńă ěďĺŋĺű śřěďĺ ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ őš x_⌊n=_{2⌋+1} ďő xn. Ŕřěďśšăćń££ ¡šő ć ćĺďě śţěňż, ŕőńşůĺň śţěňş čńşąĺŋż log n, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőľ ďőńęŋż ążšĳ ťşŋłűĺĺ, ćżůĺśń£¿źĺě śşňňş ďćşţ ůĺśěń. Ŕőśłőńĳłş ¡šĺ ůĺśńă ŋě ŕřěćőśţőď£š n, ĺţ ďćőĺůŋă£ ďńĺŋă ŋě ŕřěćőśţőďĺš log n. Ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 1.15 ćżšěłăěš, ůšő čńşąĺŋă šăłĺţ śţěň O(loglog n). Čńşąĺŋă ćśěľ śţěňż ŕő¡šőňş O(log n loglog n) (ă řăğňěř O(n)).

1.17. Ďń£ čřăťőć ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őŕěřăűĺ¿ ćőğćěďěŋĺ£ ć śšěŕěŋĳ. Ć čřăťě Gk śšőńĳłő ęě ćěřÿĺŋ, śłőńĳłő ĺ ć G, ă ďćě ćěřÿĺŋż ść£ğăŋż řěąřőň, ěśńĺ ć G ĺţ ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŕşš-ěň ŋě ďńĺŋŋěě k (ć ůăśšŋőśšĺ, G^1 = G).

Čřăťż ąşďěň ğăďăćăšĳ ňăšřĺűăňĺ śňěęŋőśšĺ. Śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ňăšřĺűż śňěęŋőśšĺ A(G) čřăťă G ĺŋďěłśĺřőćăŋż ćěřÿĺŋăňĺ čřăťă. Ěśńĺ (jk) | řěąřő G, šő ajk = 1, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ajk = 0. Ŋăň ąşďěš şďőąŋő ŕőńăčăšĳ ajj = 1 ĺ śůĺšăšĳ ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ.

Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő ěśńĺ ňěęďş ćěřÿĺŋăňĺ ć čřăťě G ěśšĳ ŕşšĳ, šő ěśšĳ ĺ ŕşšĳ ŋě ďńĺŋŋěě n, čďě n | ůĺśńő ćěřÿĺŋ ć čřăťě G. Šăł ůšő ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ ňăšřĺűş A(G^k) ďń£ łăłőčő-ŋĺąşďĳ k ⩾ n, ĺ śţěňş, ćżąĺřă¿źş¿ ňăšřĺůŋżľ ¡ńěňěŋš ŕő ğăďăŋŋżň ŋőňěřăň śšřőłĺ ĺ śšőńąűă.

Ďń£ ń¿ążţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ k, j, m, šăłĺţ ůšő k = j+m, śŕřăćěďńĺćő šőęďěśšćő A(G^k)_{uv} = ⋁ w∈V (G)

A(G^j)_{uw} ∧ A(G^m)_{wv}: (∗)

Ěśńĺ śłăğăšĳ śńőćăňĺ, šő ¡šő šőęďěśšćő őğŋăůăěš, ůšő ŋă ń¿ąőň ŕşšĺ ďńĺŋż k ć čřăťě G, ść£ğżćă¿źěň ćěřÿĺŋż u ĺ v, ěśšĳ ćěřÿĺŋă w šăłă£, ůšő ďńĺŋă ŕşšĺ őš u ďő w řăćŋă j, ă ďńĺŋă ŕşšĺ őš w ďő v řăćŋă m. Ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş, ěśńĺ ěśšĳ ŕşšĺ ňěęďş u ĺ w, w ĺ v ďńĺŋż j ĺ m śőőšćěšśšćěŋŋő, šő ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ďă-ěš ŕşšĳ ďńĺŋż j + m = k ĺğ u ć v.

Ćżůĺśńěŋĺě ňăšřĺůŋőčő ¡ńěňěŋšă ŕő ťőřňşńě (∗) ńěčłő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě śţěňż čńşąĺŋż O(log n). Ćżůĺśń££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňăšřĺű A(G^1), A(G^2), A(G^4),: : : ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďřăš, ůěřěğ ⌈log n⌉ ÿăčőć ňż ŕőńşůĺň ňăšřĺűş A(G^{2k} ), čďě 2k ⩾ n. Čńşąĺŋă ŕőśšřőěŋŋőľ śţěňż log^2 n, ă řăğňěř ŕőńĺŋőňĺăńěŋ ŕő n.

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł ĺğćńěłăšĳ ĺğ ŋăąőřă ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ¡ńěňěŋš ajk, ěśńĺ j ĺ k ğăďăŋż ďćőĺůŋżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ jl : : :j_0, k_l : : :k_0, l = ⌈log n⌉. Ğăňěšĺň, ůšő řăćěŋśšćő ďćşţ ąĺšőć x ĺ y ŕřőćěř£ěšś£ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ťőřňşńőľ x^?= y^{def}= (¬x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y). Ŕő¡šőňş ğŋăůěŋĺě, ćżůĺśńěŋŋőě ŕő ťőřňşńě ⋁ sl:::s0;tl:::t0

a_{sl:::s0;tl:::t0} l⋀ m=0 ( s_m^?= j_m ) ∧ ( t_m^?= k_m ) ; (∗∗) ćśěčďă řăćŋő aj_l:::j_0;k_l:::k_0 . Řăğňěř ťőřňşńż (∗∗) ŕőńĺŋőňĺăńěŋ ŕő n. Ńěčłő ŕřěďśšăćĺšĳ ¡šş ťőřňşńş śţěňőľ čńşąĺŋż O(log n). Ňőęŋő šăłęě śőśńăšĳś£ ŋă řěğşńĳšăš ğăďăůĺ 1.19.

1.18. Ĺśŕőńĳğş£ šőęďěśšćă ďě Ňőřčăŋă ¬ ⋁ x_i = ⋀ ¬x_i; ¬ ⋀ x_i = ⋁ ¬x_i;

ňőęŋő ďőąĺšĳś£, ůšőąż őšřĺűăŋĺ£ ŕřĺňěŋ£ńĺśĳ ŕěřćżňĺ. Ă ŕőśłőńĳłş ¬f = f ⊕ 1, ŕřĺňěŋ££ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ šőęďěśšćă ďě Ňőřčăŋă ěź-ě řăğ, ňőęŋő ďőąĺšĳś£, ůšőąż ŕőśńěďŋěľ ŕřĺňěŋ£ńăśĳ ďĺğž¿ŋłűĺ£.

Ŕőśńě šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňż ŕőńşůĺň śţěňş, łőšőřă£ ěśšĳ ĎŊŤ. Ĺ ğăďăůă śćěńăśĳ ł šőňş, ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő łőńĺůěśšćő łőŋž¿ŋłšőć (ăřčşňěŋšőć ďĺğž¿ŋłűĺĺ) ć ń¿ąőľ ĎŊŤ, ğăďă¿źěľ ťşŋłűĺ¿ PARITY, ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ćěńĺłő.

Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő ń¿ąőľ łőŋž¿ŋłš ć šăłőľ ĎŊŤ ďőńęěŋ śőďěřęăšĳ n śőňŋőęĺšěńěľ (ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ťşŋłűĺ£, łőšőřş¿ ğăďă-ěš ¡šă ĎŊŤ, ĺŋőčďă ŋě ąşďěš ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ řőćŋő őďŋőčő ĺğ ě-ě ăřčşňěŋšőć). Łőŋž¿ŋłš, śőďěřęăźĺľ n śőňŋőęĺšěńěľ, řăćěŋ 1 řőćŋő ŋă őďŋőň ŋăąőřě ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕő¡šőňş ůĺśńő łőŋž¿ŋłšőć ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ěďĺŋĺű ťşŋłűĺĺ PARITY, łőšőřőě řăćŋő 2n^{−1}.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śţěňż ń¿ąőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ čńşąĺŋż ĺğ ¡ńěňěŋšőć NOT ĺ OR, AND ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ůĺśńőň ćţőďőć, ćżůĺśń£¿źĺě ťşŋłűĺ¿ PARITY, ĺňě¿š ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ řăğňěř. Ďőłăğăšěńĳśšćő śšřőĺšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, őśŋőćăŋĺě łőšőřőľ ďă¿š śţěňż čńşąĺŋż 2 ĺ 3 (ĺğńőęěŋŋżľ ćżÿě śńşůăľ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ ć [24]. Ŕřĺćěď-ěň łřăšłőě ĺğńőęěŋĺě őśŋőćŋőľ ĺďěĺ. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺňěŋěŋĺě ďĺğž¿ŋłűĺĺ ĺ łőŋž¿ŋłűĺĺ ć śţěňě ňĺŋĺňăńĳŋőčő řăğňěřă ďőńęŋő ůěřěďőćăšĳś£. Ğăňěŋ££ ďĺğž¿ŋłűĺ¿ łőŋž¿ŋłűĺľ ŋă łőŋž¿ŋłűĺ¿ ďĺğž¿ŋłűĺľ, ňőęŋő şňěŋĳÿĺšĳ čńşąĺŋş śţěňż ŋă 2. Őďŋăłő řăğňěř śţěňż ňőęěš ŕřĺ ¡šőň şćěńĺůĺšĳś£ łćăďřăšĺůŋő, ŕő¡šőňş ŋĺłăłőľ řăğşňŋőľ őűěŋłĺ šăł ŋě ŕőńşůăěšś£. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ śńşůăľŋżň őąřăğőň ŕřĺśćőĺň ğŋăůěŋĺ£ ůăśšĺ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕőńşůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ őš ňěŋĳÿěčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ | ńĺąő PARITY, ńĺąő ě-ě őšřĺűăŋĺě. Śţěňŋă£ śńőęŋőśšĳ ďń£ őšřĺűăŋĺ£ PARITY šăłă£ ęě, łăł ĺ ďń£ śăňőľ PARITY. Ă ś ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋăÿă śţěňă şŕřőśšĺšś£ ĺ ŕěřěśšăŋőćłă łőŋž¿ŋłűĺľ ĺ ďĺğž¿ŋłűĺľ ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ąőńĳÿőňş şćěńĺůěŋĺ¿ řăğňěřă śţěňż.

1.19. ă) =⇒ ą). Čřăť, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ťőřňşńş, ňőęŋő śďěńăšĳ ďěřěćőň, ěśńĺ řăğňŋőęĺšĳ ćţőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Řăğňěř ŕřĺ ¡šőň şćěńĺůĺšś£ ŋě ąőńěě, ůěň ćďćőě.

Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ śţěňż čńşąĺŋż O(log n), ćżůĺśń£¿źěľ ťőřňşńş X řăğňěřă n, ĺśŕőńĳğşěň ĺďě¿, ŕřĺňěŋ-ěŋŋş¿ ć řěÿěŋĺĺ ğăďăů 1.14 ĺ 1.15.

Ďćĺčă£śĳ őš łőřŋ£ ďěřěćă, ŕřěďśšăćń£¿źěčő ťőřňşńş, ĺ ćżąĺřă£ łăęďżľ řăğ ćěřÿĺŋş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŕőďťőřňşńě ą«őńĳÿěčő řăğňěřă, ňż ŋăľď-ěň řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő ŕőďťőřňşńş Z, řăğňěř łőšőřőľ ńěęĺš ňěęďş n=3 ĺ 2n=3. Ğăňěŋ££ ć ťőřňşńě X ŕőďťőřňşńş Z ŋěğăćĺśĺňőľ ŕěřěňěŋŋőľ z, ŕőńşůăěň ťőřňşńş Y ś šăłĺňĺ ęě őűěŋłăňĺ ŋă řăğňěř.

Ŕşśšĳ ďń£ Z ĺ Y ěśšĳ ćżůĺśń£¿źĺě ĺţ śţěňż čńşąĺŋż ŋě ąőńĳÿě h. Ŕőśšřőĺň ďń£ ćśěľ ťőřňşńż X śţěňş čńşąĺŋż ŋě ąőńĳÿě h + 3. Ćżůĺśńĺň 3 ŕěřěňěŋŋżě ŕőďśţěňăňĺ čńşąĺŋż ŋě ąőńĳÿě h: y_0 | ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż Y ŕřĺ z = 0, y_1 | ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż Y ŕřĺ z = 1, s | ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż Z. Ğŋăůěŋĺě f ćśěľ ťőřňşńż řăćŋő f = (y_0 ∧ ¬s) ∨ (y_1 ∧ s) :

İšő ťőřňşńă čńşąĺŋż 3.

Ĺšăł, ďń£ h(L) | ňĺŋĺňăńĳŋőľ čńşąĺŋż śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ ťőřňşńş řăğňěřă L, ćżŕőńŋěŋő řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě:

h(L) ⩽ h(2^L3 ) + 3:

Ĺğ ŋěčő śńěďşěš h(L) = O(log L).

ą) =⇒ ă). İšő śőćśěň ŕřőśšő. Ŕřěćřăšĺň čřăť śţěňż ć ďěřěćő, řăğňŋőęă£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ćěřÿĺŋż. Řăğňěř ¡šőčő ďěřěćă ŋě ąşďěš ŕřěćżÿăšĳ łőńĺůěśšćă őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ŕşšěľ őš ćżţőďă łő ćţőďăň. Ă šăłĺţ ŕşšěľ ŋě ąőńěě 2h.

1.20. Ćśŕőňŋĺň łőŋśšřşłűĺ¿ ŋěřăğřěÿĺňőčő ŕřěďĺłăšă f’(x), ŕřĺŋăďńěęăźěčő P=poly, łőšőřă£ ŕřĺćěďěŋă ć ğăňěůăŋĺĺ 1.1 ŋă ś. 26.

Śěľůăś ňż ąşďěň śšřőĺšĳ šăłőľ ŕřěďĺłăš f’(x), ůšőąż őŋ ążń řăğřěÿĺň, ŋő ŋě ŕřĺŋăďńěęăń P. Ňż ŕőśšřőĺň šăłş¿ ćżůĺśńĺňş¿ ťşŋłűĺ¿ ’(n), ůšő ń¿ąőľ ăńčőřĺšň ě-ě ćżůĺśńěŋĺ£ řăąőšăěš ďőńĳÿě, ůěň 2n. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ěśšĳ ăńčőřĺšň řăśŕőğŋăćăŋĺ£ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ £ğżłş H, śőśšő£źěňş ĺğ ďćőĺůŋżţ ğăŕĺśěľ šěţ ůĺśěń n, ďń£ łőšőřżţ ’(n) = 1; ŋő ćřěň£ řăąőšż ć ŋăĺţşďÿěň śńşůăě ń¿ąőčő šăłőčő ăńčőřĺšňă ŋă śńőćăţ ďńĺŋż m řăśš-ěš ążśšřěě, ůěň 2^{2m} .

Ďőłăęěň ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ f(n) | ćżůĺśńĺňă£ ťşŋłűĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Mf £ğżł, śőśšő£źĺľ ĺğ šăłĺţ ŕăř ([M]; x), ůšő ňăÿĺŋă M ŋă ćţőďě x őśšăŋăćńĺćăěšś£ ğă ćřěň£ f(|x|). Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ¡šőňş £ğżłş řăğřěÿĺňă (ğăŕşśšĺň şŋĺćěřśăńĳŋş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă śő ćţőďőň ([M]; x), őšśůĺšăěň f(|x|) šăłšőć řăąőšż M ĺ ŕőśňőšřĺň | őśšăŋőćĺńăśĳ ńĺ M). Ŋő ążśšřő ŕřőćěřĺšĳ ¡šş řăğřěÿĺňőśšĳ ŋěńĳğ£, łăł ŕőłăğżćăěš śńěďş¿źěě řăśśşęďěŋĺě, ŕőůšĺ ďőśńőćŋő ŕőćšőř£¿źěě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1.3.

Ŕşśšĳ ňăÿĺŋă A řăśŕőğŋă-ěš ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ £ğżłş Mf śńőć ďńĺŋż n ğă ćřěň£ T (n). Šőčďă ěśšĳ ĺ šăłă£ ňăÿĺŋă A^′, łőšőřă£ ŋă ćţőďě X ğăŕşśłăěš A ŋă ćţőďě (X; X), ŕőśńě ůěčő ć śńşůăě őšćěšă ÀďăÁ ŕěřěţőďĺš ć śőśšő£ŋĺě, ć łőšőřőň čőńőćłă ďćĺčăěšś£ ćŕřăćő (ĺ ňăÿĺŋă ŋě őśšăŋăćńĺćăěšś£), ă ć śńşůăě őšćěšă ÀŋěšÁ őśšăŋăćńĺćăěšś£. Śňőďěńĺřőćăšĳ řăąőšş A ğă ćřěň£ T (n) ňőęŋő ğă ćřěň£ T^′(n) = O(T^2(n)). Ěśńĺ T^′(n) < f(n), šő ůšő śłăęěš A ő śńőćě ([A^′]; [A^′])? Ěśńĺ ÀďăÁ, šő ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿ ś őŕřěďěńěŋĺěň ňăÿĺŋż A^′, ěśńĺ ÀŋěšÁ | šőęě ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Ŕő¡šőňş T^′(n) ⩾ f(n), ă T (n) = ˙(f^1=^2(n)).

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ćřěň£ řăąőšż ń¿ąőčő ăńčőřĺšňă, řăśŕőğŋă- ¿źěčő ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ śńőćă £ğżłş Mf ŋě ňěŋĳÿě, ůěň ˙(f^1=^2).

Ćğ£ć ć łăůěśšćě f ťşŋłűĺ¿ 2^{2n} , ŕőńşůĺň řěÿěŋĺě ğăďăůĺ.

Ĺğ řăğďěńă 2

2.1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ńĺšěřăńőň ŋăğżćăěšś£ ŕěřěňěŋŋă£ ĺńĺ ě-ě őšřĺűăŋĺě. Ńĺšěřăńż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ l_1; l_2; : : :. Ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 2-ŁŊŤ ąşďěš řăąőšăšĳ ć šřĺ ¡šăŕă.

İšăŕ 1. Ŕěřěąĺřăěň ćśě ŕăřż ďĺğž¿ŋłűĺľ. Ěśńĺ ćśšřěůăěň ŕăřş l_1 ∨ x, l_2 ∨ ¬x, šő ďőąăćń£ěň ł ŁŊŤ ďĺğž¿ŋłűĺ¿ l_1 ∨ l_2. Ěśńĺ ćśě ŕăřż (ćłń¿ůă£ ďőąăćńěŋŋżě ďĺğž¿ŋłűĺĺ) ŕřőśňőšřěŋż, šő ŕěřěţőďĺň ł ¡šăŕş 2.

İšăŕ 2. Ŕřőćěř£ěň ďń£ łăęďőľ ŕăřż ŕěřěňěŋŋżţ, śłőńĳłő ďĺğž- ¿ŋłűĺľ ĺśŕőńĳğşěš ¡šş ŕăřş. Ěśńĺ łăęďă£ ŕăřă ĺśŕőńĳğşěšś£ ŋě ąőńěě őďŋőčő řăğă, šő ćżďă-ěň őšćěš ÀďăÁ (ŁŊŤ ćżŕőńŋĺňă). Ěśńĺ ŋăÿńăśĳ ŕăřă ŕěřěňěŋŋżţ, ĺśŕőńĳğşěňă£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ć ďćşţ ďĺğž¿ŋłűĺ£ţ, ćżŕőńŋ£ěň śőłřăźěŋĺě: ďěńăěň ŕőďśšăŋőćłş řăćěŋśšć, şłăğăŋŋżţ ć šřěšĳěľ śšřőůłě śńěďş¿źěľ šăąńĺűż, ćő ćśě ďĺğž¿ŋłűĺĺ ĺ ěśńĺ ŕőńşůăěň ŕřőšĺćőřěůĺě ((x = 0) ∧ (x = 1) ĺńĺ (x = ¬y) ∧ (x = y)), šő ćżďă-ěň őšćěš ÀŋěšÁ, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕěřěţőďĺň ł ¡šăŕş 3.

x ∨ y x ∨ y x ∨ y ¬x ∨ y ¬x ∨ ¬y ¬x ∨ ¬y ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ x ∨ ¬y ¬x ∨ y ¬x ∨ ¬y x ∨ ¬y ¬x ∨ y x ∨ ¬y x = 1 y = 1 x = ¬y x = y x = 0 y = 0

İšăŕ 3. Řěÿăěň ŕőńşůěŋŋş¿ ŋă ¡šăŕě 2 ğăďăůş ś ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ŕěřěňěŋŋżţ ĺ ŕőćšőř£ěň ě-ě őšćěš.

Łőřřěłšŋőśšĳ šăłőčő ăńčőřĺšňă ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źĺţ ŋăąń¿ďěŋĺľ. Ćő-ŕěřćżţ, ć śĺńş ńőčĺůěśłőčő šőęďěśšćă ( (l_1 ∨ x) ∧ (l_2 ∨ ¬x) ) =⇒ (l_1 ∨ l_2);

ŋă ŕěřćőň ¡šăŕě ňż ďőąăćń£ěň śńěďśšćĺ£ şęě ĺňě¿źĺţś£ łőŋž¿ŋłűĺľ. Ćő-ćšőřżţ, ďń£ łăęďőčő śšőńąűă ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě šăąńĺűż ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łőŋž¿ŋłűĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ śšřőůěł ¡łćĺćăńěŋšŋă řăćěŋśšćş ć šřěšĳěľ śšřőůłě. Ŕő¡šőňş ćżŕőńŋĺňőśšĳ ĺśţőďŋőľ ŁŊŤ ¡łćĺćăńěŋšŋă ćżŕőńŋĺňőśšĺ śőłřăźěŋŋőľ ŁŊŤ.

Ŋăłőŋěű, ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŋă łăęďőľ ŕăřě ŕěřěňěŋŋżţ ěśšĳ ŋě ąőńěě őďŋőľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ, šő ŁŊŤ, ŕőńşůěŋŋă£ łő ćšőřőňş ¡šăŕş, ćżŕőńŋĺňă. Ŕřĺśćőĺň ğŋăůěŋĺě ŕěřěňěŋŋőľ x_1 ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň, ğăšěň şůš-ěň ćśě śńěďśšćĺ£ ¡šőčő ŕřĺśćőěŋĺ£. Ŕěřćőľ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřőľ ŋě ŕřĺśćőěŋő ğŋăůěŋĺě, šăłęě ŕřĺśćőĺň ğŋăůěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ĺ š. ď. Łőčďă ňż ŋě ŕőńşůĺň ćżŕőńŋ£¿źěčő ŋăąőřă ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ? Šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕěřěňěŋŋőľ ĺğ ğŋăůěŋĺľ řăŋěě őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ąşďşš śńěďőćăšĳ ĺ 0, ĺ 1. Řăśśňőšřĺň śăňőě řăŋŋěě šăłőě ŕřőšĺćőřěůĺě. Őŋő őğŋăůăěš, ůšő ĺňě¿šś£ ďĺğž¿ŋłűĺĺ l_1 ∨ x ĺ l_2 ∨ ¬x, ă šăłęě, ůšő l_1 ∨ l_2 = 0. Ŋő ¡šő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł ć ¡šőň śńşůăě ďĺğž¿ŋłűĺ£ l_1 ∨ l_2 šăłęě ćţőďĺš ć ŁŊŤ ŕőśńě ¡šăŕă 1.

Šěŕěřĳ őűěŋĺň ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ć ţşďÿěň śńşůăě. Őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ T (n), čďě n | ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ (ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ ğăćěďőňő ŋě ŕřěćőśţőďĺš ďńĺŋż ćţőďă). Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ĺňěěň śńěďş¿źěě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě T (n) ⩽ O(n^4) + T (n − 1);

őšłşďă śńěďşěš T (n) = O(n^5).

2.2. Śšěŕěŋĳ¿ ćěřÿĺŋż ć čřăťě ŋăğżćăěšś£ łőńĺůěśšćő ř-ěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ ¡šőľ ćěřÿĺŋż. Ŋěőąţőďĺňżň şśńőćĺěň śşźěśšćőćăŋĺ£ ¡ľńěřőćă ŕşšĺ £ćń£ěšś£ ść£ğŋőśšĳ čřăťă: ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ ŕşšĳ ĺğ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż ć ń¿ąş¿. Ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ ¡ľńěřőć ŕşšĳ ć ść£ğŋőň čřăťě, ďőśšăšőůŋő ŕőďśůĺšăšĳ łőńĺůěśšćő ćěřÿĺŋ ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ ć ¡šőň čřăťě. Ěśńĺ őŋő ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2, šő ¡ľńěřőć ŕşšĳ ěśšĳ, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě | ŋěš.

Ćšőřă£ ůăśšĳ ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ őůěćĺďŋă: ěśńĺ ěśšĳ ¡ľńěřőć ŕşšĳ, šő ćśě ćěřÿĺŋż čřăťă ĺňě¿š ů-ěšŋş¿ śšěŕěŋĳ, łřőňě ŋăůăńĳŋőľ ĺ łőŋěůŋőľ ćěřÿĺŋ ¡ľńěřőćă ŕşšĺ (ěśńĺ ŋăůăńĳŋă£ ĺ łőŋěůŋă£ ćěřÿĺŋż śőćŕăďă¿š, šő śšěŕěŋĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ ů-ěšŋż).

Ďőłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£ ¡ľńěřőćă ŕşšĺ őśŋőćăŋő ŋă šăłőň ŕřőśšőň ŋăąń¿ďěŋĺĺ: ěśńĺ ěśšĳ ďćă ğăňłŋşšżţ ŕşšĺ ąěğ őąźĺţ řěą-ěř, ŋő ś őąźěľ ćěřÿĺŋőľ, šő ĺţ ňőęŋő őąžěďĺŋĺšĳ ć őďĺŋ ŕşšĳ (ĺď-ěň ŕő ŕěřćőňş ŕşšĺ ďő őąźěľ ćěřÿĺŋż, ŕőšőň őąţőďĺň ćšőřőľ ŕşšĳ ĺ ŕřőďőńęăěň ďćĺęěŋĺě ŕő ŕěřćőňş). Ďăńěě ŋşęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő ůĺśńş ćěřÿĺŋ ĺ ř-ěąěř ć čřăťě. Łřăšłő ĺğńőęĺň ¡šő ĺŋďşłšĺćŋőě řăśśşęďěŋĺě (ůĺšăšěń¿ řěłőňěŋďşěšś£ ćőśśšăŋőćĺšĳ őŕşźěŋŋżě ďěšăńĺ śăňőśšő£šěńĳŋő).

Ěśńĺ ćśě ćěřÿĺŋż čřăťă G ů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ, šő ćżąěřěň ć ŋ-ěň łăłőľŋĺąşďĳ ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ C. Ćżąřőśĺć ř-ěąřă C ĺğ čřăťă G, ŕőńşůĺň ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő ść£ğŋżţ čřăťőć G_1, : : : , Gr, ş łőšőřżţ ćśě śšěŕěŋĺ ćěřÿĺŋ ů-ěšŋżě. Šăł ůšő ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ čřăťőć ěśšĳ ¡ľńěřőć ŕşšĳ (ŕő ĺŋďşłűĺĺ). Łăęďżľ ĺğ šăłĺţ čřăťőć ĺňěěš ţőš£ ąż őďŋş ćěřÿĺŋş ŋă C (ĺŋăůě G ążń ąż ŋěść£ğŋżň). Ŕő¡šőňş ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ĺğńőęěŋŋş¿ ćżÿě łőŋśšřşłűĺ¿, ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ĺğ C ĺ ¡ľńěřőćżţ ŕşšěľ ć čřăťăţ Gj ¡ľńěřőć ŕşšĳ ć G.

Ěśńĺ ć čřăťě G ěśšĳ ďćě^{16)} ćěřÿĺŋż ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ, šő ćżąěřěň ść£ğżćă¿źĺľ ĺţ ŕşšĳ C. Ďăńĳŋěľÿěě řăśśşęďěŋĺě őśšăěšś£ ŕřěęŋĺň.

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ĺ ŕőďśů-ěš śšěŕěŋĺ ćěřÿĺŋż, ĺ ŕřőćěřłă ść£ğŋőśšĺ čřăťă ňőčşš ążšĳ ćżŕőńŋěŋż ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

2.3. Řăśśňőšřĺň ŕřěďĺłăš Q ∈ NP. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ Q(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) ; čďě q(·) | ŕőńĺŋőň, ă R(·; ·) ∈ P. Ć ďřşčőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ śńőćő y | ¡šő śőőąźěŋĺě Ňěřńĺŋă, ďőłăğżćă¿źěě ĺśšĺŋŋőśšĳ Q(x).

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Ăřšşř ŕőńŋőśšĳ¿ ďőćěř£ěš Ňěřńĺŋş, ă šőš ĺňěěš ŕřăćő őšćěůăšĳ šőńĳłő őďŋĺň ąĺšőň (ĺ ćśěčďă ďă-ěš ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ŋă ŕőśšăćńěŋŋżľ ćőŕřőś). Šőčďă Ăřšşř ňőęěš ćőśśšăŋőćĺšĳ śńőćő y, ćż£śŋ££ ěčő ąĺšż őš ŕěřćőčő ďő ŕőśńěďŋěčő, śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ şęě ĺğćěśšŋż ŕěřćżě k ąĺšőć, őąřăğş¿źĺě śńőćő u, šő Ăřšşř ňőęěš ŕőĺŋšěřěśőćăšĳś£ ş Ňěřńĺŋă, śşźěśšćşěš ńĺ śńőćő u0z, šăłőě ůšő R(x; u0z). Ŕřĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőň őšćěšě (k+1)-ľ ąĺš ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň 0, ŕřĺ őšřĺűăšěńĳŋőň | 1.

Ěśńĺ P = NP, šő Ăřšşř ňőęěš ĺňĺšĺřőćăšĳ Ňěřńĺŋă. 2.4. Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ğăďăůĺ ő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ţ łńăśśş NP őůěćĺďŋă: Ňěřńĺŋş ďőśšăšőůŋő řăğąĺšĳ ňăńĳůĺłőć ĺ ďěćőůěł ŋă ŕăřż, ŕőśńě ůěčő Ăřšşř śňőęěš şąěďĺšĳś£, ůšő ŕăř řőćŋő n ĺ ćśě ćżąřăŋŋżě ŕăřż śőčńăśŋż šăŋűěćăšĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ P ąşďěň ŕřőćőďĺšĳ, ŕěřěťőřňşńĺřőćăć ğăďăůş ć šěřňĺŋăţ šěőřĺĺ čřăťőć. Ěśšĳ ďćşďőńĳŋżľ čřăť (ř-ěąřă śőěďĺŋ£¿š šőńĳłő ćěřÿĺŋż ĺğ řăğŋżţ ďőńěľ), ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ śőćěřÿěŋŋőě ŕăřőśőůěšăŋĺě, š. ě. šăłőľ ŋăąőř ř-ěąěř, ůšő łăęďă£ ćěřÿĺŋă ĺŋűĺďěŋšŋă řőćŋő őďŋőňş řěąřş ĺğ ŋăąőřă (ěśńĺ łăęďă£ ćěřÿĺŋă čřăťă ĺŋűĺďěŋšŋă ŋě ąőńěě ůěň őďŋőňş řěąřş ĺğ ŋăąőřă, šő šăłőľ ŋăąőř ŋăğżćăěšś£ ŕăřőśőůěšăŋĺěň, řăğňěř ŕăřőśőůěšăŋĺ£ | łőńĺůěśšćő ćţőď£źĺţ ć ŋěčő ř-ěąěř).

16)Ěśńĺ ş ćăś ŕőńşůĺńś£ čřăť, ş łőšőřőčő řőćŋő őďŋă ćěřÿĺŋă ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ, šő ŕřőćěřĳšě ćżůĺśńěŋĺ£ ĺ ŋăľďĺšě őÿĺąłş.

Řĺś. 10.

Ňż řăśśňőšřĺň ăńčőřĺšň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő şćěńĺůĺćă¿źĺľ šěłşźěě ŕăřőśőůěšăŋĺě, ŋăůĺŋă£ ś ŕşśšőčő. Ŕőśšřőěŋĺě ğăćěřÿăěšś£ ńĺąő śőćěřÿěŋŋżň ŕăřőśőůěšăŋĺěň, ńĺąő ďőłăğăšěńĳśšćőň ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ řăğňěřă šěłşźěčő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ (ĺ šőčďă śőćěřÿěŋŋőčő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ ć čřăťě ŋěš).

Ăńčőřĺšň ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ şćěńĺůěŋĺ£ řăğňěřă šěłşźěčő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ ŕőśšřőěŋĺě ůěřěďş¿źěčő ŕşšĺ (¡šő šăłőľ ŕşšĳ ć čřăťě, łőšőřżľ ŋăůĺŋăěšś£ ĺ ğăłăŋůĺćăěšś£ ć ćěřÿĺŋăţ, ŋě ĺŋűĺďěŋšŋżţ ř-ěąřăň ŕăřőśőůěšăŋĺ£, ĺ ŕřőţőďĺš ŕőŕěřěňěŋŋő ŕő ř-ěąřăň, ŕřĺŋăďńěęăźĺň ĺ ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺň ŕăřőśőůěšăŋĺ¿). Ğăňěŋĺć ć ŕăřőśőůěšăŋĺĺ ř-ěąřă ůěřěďş¿źěčő ŕşšĺ, śšő£źĺě ŋă ů-ěšŋżţ ňěśšăţ, ŋă ř-ěąřă, śšő£źĺě ŋă ŋěů-ěšŋżţ ňěśšăţ, ňż şćěńĺůĺň řăğňěř ŕăřőśőůěšăŋĺ£.

Őąőğŋăůĺň šěłşźěě ŕăřőśőůěšăŋĺě ůěřěğ C, ă ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ, ĺŋűĺďěŋšŋżţ ř-ěąřăň ĺğ C, | ůěřěğ W (C). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć čřăťě ěśšĳ ŕăřőśőůěšăŋĺě C^′ ą«őńĳÿěčő řăğňěřă. Řăśśňőšřĺň čřăť A, őąřăğőćăŋŋżľ őąžěďĺŋěŋĺěň ř-ěąěř C ĺ C^′. Śšěŕěŋĺ ćěřÿĺŋ ć šăłőň čřăťě ŋě ŕřěćőśţőď£š 2, ŕő¡šőňş ěčő łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ | ¡šő ŕşšĺ (ćőğňőęŋő, ďńĺŋż 1, š. ě. ř-ěąřă) ĺ űĺłńż (śň. řĺś. 10, čďě śŕńőÿŋżňĺ ńĺŋĺ£ňĺ ĺğőąřăęěŋż ř-ěąřă ĺğ C, ă ÿšřĺţőćżňĺ | ĺğ C^′, ŋă śšřěńłĺ ŕőłă ŋě ŋşęŋő őąřăźăšĳ ćŋĺňăŋĺě). Šăł łăł C^′ ĺňěěš ąőńĳÿě ř-ěąěř, ůěň C, šő ć A ŋăľď-ěšś£ łőňŕőŋěŋšă ść£ğŋőśšĺ, śőďěřęăźă£ ąőńĳÿě ř-ěąěř ĺğ C^′, ůěň ĺğ C. Šăłă£ łőňŕőŋěŋšă £ćń£ěšś£, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůěřěďş¿źĺň ŕşš-ěň.

Ĺšăł, ŕřőćěřłă ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ ğăďăŋŋőčő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ C řăćŋőśĺńĳŋă ŕřőćěřłě śşźěśšćőćăŋĺ£ ůěřěďş¿źěčő ŕşšĺ. Ŕőśńěďŋ¿¿ ňőęŋő śďěńăšĳ, ŋăŕřĺňěř, šăł. Őąőğŋăůĺň ďőńĺ čřăťă ůěřěğ V ĺ U. Őřĺěŋšĺřşěň ř-ěąřă čřăťă śőčńăśŋő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: ř-ěąřă, ćţőď£źĺě ć C, ŋăŕřăćńěŋż ĺğ V ć U, ă ćśě őśšăńĳŋżě ř-ěąřă ŋăŕřăćńěŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋő (¡šă őřĺěŋšăűĺ£ šăłęě ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 10). Šőčďă śşźěśšćőćăŋĺě ůěřěďş¿źěčő ŕşšĺ řăćŋőśĺńĳŋő śşźěśšćőćăŋĺ¿ šăłőľ ŕăřż ćěřÿĺŋ u ∈ U \ W (C) ĺ v ∈ V \ W (C), ůšő ĺğ u ć v ěśšĳ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ŕşšĳ. Śşźěśšćőćăŋĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő ŕşšĺ ś ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň ć ğăďăŋŋżţ ćěřÿĺŋăţ ŕřőćěř£ěšś£ śŕőśőąőň, őŕĺśăŋŋżň ć řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ 1.17, łőšőřżľ řăąőšăěš ĺ ć śńşůăě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă (ňăšřĺűă śňěęŋőśšĺ śšăŋőćĺšś£ ŋěśĺňňěšřĺůŋőľ, ůšő ŋĺłăł ŋě ćńĺ£ěš ŋă ćżůĺśńěŋĺ£).

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ğăďăůă ő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ţ ŕřĺŋăďńěęĺš P. Őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ăńčőřĺšň ŋě őŕšĺňăńěŋ, ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ŕőďşňăšĳ, łăł ňőęŋő ěčő şśłőřĺšĳ.

2.5. ą) Şďőąŋěě őŕĺśżćăšĳ śćěďěŋĺě 3-ŁŊŤ ł ğăďăůě ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő. Ć ¡šőľ ğăďăůě ŕő čřăťş G ĺ ůĺśńş q šřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ ć čřăťě G ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ ňőźŋőśšĺ q, ŋĺłăłă£ ŕăřă ćěřÿĺŋ łőšőřőčő ŋě ść£ğăŋă řěąřőň (ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő).

Őůěćĺďŋő, ůšő ğăďăůă łńĺłă ďń£ čřăťă G ¡łćĺćăńěŋšŋă ğăďăůě ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő ďń£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő čřăťă —G (ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň čřăťě ř-ěąřă ĺ ŋěř-ěąřă ňěŋ£¿šś£ ňěśšăňĺ).

ŕěřěňěŋŋă£ ďĺğž¿ŋłűĺ£

ă) ą) Řĺś. 11.

Ćőğĳň-ěň 3-ŁŊŤ ĺğ m ďĺğž¿ŋłűĺľ, ć łőšőřżě ćţőď£š n ŕěřěňěŋŋżţ. Čřăť, łőšőřżľ śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡šőľ ŁŊŤ, ĺňěěš 2n + 4m ćěřÿĺŋ. Łăęďőľ ŕěřěňěŋŋőľ xi śőőšćěšśšćş¿š ďćě ćěřÿĺŋż, ść£ğăŋŋżě řěąřőň. Ŕőňěšĺň ĺţ xi ĺ ¬xi (śň. řĺś. 11ă). Łăęďőľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ śőőšćěšśšćş¿š ůěšżřě ćěřÿĺŋż, ŕőŕăřŋő ść£ğăŋŋżě ř-ěąřăňĺ ňěęďş śőąőľ. Ćěřÿĺŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕěřěňěŋŋżň ĺ ďĺğž- ¿ŋłűĺ£ň, ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ šăł, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 11ą), (ŋăřĺśőćăŋ ŕřĺňěř ďń£ ďĺğž¿ŋłűĺĺ l_1 ∨ l_2 ∨ l_3).

Őůěćĺďŋő, ůšő šăłőľ čřăť śšřőĺšś£ ŕő 3-ŁŊŤ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň ăńčőřĺšňőň.

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ čřăťă £śŋő, ůšő ń¿ąőě ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő ěčő ćěřÿĺŋ śőďěřęĺš ŋě ąőńěě n + m ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăęěň, ůšő ŋěğăćĺśĺňżě ňŋőęěśšćă řăğňěřă n + m ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ćżŕőńŋ£¿źĺňĺ ŋăąőřăňĺ ğŋăůěŋĺľ ďń£ 3-ŁŊŤ, łőšőřőě ğăďă-ěšś£ ŕřăćĺńőň: ěśńĺ ĺğ ŕăřż ćěřÿĺŋ, ŕőňěůěŋŋżţ xi ĺ ¬xi, ć ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő ćţőďĺš ćěřÿĺŋă xi, šő ć śőőšćěšśšćş¿źěň ¡šőňş ŋěğăćĺśĺňőňş ňŋőęěśšćş ŋăąőřě ğŋăůěŋĺľ xi = 1, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě x_i = 0.

Ĺğ řĺś. 11ą) ńěčłő şśňăšřĺćăěšś£ łőřřěłšŋőśšĳ šăłőčő śőőšćěšśšćĺ£. Ć ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő řăğňěřă n + m őą£ğăŋă ćţőďĺšĳ ţőš£ ąż őďŋă ćěřÿĺŋă ĺğ ůěšć-ěřłĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ. Ŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ, ŕőňěůěŋŋżţ ¬l_1, ¬l_2, ¬l_3, ć ¡šő ňŋőęěśšćő ŋě ćţőďĺš. Ĺ ŋăőąőřőš, ěśńĺ ćğ£šĳ ňŋőęěśšćő S ćěřÿĺŋ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćżŕőńŋ£¿źěňş ŋăąőřş ďń£ 3-ŁŊŤ, šő őŋő őďŋőğŋăůŋő ďőŕőńŋ£ěšś£ ďő ŋěğăćĺśĺňőčő ňŋőęěśšćă řăğňěřă n + m (ŕřőćěřĳšě ŕő řĺś. 11ą), ůšő ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă ğŋăůěŋĺľ l_1; l_2; l_3 (łřőňě ŋşńěćőčő ŋăąőřă!) ĺğ ůěšć-ěřłĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ, őďŋőğŋăůŋő ćżąĺřăěšś£ ćěřÿĺŋă, łőšőřş¿ ňőęŋő ďőąăćĺšĳ ł S).

2.6. ą). Ğăňěšĺň, ůšő ůĺśńő řăśłřăśőł ć 3 űćěšă ŕő őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň łřăšŋő 6: ŕěřěśšăŋőćłă űćěšőć śőţřăŋ£ěš ŕřăćĺńĳŋş¿ řăśłřăśłş.

Ŕşśšĳ ěśšĳ 3-ŁŊŤ ĺğ m ďĺğž¿ŋłűĺľ, ć łőšőřżě ćţőď£š n ŕěřěňěŋŋżţ. Čřăť, łőšőřżľ śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡šőľ ŁŊŤ, ĺňěěš 7m + 2n + 3 ćěřÿĺŋ. Ďń£ őŕĺśăŋĺ£ śšřşłšşřż čřăťă şďőąŋő ŕőňěšĺšĳ ůăśšĳ ćěřÿĺŋ. Ćő-ŕěřćżţ, ŕőňěšĺň šřĺ ćěřÿĺŋż ůĺśńăňĺ 0, 1, 2. Ćő-ćšőřżţ, ŕőňěšĺň łăęďżň ńĺšěřăńőň (ŕěřěňěŋŋőľ ĺńĺ ě-ě őšřĺűăŋĺěň) ŕő őďŋőľ ćěřÿĺŋě. Őśšăńĳŋżě 7m ćěřÿĺŋ řăğőąĳ-ěň ŋă čřşŕŕż ŕő 7, łăęďă£ čřşŕŕă śőőšćěšśšćşěš őďŋőľ ĺğ ďĺğž¿ŋłűĺľ.

Šěŕěřĳ őŕĺÿěň ř-ěąřă ¡šőčő čřăťă. Łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 12ă), ćěřÿĺŋż 0, 1 ĺ 2 śőěďĺŋěŋż ňěęďş śőąőľ ř-ěąřăňĺ. Ŋă řĺś. 12ą) ŕőłăğăŋż ěź-ě n šřěşčőńĳŋĺłőć ć ¡šőň čřăťě. Ĺ, ŋăłőŋěű, řĺś. 12ć) ŕőłăğżćăěš, łăł śőěďĺŋěŋż ř-ěąřăňĺ ćěřÿĺŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě łăęďőľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ. Ŋă ¡šőň řĺśşŋłě l_1, l_2, l_3 őąőğŋăůă¿š ńĺšěřăńż, ćţőď£źĺě ć ďĺğž- ¿ŋłűĺ¿. Ğăňěšĺň, ůšő ŋěłőšőřżě ř-ěąřă ňż ŕěřěůĺśńĺńĺ ŕő ŋěśłőńĳłş řăğ.

Őůěćĺďŋő, ůšő őŕĺśăŋŋőě ćżÿě ŕőśšřőěŋĺě ňőęŋő ćżŕőńŋĺšĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš n ĺ m ćřěň£. Ďőłăęěň ěčő łőřřěłšŋőśšĳ.

Řăśśňőšřĺň, łăłĺě ŕřăćĺńĳŋżě řăśłřăśłĺ ć 3 űćěšă ćőğňőęŋż ďń£ šăłőčő čřăťă. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćěřÿĺŋż 0, 1 ĺ 2 ŕőłřăÿěŋż ć űćěšă 0, 1 ĺ 2 (ĺğ ÿěśšĺ řăśłřăśőł, řăğńĺůă¿źĺţś£ ŕěřěśšăŋőćłăňĺ űćěšőć ňż ćżąřăńĺ őďŋş). Šőčďă ćěřÿĺŋż, ŕőňěůěŋŋżě x_i ĺ ¬x_i, ŕőłřăÿěŋż ć űćěšă 0 ĺ 1, ŕřĺů-ěň ĺţ űćěšă ďőńęŋż ążšĳ ŕřőšĺćőŕőńőęŋż (śň. řĺś. 12ą).

łőŋśšăŋšż ŕěřěňěŋŋă£ ďĺğž¿ŋłűĺ£ ă) ą) ć)

Řĺś. 12.

Ŕř£ňżň ŕěřěąőřőň ćăřĺăŋšőć ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő čřăť, ĺğőąřăę-ěŋŋżľ ŋă řĺś. 12ć) şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş śćőľśšćş: ěśńĺ łřăśĺšĳ ćěřÿĺŋż, őšňěůěŋŋżě ńĺšěřăńăňĺ, ć űćěšă 0 ĺńĺ 1, ă ćěřÿĺŋż, őšňěůěŋŋżě őšřĺűăŋĺ£ňĺ ńĺšěřăńőć, | ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě űćěšă 1 ĺńĺ 0, šő ŕřăćĺńĳŋă£ řăśłřăśłă őśšăńĳŋżţ ćěřÿĺŋ ¡šőčő čřăťă ć 3 űćěšă śşźěśšćşěš (ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă!) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ğŋăůěŋĺľ ńĺšěřăńőć őšńĺůŋő őš 0.

Ŕő¡šőňş ŕřăćĺńĳŋżě 3-řăśłřăśłĺ ŕőśšřőěŋŋőčő čřăťă, ďń£ łőšőřżţ ćěřÿĺŋż 0, 1, 2 ŕőłřăÿěŋż ć űćěšă 0, 1, 2 śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ćżŕőńŋ£¿źĺňĺ ŋăąőřăňĺ ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ ĺśţőďŋőľ 3-ŁŊŤ.

2.7. Ďăŋŋă£ ğăďăůă śőďěřęĺš őčřăŋĺůěŋĺ£ řăğŋőčő ćĺďă, ąőřőšĳś£ ś łőšőřżňĺ şďőąŋěě ŕő őšďěńĳŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş ňż śťőřňşńĺřşěň ŕřőňěęşšőůŋş¿ ğăďăůş ĺ ŕőśšřőĺň űěŕőůłş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ śćőďĺňőśšěľ ğăďăů.

Ĺšăł, ŋăğőć-ěň ďăŋŋş¿ ğăďăůş RP (\restricted puzzle"). Ğăďăůă UP (\unrestricted puzzle") ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ őšłăğăšĳś£ őš őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ůĺśńő šĺŕőć łćăďřăšĺłőć ĺ šřěąőćăšĳ śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ğăďăŋŋżţ řăğňěřőć, ŕřĺů-ěň ŋě ĺğ ćśěčő ŋăąőřă łćăďřăšĺłőć, ă ĺğ ŋěłőšőřőčő ěčő ŕőďňŋőęěśšćă.

Őŕĺÿěň ŋěťőřňăńĳŋő űěŕőůłş śćőďĺňőśšěľ 3-ŁŊŤ ∝ UP ∝ RP;

łőšőřă£ ďőłăğżćăěš NP-ŕőńŋőšş ĺśţőďŋőľ ğăďăůĺ.

3-ŁŊŤ ∝ UP. Ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ¡šőľ śćőďĺňőśšĺ ąşďěň śůĺšăšĳ łćăďřăšĺłĺ řőąőšăňĺ, łőšőřżě ňőčşš ŕőńşůăšĳ ĺ ŕěřěďăćăšĳ śőőąźěŋĺ£ ůěřěğ śšőřőŋż. Ŕăřă ąşłć ďőŕşśšĺňă, ěśńĺ őďŋă ĺğ ŋĺţ őğŋăůăěš ŕěřěďăůş śőőąźěŋĺ£, ă ćšőřă£ | ŕřĺ-ěň šőčő ęě śőőąźěŋĺ£.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ěśšĳ 3-ŁŊŤ, ňŋőęěśšćő ŕěřěňěŋŋżţ łőšőřőľ őąőğŋăůĺň ůěřěğ X, ă ňŋőęěśšćő ďĺğž¿ŋłűĺľ | ůěřěğ D. Ůěřěğ D^′ őąőğŋăůĺň ňŋőęěśšćő ćżŕőńŋĺňżţ ďĺğž¿ŋłűĺľ, ŕőńşůăěňżţ ĺğ D ŕőďśšăŋőćłőľ ğŋăůěŋĺľ ŋěłőšőřżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ąşďěň šěŕěřĳ őŕĺśżćăšĳ ňŋőęěśšćő łćăďřăšĺłőć ĺ ĺţ šĺŕż, ĺğ łőšőřżţ ŋşęŋő ąşďěš śłńăďżćăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğňěřă |X|×|D|. Őďŋă śšőřőŋă ¡šőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă (ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ | ńěćă£) śőőšćěšśšćşěš ŕěřěňěŋŋżň ŁŊŤ, ă ďřşčă£ (ŋĺęŋ££) | ďĺğž¿ŋłűĺ£ň. Řőąőšżłćăďřăšĺłĺ ŕőńşůă¿š śńěćă śőőąźěŋĺ£ Àxj = 1Á ĺńĺ Àxj = 0Á, xj ∈ X; ŕěřěďă¿š ćŕřăćő šő ęě śăňőě śőőąźěŋĺě; ŕőńşůă¿š śŋĺğş ďĺğž¿ŋłűĺ¿ ĺğ D^′; ŕőďśšăćń£¿š ć ŋě-ě, ěśńĺ ćőğňőęŋő, ŕěřěňěŋŋş¿ xj ĺ ŕěřěďă¿š ŕőńşůěŋŋş¿ ďĺğž¿ŋłűĺ¿ ććěřţ, ěśńĺ ŋě ŕőńşůěŋő ŋşńěćőě ğŋăůěŋĺě (ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, őšśşšśšćş¿š šĺŕż, ŕőńşůă¿źĺě śńěćă śőőąźěŋĺ£ ćĺďă

Àxj = ¸Á, ă śŋĺğş | À¸ ⊕ xjÁ). Ćśě ¡šĺ šĺŕż ŋě śőďěřęăš čřăŋĺůŋżţ ąşłć. Ă ěśšĳ ěź-ě 4 şčńőćżţ šĺŕă, ďćşň śšőřőŋăň łőšőřżţ řăğřěÿěŋő ćżţőďĺšĳ ŋă čřăŋĺűş, ĺ 2|X|+2|D| čřăŋĺůŋżţ šĺŕőć (őďŋă śšőřőŋă ňőęěš ćżţőďĺšĳ ŋă čřăŋĺűş), łőšőřżě ŋşňěřş¿šś£ ŕěřěňěŋŋżňĺ ĺ ďĺğž¿ŋłűĺ£ňĺ śőőšćěšśšćěŋŋő. Ąşłćż, ŋăŕĺśăŋŋżě ŋă śšőřőŋăţ łćăďřăšĺłőć čřăŋĺůŋżţ šĺŕőć, őąěśŕěůĺćă¿š őďŋőğŋăůŋş¿ śąőřłş łőŋšşřă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Łćăďřăšĺł łăęďőčő šĺŕă őďĺŋ. Ă ćśěčő šĺŕőć O(|X| · |D|).

Šăłĺň őąřăğőň, ćżŕőńŋĺňőśšĳ ŁŊŤ ¡łćĺćăńěŋšŋă ćőğňőęŋőśšĺ śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğňěřă (|X| + 2) × (|D| + 2) ĺğ őŕĺśăŋŋőčő ćżÿě ŋăąőřă šĺŕőć łćăďřăšĺłőć.

UP ∝ RP. Ŕşśšĳ ěśšĳ ňŋőęěśšćő łćăďřăšĺłőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ňŋőęěśšćş šĺŕőć T , łăęďőčő šĺŕă t ŕő n(t) ÿšşł ( ∑ t∈T n(t) = N), ĺğ łőšőřżţ ŋşęŋő śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł m × k. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő N > 5. Ďőąăćĺň łćăďřăšĺłőć: ŕő 2 ÿšşłĺ ĺğ m + k ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ šĺŕőć cj ĺ rl, ůšőąż ćżńőęĺšĳ ćŋěÿŋĺľ łőŋšşř ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă m × k, 4(N − mk) łćăďřăšĺłőć ěź-ě őďŋőčő šĺŕă u, ůšőąż ňőęŋő ążńő ĺśŕőńĳğőćăšĳ łćăďřăšĺłĺ, ŋě ćőÿěďÿĺě ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, ĺ (5N + 3)^2 − 5N − 2(m + k) + 4mk łćăďřăšĺłőć šĺŕă v ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ łćăďřăšă. Ŕőśłőńĳłş 5N +3 > |T |+2(m+k)+2, őčřăŋĺůěŋĺě ůĺśńă šĺŕőć ďńĺŋőľ śšőřőŋż łćăďřăšă ąşďěš ćżŕőńŋěŋő.

Śťőřňşńĺřőćăŋŋżě şśńőćĺ£ ŕř£ňő ŕěřěćőď£šś£ ŋă £ğżł ąşłć ĺ ĺţ śőůěšăŋĺľ. Ŋă śšőřőŋăţ łćăďřăšĺłőć šĺŕă v ŋăŕĺśăŋă őďŋă ĺ šă ęě ąşłćă v, łőšőřă£ ňőęěš śőśěďśšćőćăšĳ šőńĳłő śăňă ś śőąőľ; ŋă őďŋőľ śšőřőŋě łćăďřăšĺłă šĺŕă u ŋăŕĺśăŋă ąşłćă u, łőšőřă£ ňőęěš śőśěďśšćőćăšĳ śő ćśěňĺ ąşłćăňĺ, ă ŋă őśšăńĳŋżţ | v; ŋăłőŋěű, ŋă őďŋőľ śšőřőŋě łćăďřăšĺłőć šĺŕőć cj ĺ rj ŋăŕĺśăŋă ąşłćă v, ă ŋă őśšăńĳŋżţ śšőřőŋăţ ŋăŕĺśăŋż ąşłćż, őąěśŕěůĺćă¿źĺě śąőřłş łőŋšşřă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă m × k.

Šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż śőąřăšĳ łćăďřăš (5N +3)×(5N +3) ĺğ ŋőćőčő ŋăąőřă łćăďřăšĺłőć 1 × 1, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő şňěšĳ śőąĺřăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł m × k ĺğ ŋěłőšőřőčő ŕőďňŋőęěśšćă ĺśţőďŋőčő ŋăąőřă.

2.8. Ŕőśłőńĳłş şňŋőęěŋĺě ůĺśěń ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, Ňěřńĺŋ ňőęěš śőőąźĺšĳ Ăřšşřş ń¿ąőě řăğńőęěŋĺě ůĺśńă n ŋă ďćă ňŋőęĺšěń£.

2.9. Ďőłăęěň ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ğăďăůĺ ŕřőśšőšă ůĺśńă łńăśśş NP, ŕőśšřőĺć ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿- řĺŋčă N, łőšőřă£ řěłşřśĺćŋő ćżğżćăěš śăňş śěą£.

Ŋă ćţőď ňăÿĺŋě N ŕőďă-ěšś£ ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ ůĺśńă p, ŕřőśšőšş łőšőřőčő ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ. Ňăÿĺŋă ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋő ďőŕĺśżćăěš ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ g ŕő ňőďşń¿ p ĺ řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ůĺśńă p − 1, š. ě. šăłĺě ůĺśńă p_1, : : :, ps, ¸_1, : : : , ¸s, ůšő

p − 1 = s∏ j=1 p^{¸j}_j : (∗)

Ŕőśńě ¡šőčő ňăÿĺŋă ŕřőćěř£ěš řăćěŋśšćő (∗) (ŋă ¡šő ţćăšĺš ćřěňěŋĺ O(n^3), čďě n = log p, ďăęě ěśńĺ şňŋőęăšĳ ąőńĳÿĺě ůĺśńă Àć śšőńąĺłÁ), ŕřőćěř£ěš řăćěŋśšćő gp^{−1} ≡ 1 (mod p) ĺ ćśě ŋěřăćěŋśšćă g^{(p−1)=pj} ≢ 1 (mod p):

Ďń£ ¡šĺţ ŕřőćěřőł ŕőšřěąşěšś£ ćřěň£ O(n^4), šăł łăł s = O(n), ă ćőğćěďěŋĺě ć śšěŕěŋĳ q šřěąşěš O(log q) şňŋőęěŋĺľ. Ďăńěě ňăÿĺŋă ŕřőćěř£ěš ŕřőśšőšş ćśěţ pj, řěłşřśĺćŋő ćżğżćă£ śăňş śěą£.

Őŕĺśăŋŋżě ćżÿě ŕřőćěřłĺ čăřăŋšĺřş¿š, ůšő ŕőř£ďőł ůĺśńă g ć čřşŕŕě (Z=pZ)^∗ řăćěŋ p − 1, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕřőśšőšě p.

Őűěŋĺň šěŕěřĳ ćřěň£ řăąőšż šăłőľ ŊŇŠ ŋă ćţőďě ďńĺŋż n. Őŋő śłńăďżćăěšś£ ĺğ ćřěňěŋĺ, ğăšřăůĺćăěňőčő ŋă ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě ďěľśšćĺ£, ĺ ćřěňěŋĺ, ğăšřăůĺćăěňőčő ŋă ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě ďěľśšćĺ£. Łăł śńěďşěš ĺğ ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě őűěŋőł, łőńĺůěśšćő ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ ďěľśšćĺľ őčřăŋĺůěŋő ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ğăŕĺśěľ ćśěţ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş ğă ćřěň£ řăąőšż. Ďńĺŋă ğăŕĺśěľ ŕěřćőőąřăğŋżţ łőřŋěľ ĺ łřăšŋőśšěľ šăłęě őčřăŋĺůěŋă ŕőńĺŋőňőň (ĺ ďăęě ńĺŋěľŋő) őš ďńĺŋż ğăŕĺśěľ ćśěţ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş.

Šăłĺň őąřăğőň, őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ ďńĺŋş ğăŕĺśěľ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş. Ěśńĺ ćğ£šĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş ŋă k-ň şřőćŋě řěłşřśĺĺ, šő őŋő ğăćěďőňő ňěŋĳÿě ĺśţőďŋőčő ůĺśńă p. Ŕő¡šőňş śşňňăřŋă£ ďńĺŋă ğăŕĺśěľ ¡šĺţ ůĺśěń ŋě ąőńěě ůěň ćďćőě ŕřěćżÿăěš ďńĺŋş ğăŕĺśĺ p (ďńĺŋă ğăŕĺśĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ůĺśěń řăğćě ůšő ŋă 1 ňěŋĳÿě śşňňż ďńĺŋ śőňŋőęĺšěńěľ). Ňăłśĺňăńĳŋőě ĺğ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş ŋă k-ň şřőćŋě řěłşřśĺĺ, ŕő łřăľŋěľ ňěřě ćďćőě ňěŋĳÿě, ůěň ňăłśĺňăńĳŋőě ĺğ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă (k−1)-ň şřőćŋě. Ŕő¡šőňş ňăłśĺňăńĳŋżľ şřőćěŋĳ řěłşřśĺĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš log p. Śńěďőćăšěńĳŋő, őąźă£ ďńĺŋă ğăŕĺśěľ ćśěţ ůĺśěń, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă ŕřőśšőšş ŕřĺ ćţőďě p, řăćŋă O(log^2 p).

Ĺğ řăğďěńă 4

4.1. Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő S ğăćěďőňő ŋě ňěŋĳÿě ďńĺŋż ćţőďă ć śĺńş ĺcŕőńĳğşěňżţ őŕřěďěńěŋĺľ.^{17)}

17)Ążćă¿š ĺ ďřşčĺě őŕřěďěńěŋĺ£. Šăł, ŋăŕřĺňěř, łńăśś log-SPACE őŕřěďěń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ďćşţńěŋšőůŋżţ ňăÿĺŋ, ş łőšőřżţ ŋă őďŋőľ ńěŋšě ğăŕĺśăŋ ćţőď ĺ ś ŋě-ě ňőęŋő šőńĳłő ůĺšăšĳ, ă ŋă ćšőřőľ ńěŋšě ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕăň£šĳ O(log n).

ĺğ řăğďěńă 4 165

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďőłăğăŋă ćěřţŋ££ őűěŋłă ćĺďă 2^{poly(}S^) ŋă ćřěň£ řăąőšż ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋż. Šőčďă ňőęŋő ďőśńőćŋő ŕőćšőřĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4.2, ŕőśšřőĺšĳ ĺčřş ďńĺŋż poly(S), ĺ ćżůĺśńĺšĳ ě-ě řěğşńĳšăš ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋőľ ŋă ŕăň£šĺ poly(S).

Ŕşśšĳ ěśšĳ ŊŇŠ, řăąőšă¿źă£ ŋă ŕăň£šĺ S. Ć ŕřőűěśśě řăąőšż őŋă ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ ŋě ąőńěě ůěň ć N = |A|S · |Q| · S śőśšő£ŋĺ£ţ, čďě Q; A | ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ şŕřăćń£¿źěčő şśšřőľśšćă ĺ ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš, śőőšćěšśšćěŋŋő. Ţőš£ ş ŊŇŠ ňőęěš ążšĳ ŋěśłőńĳłő ćăřĺăŋšőć ŕěřěţőďă ĺğ ďăŋŋőčő śőśšő£ŋĺ£, ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕěřěţőďőć ćśěčďă ňőęŋő ćżąřőśĺšĳ űĺłńż (ŋĺ ł ůěňş ďěńăšĳ ćŋăůăńě ŋěŕřăćĺńĳŋżľ ŕěřěţőď, ă ğăšěň, ćěřŋşćÿĺśĳ ć šő ęě śőśšő£ŋĺě, | ŕřăćĺńĳŋżľ). Šăł ůšő ćřěň£ řăąőšż ŊŇŠ őčřăŋĺůěŋő 2O^(S^), łăł ĺ ďń£ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ŇŠ.

4.2. Ńěčłő śőőąřăğĺšĳ, łăł ĺňĺšĺřőćăšĳ őřăłşń F ĺğ ˚k, ĺňě£ ćőğňőęŋőśšĳ ğăłăğżćăšĳ őřăłşń ĺğ ˝k. Ŋşęŋő ğăłăğăšĳ őřăłşń ¬F , ă ďăńĳÿě ąřăšĳ őšřĺűăŋĺě őš łăęďőčő řěğşńĳšăšă ěčő řăąőšż.

Łńăśś P^{˚k} , łăł ĺ P, ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ďőŕőńŋěŋĺľ. Šăł ůšő őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ ćłń¿ůěŋĺě P^{˚k} ⊆ ˚k_{+1}. İšő şďőąŋő ďěńăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ĺčřőćőě őŕřěďěńěŋĺě łńăśśőć ˚k.

Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕřěďĺłăš F ∈ P^{˚k} , ă ćżůĺśń£¿źĺľ ěčő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ăńčőřĺšň ĺśŕőńĳğşěš őřăłşń G ∈ ˚k. Ĺčřş, łőšőřă£ ğăďă-ěš G(x), őąőğŋăůĺň G(x). Őŕĺÿěň šěŕěřĳ ĺčřş F(x), ćżĺčřżÿ ąěńżţ ć łőšőřőľ (šőůŋěě, ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ) ¡łćĺćăńěŋšěŋ F (x).

Ŕěřćżľ ţőď ąěńżţ ć ¡šőľ ĺčřě śőśšőĺš ć őąž£ćńěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăř (fj; xj)qj_{=1}. Ąěńżě şšćěřęďă¿š, ůšő ¡šă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěśšĳ ŕřőšőłőń őąřăźěŋĺľ ł őřăłşńş ć ŕřőűěśśě řăąőšż ăńčőřĺšňă ś őřăłşńőň G, ćżůĺśń£¿źěčő F (x). Ąőńěě šőůŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ăńčőřĺšň őąřăźăěšś£ ł őřăłşńş q řăğ, j-ľ ğăŕřőś ďěńăěšś£ ő śńőćě xj, őřăłşń őšćěůăěš ŋă ¡šő ğăŕřőś fj, ĺ őłőŋůăšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš F (x) = 1. Śńěďş¿źĺň ţőďőň ů-ěřŋżě őąž£ćń£¿š ĺŋďěłś j ĺ, ěśńĺ fj = 0, šő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕěřćżľ ţőď ąěńżţ ć ĺčřě G(xj). Ďăńěě, ěśńĺ fj = 1, šő řăğżčřżćăěšś£ ĺčřă G(xj), ă ěśńĺ fj = 0, šő řăğżčřżćăěšś£ ĺčřă G(xj) śő śďćĺčőň Àŋă šěňŕÁ: (i + 1)-ľ ţőď ąěńżţ ć F(x) ć ¡šőň śńşůăě śőőšćěšśšćşěš i-ş ţőďş ů-ěřŋżţ ć G(xj), ă (i + 1)-ľ ţőď ů-ěřŋżţ | (i + 1)-ş ţőďş ąěńżţ ć G(xj), (k + 1)-ľ ţőď ů-ěřŋżţ ŋă řěğşńĳšăš ćńĺ£ŋĺ£ ŋě őłăğżćăěš.

Ąěńżě ćżĺčřżćă¿š ć ¡šőľ ĺčřě, ěśńĺ (xj)qj_{=1} | ŕřăćĺńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ăřčşňěŋšőć ŕřĺ őąřăźěŋĺ£ţ ł őřăłşńş, řěğşńĳšăš ĺčřż G(x_j) śőćŕăďăěš ś f_j, ă řěğşńĳšăš řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ F ŋă ćţőďě x ś őšćěšăňĺ őřăłşńă (fj)qj_{=1} řăćěŋ 1.

Ďőśšăšőůŋő £śŋő, ůšő ěśńĺ F (x) = 1, šő ş ąěńżţ ěśšĳ ćżĺčřżÿŋă£ śšřăšěčĺ£ ć F(x): ŕěřćżň ţőďőň śłăğăšĳ ŕřăćďş, ă ďăńĳÿě ĺčřăšĳ ć G(x_j) ŕő śšřăšěčĺ£ň, śşźěśšćőćăŋĺě łőšőřżţ ćżšěłăěš ĺğ řăćěŋśšćă f_j = G(x_j). Ěśńĺ ęě F (x) = 0, šő ć łăłőň-šő ůńěŋě (f_m; x_m) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (fj; xj)qj_{=1} ąěńżě ďőńęŋż őšłńőŋĺšĳś£ őš ĺśšĺŋż. Ů-ěřŋżě śćőĺň ţőďőň ďőńęŋż őąž£ćĺšĳ m (ĺ, ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ŕěřćżľ ţőď ğă ąěńżţ ć ĺčřě G(xm) ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ), ďăńĳŋěľÿă£ ĺţ śšřăšěčĺ£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ďőłăğżćăšĳ fj ≠ G(xj), ŕőńĳğş£śĳ śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ śšřăšěčĺ£ňĺ ďń£ G(xj).

Ĺğ řăğďěńă 6

6.1. Ŕőśłőńĳłş łőŋž¿ŋłűĺ£ ĺ őšřĺűăŋĺě őąřăğş¿š ŕőńŋżľ ąăğĺś ďń£ őążůŋżţ śţěň, ĺğ ńěňň 6.1, 6.2 śńěďşěš, ůšő ďőśšăšőůŋő řěăńĺğőćăšĳ ťşŋłűĺĺ ¬_⊕ : (x; y) → (x; x ⊕ y ⊕ 1) ĺ he. Ğăňěšĺň, ůšő ¬_⊕[1; 2] = = ¬[2] he[1; 2], ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő řěăńĺğőćăšĳ he. Ďń£ ¡šőčő ğăćěď-ěň ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ ąĺš u, śőďěřęăźĺľ łőŋśšăŋšş 1 (ďń£ ¡šőčő ć śăňőň ŋăůăńě ĺ ć śăňőň łőŋűě ŕřĺňěŋ£ěň ¬[u]). Šőčďă he[1; 2] = ∧_⊕[u; 1; 2].

Ĺğ řăğďěńă 7

7.1. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 7.1 śńěďşěš, ůšő ďőśšăšőůŋő ŋăşůĺšĳś£ řěăńĺğőćżćăšĳ ćśě őŕěřăšőřż ćĺďă ~(X), X ∈ U(2) (şŕřăćń£- ěňżľ ďćşň£ q-ąĺšăňĺ ťăğőćżľ śďćĺč ŋă −i £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň: ~^2(−i) = ~(K^{−1})). Ďń£ ăńčőřĺšňă ŕőśšřőěŋĺ£ śţěňż šřěąşěšś£ šăłęě łőŋśšřşłšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 7.1.

Śŕěřćă řěăńĺğşěň şŕřăćń£ěňżľ ťăğőćżľ śďćĺč:

~(P (’))[1; 2] = E(’)[1]; čďě P (’) = ( e^{i’} 0 0 ei’ ) ; E(’) = ( 1 0 0 ei’ ) : Ŕőśłőńĳłş ~(XY ) = ~(X)~(Y ), šő őśšă-ěšś£ řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőřż Y ĺğ U(2)=U(1), čďě U(1) | ŕőďčřşŕŕă ťăğőćżţ śďćĺčőć. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő Y ∈ SU(2). İšă řěăńĺğăűĺ£ ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 13. Ĺśŕőńĳğşěňżě ć ŋěľ őŕěřăšőřż A ĺ B ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ şřăćŋěŋĺ¿ Aff^xA^{−1}Bff^xB^{−1} = Y: (∗) Čěőňěšřĺůěśłĺ şřăćŋěŋĺě (∗) ¡łćĺćăńěŋšŋő šăłőňş şšćěřęďěŋĺ¿: ń¿- ąőě ćřăźěŋĺě šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ ŕőćőřőšőć ŋă şčőń 180^∘. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňőęŋő şśňőšřěšĳ ĺğ řĺś. 14.

Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ ńěňňş 7.1 łőŋśšřşłšĺćŋő. Ďń£ ŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń c_1; c_2 śşźěśšćşěš şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă V řăğňěřă

Řĺś. 13. Řĺś. 14.

2 × 2 (¡ťťěłšĺćŋő ćżůĺśńĺňă£ ś ń¿ąőľ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ‹), šăłă£ ůšő V ( c_1 c_2 ) = (√ |c_1|^2 + |c_2|^2 0 ) : Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ěďĺŋĺůŋőčő ćěłšőřă |⟩ ∈ C M śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ şŋĺšăřŋżţ ňăšřĺű V^{(1)}; : : :; V^(M^{−1)}, šăłă£ ůšő V^{(1)} · : : : · V^{(M−1)}|⟩ = |1⟩, čďě V^{(s)} ďěľśšćşěš ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě C ( |s⟩; |s + 1⟩ ) (łăł ňăšřĺűż ć şśńőćĺĺ ńěňňż 7.1) ĺ őśšăćń£ěš ŋěĺğňěŋŋżňĺ őśšăńĳŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ğăďăŋă şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă U řăğňěřă M ×M. Şňŋőęă£ U^{−1} śńěćă ŋă ŕőďţőď£źĺě ňăšřĺűż U^{(1;1)}; : : :; U^{(1;M−1)}, ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ŕěřćżľ śšőńąěű ć ćěłšőř |1⟩. Ŕřĺ ¡šőň śšőńąűż őśšă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ŕő¡šőňş ŕěřćă£ śšřőłă ŕěřěţőďĺš ć ⟨1|. Ďěľśšćş£ šăłĺň ęě őąřăğőň ś őśšăńĳŋżňĺ śšőńąűăňĺ, ŕőńşůăěň ŋăąőř ňăšřĺű U^(j;s^) (1 ⩽ j ⩽ s ⩽ M − 1) (čďě U^(j;s^) ďěľśšćşěš ŋă |s⟩ ĺ |s + 1⟩), şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿

U^{(M−1;M−1)}U^{(M−2;M−2)}U^{(M−2;M−1)} · : : : · U^{(1;1)} · : : : · U^{(1;M−1)} U^{−1} = I:

İšőš ŋăąőř śšřőĺšś£ ăńčőřĺšňőň śńőęŋőśšĺ O(M^3) · poly(log(1=‹)).

7.2. Ŋěřăćěŋśšćő (7.6) śńěďşěš ĺğ űěŕőůłĺ ŋěřăćěŋśšć, śŕřăćěďńĺćżţ ďń£ ń¿ąőčő |⟩: ‖ ‖XY |⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖X‖ · ‖ ‖Y |⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖X‖ · ‖Y ‖ · ‖ ‖|⟩ ‖ ‖: Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăćěŋśšćă (7.7) ğăňěšĺň, ůšő śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřőć XX^† ĺ X^†X śőćŕăďă¿š.

Ĺ, ŋăłőŋěű, řăćěŋśšćő (7.8) śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă (X ⊗ Y )^†(X ⊗ Y ) = X^†X ⊗ Y^†Y ĺňě¿š ćĺď –j—k, čďě –j ĺ —_k | śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă X^†X ĺ Y^†Y , śőőšćěšśšćěŋŋő.

7.3. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ďń£ ďćşţ śőňŋőęĺšěńěľ. Ĺňěěň ~U_2 ~U_1 (|⟩ ⊗ |0N^−n⟩) = ~U_2 (U_1|⟩ ⊗ |0N^−n⟩ + |”_1⟩) =

= U_2U_1|⟩ ⊗ |0N^−n⟩ + |”_2⟩ + ~U_2|”_1⟩; čďě ‖ |”_j⟩ ‖ ⩽ ‹_j (j = 1; 2). Ŕő¡šőňş ‖ ‖ ~U_2 ~U_1 ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) − U_2U_1|⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ‖ ‖ ⩽ ‹_1 + ‹_2:

7.4. Őąőğŋăůĺň M = B^⊗n ⊗ |0N^−n⟩. Ąşďěň ĺśłăšĳ őŕěřăšőř ć ćĺďě W = (U ⊗ I_{[n+1;:::;N]})˝_M + ~W (I − ˝_M), čďě şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ~W śőţřăŋ£ěš M^⊥. Ďń£ šăłőčő W , őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő W ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩;

ă ‖W − ~U ‖ ⩽ O(‹) ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő ďń£ ćśěţ |”⟩ ∈ M^⊥ ćżŕőńŋ£ěš- ś£ ‖ ‖( ~W − ~U)|”⟩ ‖ ‖ = O(‹). Ŕřěďśšăćń££ ~W = X ~U, ŕőńşůăěň ¡łćĺćăńěŋšŋżě şśńőćĺ£ ŋă şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř X: ‖X − I‖ = O(‹); XL^⊥ = M^⊥;

čďě L = ~U M.

Šěŕěřĳ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă. Ŕşśšĳ L ĺ M | ŕőďŕřőśšřăŋśšćă łőŋěůŋőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă N , šăłĺě ůšő ‖˝_L−˝_M‖ ⩽ ‹, ‹ < 1=2. Šőčďă ŋăľď-ěšś£ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř X, šăłőľ ůšő ‖X − I‖ = O(‹) ĺ XL = M. (Ğŋăůĺš, ĺ XL^⊥ = M^⊥.)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳň-ěň őŕěřăšőř Y = ˝_M˝_L +(I − ˝_M)(I − ˝_L). Śřăğş ćĺďŋő, ůšő őŋ ŕěřěćőďĺš L ć M ĺ L^⊥ ć M^⊥. Ďń£ ŋőřňż ‖Y − I‖ ĺňěěň őűěŋłş

‖Y − I‖ = ‖˝_M˝_L − ˝_M − ˝_L + ˝_M˝_L‖ ⩽

⩽ ‖(˝_M − ˝_L)˝_L‖ + ‖˝_M(˝_M − ˝_L)‖ ⩽ 2‹ < 1:

Őŕěřăšőř Y ŋě şŋĺšăřŋżľ. Ŋő ĺğ ŕřĺćěďěŋŋőľ őűěŋłĺ śńěďşěš, ůšő őŋ ŋěćżřőęďěŋŋżľ. Řăśśňőšřĺň şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř X = Y (Y^†Y )^{−1}=^2. Őŕěřăšőř Y^†Y śőţřăŋ£ěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L, ŕő¡šőňş X ŕěřěćőďĺš L ć M. Ďń£ őűěŋłĺ ŋőřňż X řăğńőęĺň (Y^†Y )^{−1}=^2 ć ř£ď Šěľńőřă

(Y^†Y )^{−1}=^2 = I + 12Z + 38Z^2 + : : :; čďě Z = I − Y^†Y:

Ŕő¡šőňş ‖(Y^†Y )^{−1}=^2 − I‖ ⩽ (1 − ‖Z‖)^{−1}=^2 − 1 = O(‹), őšś¿ďă ŕőńşůăěň ‖X − I‖ = O(‹). □

Ůšőąż ŕřĺňěŋĺšĳ ńěňňş, ŋěőąţőďĺňő őűěŋĺšĳ ćěńĺůĺŋş ‖˝_L −˝_M‖. Ĺňěěň ‖( ~U − U ⊗ I)˝_M‖ ⩽ ‹ ( ~U ŕřĺąńĺęăěš U ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě ś šőůŋőśšĳ¿ ‹). Őąőğŋăůă£ V = U ⊗ I, ŕőńşůăěň ‖˝_L − ˝_M‖ = ‖ ~U˝_M ~U^† − V ˝_MV^†‖ ⩽ 2‹:

Ĺšăł, şśńőćĺě ńěňňż ćżŕőńŋěŋő (ĺ ğăďăůă řěÿěŋă) ŕřĺ ‹ < 1=4.

7.5. Śţěňş ďń£ őŕěřăšőřă ~(U) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ¡ńěňěŋš Ťřěďłĺŋă F = ~(↔) | şŕřăćń£ěňżľ őąňěŋ ąĺšăňĺ. İńěňěŋš Ťřěďłĺŋă ğăďăěšś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

F : |a; b; c⟩ → { |0; b; c⟩ ěśńĺ a = 0; |1; c; b⟩ ěśńĺ a = 1:

Ěčő ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

F [1; 2; 3] = ~( he)[1; 2; 3] ~( he)[1; 3; 2] ~( he)[1; 2; 3] (ğăňěšĺň, ůšő ~( he) = ~^2(ffx) | ¡šő ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ).

Řĺś. 15.

Ŋă řĺś. 15 ŕőłăğăŋő, łăł ĺğ śţěňż ďń£ őŕěřăšőřă U, śőţřăŋ£¿źěčő |0⟩, ŕőśšřőĺšĳ śţěňş ďń£ ~(U). Ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăţ ŕřőĺśţőďĺš şŕřăćń£ěňżľ őąňěŋ q-ąĺšăňĺ (ŕăřăńńěńĳŋő ďěľśšćşěš ŋşęŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć Ťřěďłĺŋă). Ěśńĺ şŕřăćń£¿źĺľ q-ąĺš řăćěŋ |1⟩, šő ŋă ćţőď śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ U, ąşďěš ŕőďăŋ |⟩, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě | |0⟩.

7.6. Łăęďżľ ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ ŕőćőřőšőć ŕőřőęďăěš ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ŕőďčřşŕŕě ŕőćőřőšőć őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕř£ňőľ. Ŕő¡šőňş őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőćőřőšż őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŕř£ňżţ ŕőřőęďă¿š SO(3). Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőďčřşŕŕă, ŕőřőęď-ěŋŋă£ ćśěňĺ ŕőćőřőšăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŕř£ňżţ, ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő ŋă śťěřě (ĺńĺ ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ | ňŋőęěśšćě őďŋőňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć). Śŕřăćěďńĺćőśšĳ ¡šőčő ťăłšă őůěćĺďŋă ĺğ řĺś. 16 (ěśńĺ ňőęŋő ŕěřěňěźăšĳś£ ŕő ďćşň śěňěľśšćăň ŕăřăńńěńěľ, šő ĺğ ń¿ąőľ šőůłĺ ŋă śťěřě ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿). Śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőńşůăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 7.7.

Řĺś. 16.

Ğăňěůăŋĺě. İšő řěÿěŋĺě ŋěłőŋśšřşłšĺćŋő: ŋěńĳğ£ ďăšĳ ŋĺłăłőľ ćěřţŋěľ őűěŋłĺ ŋă łőńĺůěśšćő ŕőćőřőšőć X; X^{−1}; Y; Y^{−1}, łőňŕőğĺűĺ£ łőšőřżţ ŕřĺąńĺęăěš ğăďăŋŋżľ ¡ńěňěŋš U ∈ SO(3) ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ‹. Ŕřĺůĺŋă ŋěłőŋśšřşłšĺćŋőśšĺ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ŕőćőřőš ŋă şčőń 2ı¸, čďě ¸ | ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě, ŕőřőęďăěš ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć čřşŕŕě ŕőćőřőšőć őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕř£ňőľ (¡šă čřşŕŕă, őůěćĺďŋő, ĺğőňőřťŋă R=Z). Őďŋăłő ůĺśńő ¸ ňőęěš őůěŋĳ ţőřőÿő ŕřĺąńĺęăšĳś£ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (¡šő ĺňěěš ňěśšő, łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż űěŕŋőľ ďřőąĺ, ŕřěďśšăćń£¿źěľ ¸, őůěŋĳ ążśšřő řăśšşš). Šőčďă ń¿ąőě r ∈ R=Zŕřĺąńĺęăěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ćĺďă n¸ (n ∈ Z) ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿ ‹ > 0, ŋő ůĺśńő n ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ćěńĺłő: ąőńĳÿě, ůěň ń¿ąă£ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ‹.

Łőŋśšřşłšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ĺ ¡ťťěłšĺćŋżľ (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ X ĺ Y ) ăńčőřĺšň ŕőśšřőěŋĺ£ ăŕŕřőłśĺňăűĺľ ďőćőńĳŋő śńőęŋż [4].

7.7. Őąőğŋăůĺň |^′⟩ = V^{−1}|⟩, šőčďă H^′ = V^{−1}HV | śšăąĺńĺğăšőř C(|^′ ⟩). Šăł ůšő şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ ŕřĺőąřěšăěš ćĺď: őąžěďĺŋěŋĺě śšăąĺńĺğăšőřőć ďćşţ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ őďŋőňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŕőřőęďăěš U(M).

Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă G, ŕőřőęď-ěŋŋă£ H ∪H^′, ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő ŋă ňŋőęěśšćě ěďĺŋĺůŋżţ ćěłšőřőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő | ⟩ ∈ M ŋăľď-ěšś£ őŕěřăšőř U ∈ G, šăłőľ ůšő U |⟩ = | ⟩. Šőčďă U(M) = ⋃ | ⟩∈M UH:

Ďőłăğżćăěň šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż G. Ğăňěšĺň, ůšő

H| ⟩ = Q(#)^{def}= {|”⟩ : |⟨” | ⟩| = cos #};

H^′| ⟩ = Q^′(#^′)^{def}= {|”⟩ : |⟨” | ^′⟩| = cos #^′};

čďě #; #^′ őąőğŋăůă¿š şčńż ňěęďş | ⟩ ĺ |⟩, |⟩^′ śőőšćěšśšćěŋŋő: cos # = = |⟨ | ⟩|, cos #^′ = |⟨ | ^′⟩|, 0 ⩽ #; #^′ ⩽ ı=2. Ć ŕőśńěďş¿źĺţ ťőřňşńăţ ĺśŕőńĳğşěšś£ šăłęě şčőń ¸ ňěęďş ćěłšőřăňĺ |⟩ ĺ |⟩^′: cos ¸ = |⟨ | ^′⟩|, 0 ⩽ ¸ ⩽ ı=2.

Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺ dim M ⩾ 3 HQ^′(#^′) = ⋃ |¸−#^′|6#6min(¸+#^′;ı=2)

Q(#);

H^′Q(#) = ⋃ |¸−#|6#^′6min(¸+#;ı=2)

Q^′(#^′):

Ŕő¡šőňş H^′|⟩ = Q^′(¸);

HH^′|⟩ = ⋃ 06#6min(2¸;ı=2)

Q(#);

H^′HH^′|⟩ = ⋃ 06#^′6min(3¸;ı=2)

Q^′(#^′);

ĺ š. ď. Šăłĺň őąřăğőň, ďěľśšćş£ ŋă ćěłšőř |⟩ ŕőŕěřěňěŋŋő ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ H^′ ĺ H ďőśšăšőůŋőě łőńĺůěśšćő řăğ, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ń¿ąőľ ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř | ⟩.

7.8. Ŕőśłőńĳłş ffx = HK^2H, šő śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś śőďěřęĺš ŕőńŋżľ ąăğĺś ďń£ łńăśśĺůěśłĺţ őąřăšĺňżţ ćżůĺśńěŋĺľ (śň. ğăďăůş 6.1). İšő, ąńăčőďăř£ ğăďăůě 7.5, ŕőğćőń£ěš řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőřż ~(U) ďń£ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă, łřőňě H.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř X = ~(HKH) = H~(K)H, łőšőřżľ, ć śĺńş śłăğăŋŋőčő, řěăńĺğşěšś£ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě (őŕěřăšőř K śőţřăŋ£ěš |0⟩). Ŕőďěľśšćşěň ĺň ŋă B^{⊗2} ďćşň£ ćőğňőęŋżňĺ śŕőśőąăňĺ: X_1 = X[1; 2], X_2 = X[2; 1]. Őŕěřăšőřż Y_1 = X_1X^{−1}_2 , Y_2 = X^{−1}_2 X_1 šăłęě řěăńĺğş¿šś£ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě.

Ğăňěšĺň, ůšő őŕěřăšőřż X_1, X_2 (śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ Y_1, Y_2) śőţřăŋ£¿š ćěłšőřż |00⟩ ĺ |”⟩ = |01⟩ + |10⟩ + |11⟩. Łřőňě šőčő, ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ŕřőćěř£ěšś£, ůšő Y_1, Y_2 ŋě łőňňşšĺřş¿š ĺ ĺňě¿š, ŕőňĺňő 1, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă –_1;_2 = (1 ± √ −15)=4 = e^±i’=^2. Ć SO(3) ∼= U(2)=U(1) őŕěřăšőřş ś šăłĺňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ůĺśńăňĺ śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ŋă şčőń ’. Ŕőśłőńĳłş –_1;_2 ŋě £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ĺğ 1 (ĺ ďăęě űěńżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ůĺśńăňĺ, šăł łăł ĺţ śńěď řăćěŋ 1=2), şčőń ’ ŋěśőĺğňěřĺň ś ı. Ă ŕőśłőńĳłş ¡šĺ őŕěřăšőřż ŋě łőňňşšĺřş¿š, ĺň śőőšćěšśšćş¿š ŕőćőřőšż ćőłřşč řăğńĺůŋżţ ŕř£ňżţ. Ŕő¡šőňş Y_1, Y_2 ŕőřőęďă¿š ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć U(L)=U(1), čďě L = C (|00⟩; |”⟩)^⊥ (śň. ğăďăůş 7.6).

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďćăęďż ŕřĺňěŋĺň řěğşńĳšăš ğăďăůĺ 7.7. Őŕěřăšőřż Y_1, Y_2 ŕőřőęďă¿š ćś¿ďş ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő ć U(L)=U(1), őŕěřăšőř V = ~(K) śőţřăŋ£ěš C (|00⟩) ĺ ŋě śőţřăŋ£ěš C (|”⟩). Šăł ůšő Y_1, Y_2, V^{−1}Y_1V , V^{−1}Y_2V ŕőřőęďă¿š ćś¿ďş ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő ć U ( L ⊕ C (|”⟩) ) =U(1). Őŕěřăšőř H[1] ŋě śőţřăŋ£ěš C (|00⟩); ŕřĺňěŋ££ řěğşńĳšăš ğăďăůĺ 7.7 ěź-ě řăğ, ŕőńşůăěň ćś¿ďş ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő ć U(B^{⊗2})=U(1).

7.9. Ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř ~(c) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£, ~(c) = ei’U. Őŕěřăšőř ff^x řěăńĺğşěšś£ šőůŋő. Ćőğĳň-ěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ q-ąĺš ć śőśšő£ŋĺĺ |0⟩ ĺ ŕřĺňěŋĺň ffxUffxU^{−1} : |0⟩ → c|0⟩: Ŋěĺğćěśšŋżľ ťăğőćżľ ňŋőęĺšěńĳ śőłřăźăěšś£.

7.10. Ć ąăğĺśě |⟩ = 1√ 2 (|0⟩ + |1⟩), |”⟩ = 1√ 2 (|0⟩ − |1⟩) őŕěřăšőř ffx ďĺăčőŋăńĺğşěšś£, šăł ůšő ć ¡šőň ąăğĺśě R ĺňěěš ćĺď

R = −i exp(ıi¸ff^x) = −i ( e^{ıi¸} 0 0 e^−ıi¸ ) : Ă řăğ ¸ | ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő, śšěŕěŋ£ňĺ R ňőęŋő ŕřĺąńĺę-ěŋŋő řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąőľ őŕěřăšőř ćĺďă is exp(i’ffx), łőšőřżľ ć şłăğăŋŋőň

ćżÿě ąăğĺśě ĺňěěš ňăšřĺűş is ( z 0 0 z^{−1} ) , čďě s = 0; 1; 2; 3, |z| = 1. Ć

čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ¡šĺ őŕěřăšőřż śőőšćěšśšćş¿š ŕőćőřőšăň ćőłřşč őśĺ x. Ŕřĺ s = 3 ĺ z = i ŕőńşůăěň ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ: ( ~^2(R) )k ≈ ~^2(ffx) (ŕřĺ ŕőďţőď£źěň k), šăł ůšő şęě ĺňěěň ŕőńŋżľ łńăśśĺůěśłĺľ ąăğĺś. Ŕřĺ s = 1 ĺ z = 1 ŕőńşůăěň ~^2(i) = ~(K) (ŋă šřěšĺľ q-ąĺš ¡šőš őŕěřăšőř ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋżň őąřăğőň). Ĺğ ~(K) ňőęŋő śďěńăšĳ K, ŕőďăćă£ ŋă şŕřăćń£¿źĺľ q-ąĺš łőŋśšăŋšş |1⟩ = ffx|0⟩. Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£ K | ¡šő ŕőćőřőš ŋă 90^∘ ćőłřşč őśĺ z, ă łőňŕőğĺűĺ£ňĺ ŕőćőřőšőć ćőłřşč x ĺ őďŋőčő ŕőćőřőšă ćőłřşč z ŕřěďśšăćń£¿šś£ ćśě ¡ńěňěŋšż SO(3) (ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůě 7.7).

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ řěăńĺğăűĺ¿ ćśěţ őŕěřăšőřőć ĺğ U(2) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£. Őśšăńőśĳ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ğăďăůş 7.9 ďń£ šőčő, ůšőąż řěăńĺğőćăšĳ H.

7.11. Ń¿ąőě ćřăźěŋĺě šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕřěďśšăćń£ěšś£ łăł łőňŕőğĺűĺ£ šř-ěţ ŕőćőřőšőć: ŋă şčőń ¸ ćőłřşč őśĺ z, ğăšěň ŋă şčőń ˛ ćőłřşč őśĺ x, ğăšěň ŋă şčőń ‚ ćőłřşč őśĺ z. Ŕő¡šőňş ń¿ąőľ őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă őďŋőň q-ąĺšě, ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě U = e^{i’}e^{i(‚=2)ffz} e^{i(˛=2)ffx} e^{i(¸=2)ffz} : (∗)

Łăęďżľ ĺğ őŕěřăšőřőć ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (∗) ćżřăęăěšś£ ůěřěğ H ĺ şŕřăćń£ěňżě ťăğőćżě śďćĺčĺ:

e^{i’} = ~(e^{i’})ff^x~(e^{i’})ff^x; e^{i’ffz} = ~(e^{−i’})ff^x~(e^{i’})ff^x; ff^x = H~(e^{iı})H; e^{i’ffx} = He^{i’ffz} H:

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ śţěňş, ŕřěďśšăćń£¿źş¿ şŕřăćń£ěňżľ ťăğőćżľ śďćĺč ~(ei„) ś šőůŋőśšĳ¿ O(‹).

Ćżąěřěň šăłőě q = 2n, ůšő 1=‹ ⩽ q < 2=‹. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ş ŋăś ć řăśŕőř£ęěŋĺĺ ěśšĳ n-ąĺšőćżľ řěčĺśšř ć śőśšő£ŋĺĺ

| _n(q; k)⟩ = 1√_q q−1∑ j=0 exp ( 2ıi kjq ) |j⟩: Ğăňěšĺň, ůšő | n(q; k)⟩ | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř łńăśśĺůěśłőčő őŕěřăšőřă V : |j⟩ → |(j − 1) mod q⟩: V^l| _n(q; k)⟩ = e^{2ıi(kl=q)}| _n(q; k)⟩:

Ŕřĺňěŋ££ ł | n(q; k)⟩ őŕěřăšőř V l, şŕřăćń£ěňżľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň qąĺšőň, ŕőńşůăěň ĺśłőňżľ ťăğőćżľ śďćĺč ŋă ¡šőň q-ąĺšě:

~(V l) ( |⟩ ⊗ | _n(q; k)⟩ ) = ~(e^2ıi^(kl=q^))|⟩ ⊗ | n(q; k)⟩:

(Łńăśśĺůěśłĺľ) őŕěřăšőř ~(V l) ňőęŋő ğăďăšĳ śţěňőľ ńĺŋěľŋőčő řăğňěřă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě. Ěśńĺ k | ŋěů-ěšŋő, šő ćżąőřőň ŕőďţőď£źěčő l ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ őŕěřăšőř ~(ei„) ś šőůŋőśšĳ¿ 2ı=q = O(‹).

Ćňěśšő šőčő, ůšőąż śšřőĺšĳ śţěňş, ŕőřőęďă¿źş¿ | n(q; k)⟩, ąşďěň ąřăšĳ śňěśĳ | n(q; k)⟩ ŕřĺ řăğŋżţ k, ĺğňěř£šĳ ğŋăůěŋĺě k ĺ ćżąĺřăšĳ l, śőőšćěšśšćş¿źěě ¡šőňş ĺğňěřěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿. Őŕĺÿěň šřěąşěňżě ďěľśšćĺ£. 1. Śőğďă-ěň ćěłšőř

ff^z[1]H[1]|0^n⟩ = |”⟩ = 1√ 2 |0⟩ − 1√ 2 |q=2⟩ = 1√_{q/} 2 q=2−1∑ s=0 | _n(q; 2s + 1)⟩:

Ğăňěšĺň, ůšő ffz = ~(i)^2 = K^2 řěăńĺğşěšś£ šőůŋő ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě.

2. Ŕřőĺğćěď-ěň ĺğňěřěŋĺě k ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ " ⩽ ‹^2; őŋő ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő őŕěřăšőřőň W = q−1∑ k=0 | _n(q; k)⟩⟨ _n(q; k)| ⊗ W_k;

čďě Wk|0⟩ = √ 1 − "|k⟩ ⊗ |ňşśőř(k)⟩ + √ "|“(k)⟩, ă ćěłšőřż |ňşśőř(k)⟩

174 Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

ĺ |“(k)⟩ | ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ğăňěšĺň, ůšő šőůŋőśšĳ | łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ ćěřő£šŋőśšĺ őÿĺąłĺ: ‖ ‖W_k|0⟩ − |k⟩ ⊗ |ňşśőř(k)⟩ ‖ ‖ = √( 1 − √ 1 − "

)_2 + √ "^2 = O(‹):

3. Ŋăľď-ěň šăłőě l(k), ůšő |kl(k)=q − „=(2ı)| ⩽ 1=q.

4. Ŕřĺňěŋĺň ~(V l) ł řăąőůěňş n-ąĺšőćőňş řěčĺśšřş, ĺśŕőńĳğş£ ąĺš, ć łőšőřőň ŋşęŋő śďěńăšĳ ťăğőćżľ śďćĺč, ć łăůěśšćě şŕřăćń£¿źěčő.

5. Őąřăšĺň ćżůĺśńěŋĺ£, śďěńăŋŋżě ŋă ÿăčăţ 1{3.

Ůšőąż ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ążńă ňěŋĳÿě ‹^2, ŋşęŋż O(log(1=‹)) ¡ńěňěŋšăřŋżţ ĺğňěřěŋĺľ ďń£ łăęďőčő ĺğ őŕěřăšőřőć V , V^2, : : : , V^{2n−1} . Ŕőśłőńĳłş n = O(log(1=‹)), őąźĺľ řăğňěř śţěňż | O(log^3(1=‹)).

Ĺğ řăğďěńă 8

8.1. Ŕşśšĳ ∑ z | | |⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | | |^2 = 1 − "x, ĺ "x ⩽ " < 1=2 ďń£ ćśěţ x. Ŋăň ŋşęŋő őűěŋĺšĳ ćěńĺůĺŋş

p(x) = ∑ f1;:::;fk z1;:::;zk

| | |⟨f_1; z_1; : : :; f_k; z_k; F (x); 0^s| MU^{⊗k} |(x; 0^{N−n})^k; 0^{m+s}⟩ | | |^2;

čďě M | őŕěřăšőř, řěăńĺğş¿źĺľ ŕřĺňěŋěŋĺě ťşŋłűĺĺ MAJ ł śőőšćěšśšćěŋŋżň ąĺšăň k řěčĺśšřőć őšćěšă ĺśţőďŋőľ śţěňż ĺ ğăŕĺśżćă¿źĺľ ğŋăůěŋĺě ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ć řěčĺśšř őłőŋůăšěńĳŋőčő őšćěšă. (Ďńĺŋă őšćěšă řăćŋă m, ă s ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ąĺšőć ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ MAJ).

Ěśńĺ ąőńěě ŕőńőćĺŋż řěčĺśšřőć őšćěšă ĺśţőďŋőľ śţěňż śőďěřęăš F (x), šő řěğşńĳšăšőň ŕřĺňěŋěŋĺ£ M őą£ğăšěńĳŋő ąşďěš F (x). Ŕő¡šőňş, ăŋăńőčĺůŋő (3.1) ŋă ś. 38, ĺňěěň

1 − p(x) ⩽ ⩽ ∑ S⊆{1,...,k}, |S|6k/2 ∑ f1 ,...,fk, fj =F (x) ⇔ j∈S

∑ z1;:::;zk | | |⟨f_1; z_1; : : :; f_k; z_k|U^{⊗k}|(x; 0^{N−n})^k⟩ | | |^2 =

= ∑ S⊆{1,...,k}, |S|6k/2 (1 − "x)^|S^|"k^{−|}S^|x < –k; čďě – = 2 √ (1 − ")".

8.2. Ŕőśłőńĳłş H^2 = I, ĺňěěň űěŕőůłş řăćěŋśšć:

= = :

Őŕěřăšőř ~(ffz) şňŋőęăěš |1; 1⟩ ŋă −1, ă őśšăńĳŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŋě ňěŋ£ěš.

Ěśńĺ śďěńăšĳ ğăňěŋş ąăğĺśă šőńĳłő ć şŕřăćń£¿źěň q-ąĺšě, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě ŋĺęě, šő ŕőńşůĺšś£ őŕěřăšőř, łőšőřżľ £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň őšřĺűăŋĺľ ć őąőĺţ q-ąĺšăţ ĺ Àőŕěřăšőřă ďĺťťşğĺĺÁ (ŋă ś. 70 ňż őąőğŋăůăńĺ ěčő V ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

H[1]~(ff^x)[1; 2]H[1]|a; b⟩ = H[1]~(ff^x)[1; 2] 1√ 2 ∑ c (−1)ac|c; b⟩ =

= H[1] 1√ 2 ∑ c (−1)ac|c; b ⊕ c⟩ = 12 ∑ c;d (−1)^(a^+d^)c|d; b ⊕ c⟩ =

= 12 ∑ c;b^′

(−1)^(a^+d^{)(}b^+b^{′ )}|d; b^′⟩:

Ŋă řĺśşŋłě śńěćă ŕőłăğăŋă śţěňă ćżůĺśńěŋĺ£ šăłőčő őŕěřăšőřă, ă śŕřăćă | ěčő ňăšřĺűă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě:

= 12

1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 : 8.3. BPP ⊆ BQP. Łńăśśĺůěśłőě ćěřő£šŋőśšŋőě ćżůĺśńěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ őąřăšĺňőľ śţěňőľ (U_1; : : :; UL), łőšőřă£, ŋăř£ďş śő ćţőďőň x, ĺśŕőńĳğşěš śńşůăľŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű r ∈ B^s . (Łřőňě ŕőńěğŋőčő őšćěšă, śţěňă ňőęěš śőğďăćăšĳ ňşśőř | ¡šő ŋěćăęŋő). Ğăňěŋĺň ŕěřěśšăŋőćłĺ Uj ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż ^Uj, ă ćňěśšő śńşůăľŋőčő śńőćă r ŕřĺčőšőćĺň śőśšő£ŋĺě

| ⟩ = H^{⊗s}|0^s⟩ = 2^{−s=2} ∑ r∈B^s |r⟩: BQP ⊆ PP. Ŕşśšĳ śţěňă (U_1; : : :; UL) ćżůĺśń£ěš ŕřěďĺłăš F (x) ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ ⩽ 1=3, őąźěě ůĺśńő ąĺšőć ć śţěňě řăćŋő N, ă |x| = n. Ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšă 1 ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕřőěłšőř ˝^{(1)} = |1⟩⟨1|, ŕřĺňěŋ-ěŋŋżľ ł ŕěřćőňş q-ąĺšş:

p(x) = ⟨x; 0^{N−n}|U^†_1 U^†_2 · : : : · U^†_L ˝^{(1)}[1] U_LU_{L−1} · : : : · U_1|x; 0^{N−n}⟩ = = 2^−h⟨x; 0N^−n|VLVL_{−1} · : : : · V_−L_{+1}V_−L|x; 0N^−n⟩: (∗)

Ğďěśĳ VL; : : :; V_−L | ŕěřěŋşňěřőćăŋŋżě őŕěřăšőřż U^†_1 ; : : :; ˝^{(1)}[1]; : : : : : :; U_1 ś őďŋĺň ĺśłń¿ůěŋĺěň: ěśńĺ U_k = H[m] (ĺńĺ U^†_k = H[m]), šő śőőšćěšśšćş¿źĺľ őŕěřăšőř Vj řăćěŋ √ 2H[m]; łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć H ć śţěňě őąőğŋăůěŋő ůěřěğ h.

Ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż őŕěřăšőřőć Vj ∈ { √ 2H; K; K^†; ~(ffx); ~^2(ffx);

˝^{(1)}} ŕřĺŋăďńěęăš ňŋőęěśšćş M = {0; +1; −1; +i; −i}:

Ŕěřěňŋőęă£ ňăšřĺűż, ňż ŕőńşůăěň śşňňş ůĺśěń ĺğ ňŋőęěśšćă M. Ŕőśłőńĳłş ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ćěńĺůĺŋă p(x) ćěźěśšćěŋŋă£, ňż ňőęěň őčřăŋĺůĺšĳś£ śşňňĺřőćăŋĺěň ±1. Łřăšŋőśšĺ śńăčăěňżţ ąşďşš ćżřăęăšĳś£ ć ćĺďě #a(x) = |{w : Ca(x; w) = 1}|; a ∈ {±1};

čďě ŕřěďĺłăšż Ca(x; w) ∈ P őŕřěďěńěŋż ŋĺęě. Ŕőńşůăěň ŕřěďśšăćńěŋĺě p(x) = 2^{−h}(#_1(x) − #_{−1}(x)):

Ďăńĳŋěľÿěě ŕřĺćěďěŋĺě şśńőćĺ£ (∗) ł ćĺďş ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ łńăśśă PP şęě ŋě ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋĺłăłőľ łćăŋšőćőľ śŕěűĺťĺłĺ.

Šěŕěřĳ őŕĺÿěň ŕřěďĺłăšż Ca(x; w) ťőřňăńĳŋő. Ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ VL · : : : · V_−L ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ŕő ťőřňşńě (5.1)

(VL · : : : · V_−L)xy = ∑ xL−1;:::;x−L+1

(UL)xx_{L−1} · : : : · (U_−L)x_{−L+1}y:

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, Ca(u_−L; : : :; uL) řăćŋő 1, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ

u_{−L} = u_L = (x; 0^{N−n}); L∏ j=−L+1

(Vj)u_j u_{j−1} = a:

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő Ca ∈ P: ŋşęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż łăł śšěŕěŋĺ i ĺ śşňňĺřőćăšĳ ŕőłăğăšěńĺ śšěŕěŋěľ ŕő ňőďşń¿ 4.

Ěśńĺ F (x) = 0, šő p(x) ⩽ 1=3; ěśńĺ F (x) = 1, šő p(x) ⩾ 2=3. Ĺšăł, F (x) = 1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

p(x) = 2^{−h}(#_1(x) − #_{−1}(x)) > 12:

İšő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ #_{−1}(x) + 2h^{−1} < #_1(x):

Ğăŕĺśăŋŋőě ŋěřăćěŋśšćő ŕőůšĺ śőőšćěšśšćşěš őŕřěďěńěŋĺ¿ łńăśśă PP: őśšă-ěšś£ ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ńěćă£ ůăśšĳ ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě f(x) = |{y : R(x; y) = 1}|, R(·; ·) ∈ P (ďń£ ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šő şęě ďőłăğăŋő). Ťşŋłűĺĺ f šăłőčő ćĺďă őąřăğş¿š šăł ŋăğżćăěňżľ łńăśś #P.

Ŕőłăęěň, ůšő ¡šőš łńăśś ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£. Ŕşśšĳ g(x) = = |{y : Q(x; y) = 1}|, Q(·; ·) ∈ P, šőčďă

f(x) + g(x) = |{y : T (x; zy) = 1}|;

čďě T (x; 0y) = R(x; y); T (x; 1y) = Q(x; y): Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

PP ⊆ PSPACE. İšő őůěćĺďŋő. Ğăćěď-ěň ďćă śů-ěšůĺłă: őďĺŋ ďń£ R_0, ďřşčőľ | ďń£ R_1. Ŕěřěąĺřăěň ćśě ćőğňőęŋżě ğŋăůěŋĺ£ y ĺ şćěńĺůĺćăěň ğŋăůěŋĺ£ śů-ěšůĺłőć ďń£ Rk, ěśńĺ Rk(x; y) = 1. Ŕőšőň śřăćŋĺćăěň ğŋăůěŋĺ£ śů-ěšůĺłőć.

8.4. Ŕşŋłš ă) śńěďşěš ĺğ ŕşŋłšă ą). Ďń£ ą) ŕřĺćěď-ěň śţěňş, łőšőřă£ ďă-ěš ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě řěÿěŋĺě. Ŕřěęďě ćśěčő, ğăŕĺÿěň řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş

| _n(q)⟩ = cos #|0⟩ ⊗ | _{n−1}(q^′)⟩ + sin #|1⟩ ⊗ | _{n−1}(q^{′′})⟩; (∗) čďě q^′ = 2^{n−1}; q^{′′} = q − 2^{n−1}; # = arccos √ q^′=q; ěśńĺ q > 2^{n−1};

q^′ = q; q^{′′} = 1; # = 0; ěśńĺ q ⩽ 2^{n−1}: Őřčăŋĺğşěň řěłşřśĺćŋőě ćżůĺśńěŋĺě, ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş (∗).

1. Ćżůĺśń£ěň q^′, q^{′′}, #=ı, ŕőśńěďŋěě ŕřěďśšăćń£ěň ŕřĺąńĺę-ěŋŋő l ďćőĺůŋżňĺ űĺťřăňĺ. Ğăŕőňĺŋăěň řěğşńĳšăšż ćżůĺśńěŋĺ£ ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ q-ąĺšăţ.

2. Ŕřĺňěŋ£ěň ł ŕěřćőňş q-ąĺšş řěčĺśšřă |0n⟩, ć łőšőřőň ŋşęŋő śőğďăšĳ | n(q)⟩, őŕěřăšőř

R(#) = ( cos # − sin # sin # cos # ) : 3. Ć őśšăńĳŋżţ n − 1 ąĺšăţ śőğďă-ěň śőśšő£ŋĺě, ğăćĺś£źěě őš ğŋăůěŋĺ£ ŕěřćőčő ąĺšă: ěśńĺ őŋ řăćěŋ 0, šő śőğďă-ěň śőśšő£ŋĺě | n_{−1}(q^′)⟩, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě śőğďă-ěň | n_{−1}(q^{′′})⟩.

4. Ŕřőćőďĺň ćżůĺśńěŋĺě, őąřăšŋőě ł ÿăčş 1, ůšőąż őůĺśšĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕăň£šĳ.

Őŕěřăšőř R(#) řěăńĺğşěšś£ ŕřĺąńĺę-ěŋŋő. Ŕşśšĳ #=ı = ∑l k=1 a_k2^{−k}.

Šőčďă R(#) ≈ R(ı=2l)a^l · : : : · R(ı=2)a^1 ś šőůŋőśšĳ¿ O(2^−l). Ĺšăł, ŕřĺąńĺę-ěŋŋő őŕěřăšőř R(#) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň őŕěřăšőřőć ~(R(ı=2k)), čďě k-ľ řăğř£ď ůĺśńă #=ı şŕřăćń£ěš ŕřĺňěŋěŋĺěň őŕěřăšőřă R(ı=2k).

Őąźă£ šőůŋőśšĳ šăłőľ śţěňż řăćŋă ‹ = O(n2^−l); řăğňěř, ćżřăęěŋŋżľ ůěřěğ ďńĺŋş ćţőďă ĺ šőůŋőśšĳ, | poly(n + log(1=‹)).

Ŕşŋłš ć). Ŕřĺćěď-ěň řěăńĺğăűĺ¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě, ŋăľďěŋŋş¿ Łőŕŕěřśňĺšőň ĺ, ŋěğăćĺśĺňő, Ďőľůěň, ć ĺğńőęěŋĺĺ Ŕ. Ÿőřă [39].

Ğăŋşňěřşěň q-ąĺšż ć şążćă¿źěň ŕőř£ďłě őš n − 1 ďő 0. Őąőğŋăůĺň H_j = H[j]; S_{j;l} = ~^2 ( e^{iı=2l−j} ) [j; l] (j < l):

Šőčďă őŕěřăšőř

V_k = H_0S_{0;1}S_{0;2} · : : : · S_{0;n−2}S_{0;n−1}H_1S_{1;2} · : : : · S_{1;n−1} · : : : : : : · H_{n−3}S_{n−3;n−2}S_{n−3;n−1}H_{n−2}S_{n−2;n−1}H_{n−1} ďă-ěš ŕőůšĺ šő, ůšő ŋşęŋő: Uk = RVk, čďě R | (łńăśśĺůěśłĺľ) őŕěřăšőř, ŕěřěŕĺśżćă¿źĺľ ďćőĺůŋőě śńőćő ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě. Řăğňěř šăłőľ śţěňż O(n^2).

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ňőďşńĺ ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć Vk őŕřěďěń£¿šś£ łőńĺůěśšćőň őŕěřăšőřőć Hj, šăł ůšő őŋĺ řăćŋż 1= √ k, łăł ĺ šřěąşěšś£.

Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ ťăğőćżě ňŋőęĺšěńĺ. Ŕşśšĳ

(Vk)_(x_{n−1}:::x_0;y_{n−1}:::y_{0)} = 1√ k exp(i · 2ı’(xn_{−1}; : : :; x_0; yn_{−1}; : : :; y_0)):

Ğăňěšĺň, ůšő łăęďżľ ňăšřĺůŋżľ ¡ńěňěŋš Vk ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć śőňŋőęĺšěńěľ. Ŕřĺňěŋěŋĺě Hj ňěŋ£ěš ťăğş ŋă ı šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă xj = yj = 1; ŕřĺňěŋěŋĺě Sj;l ďőąăćń£ěš ł ťăğě ı=2l^−j šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă xj = yl = 1. Ĺğňěŋěŋĺě ťăğż ŋă 2ı ŋĺ ŋă ůšő ŋě ćńĺ£ěš, ŕő¡šőňş ćżůĺśńĺň ’ ŕő ňőďşń¿ 1.

’(x_{n−1}; : : :; x_0; y_{n−1}; : : :; y_0) = n−1∑ j=0 xjyj 2 + ∑ 06j<l<n xjyl 2l^−j^{+1} = = ∑ 06j6l<n xjyl 2l^−j^{+1} = ∑ 06j+m<n

xjyn_−1_−m 2n^−j^−m = (ğďěśĳ řăćěŋśšćő ŕő ňőďşń¿ 1) = n−1∑ j;m=0 xjyn_−1_−m 2n^−j^−m

= 2^−n n−1∑ j=0 2jxj n−1∑ m=0 2myn_{−1−}m:

Ŕőśńě šőčő, łăł ňż ŕěřěŕĺÿěň śńőćő y ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě, ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě ŕřěćřăźăěšś£ ć xy=2n.

Ĺğ řăğďěńă 9 9.1. Ŕşśšĳ ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k|. Ŕřőćěřĺň şśńőćĺ£ 1){3) ďń£ ȷ.

Şśńőćĺě 1): őůěćĺďŋő. Şśńőćĺě 2): ⟨”| ȷ |”⟩ = ∑ k p_k⟨”|_k⟩⟨_k|”⟩ = ∑ k p_k |⟨”|_k⟩|^2 ⩾ 0.

Şśńőćĺě 3): Tr ȷ = ∑ k p_k⟨_k|_k⟩ = ∑ k p_k = 1.

Ĺ ŋăőąőřőš, ěśńĺ ȷ şďőćńěšćőř£ěš 1){3), šő ȷ = ∑ k –_k|_k⟩⟨_k|, čďě –_k | śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, ă {|_k⟩} | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

9.2. Ćěłšőřş | ⟩ ∈ N ⊗ F ňőęŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň śőŕőśšăćĺšĳ őŕěřăšőř ¯: F^∗ → N . Ŕşśšĳ pj | ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă ȷ = ¯¯^† = Tr_F (| ⟩⟨ |) ∈ L(N ) (łăęďőě śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő şůĺšżćăěšś£ śšőńĳłő řăğ, łăłőćă ěčő łřăšŋőśšĳ). Ŕőśłőńĳłş ȷ £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ, 0 < pj ⩽ 1. Ŕőńőęĺň –_j = √p_j, ă ć łăůěśšćě ňŋőęěśšćă {|_j⟩} ćőğĳň-ěň ń¿ąş¿ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ śőąśšćěŋŋżň ůĺśńăň pj.

Őŕěřăšőř ¯ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ¯ = ∑ j –_j|_j⟩⟨_j|;

čďě |j⟩ = –^{−1}j ¯^†|j⟩ ∈ F^∗. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ⟨j| ∈ F^{∗∗} = F. Ŕěřěőąőğŋăůĺć ⟨j| ůěřěğ |”j⟩, ŕőńşůăěň ĺśłőňőě řăğńőęěŋĺě Ÿňĺďšă.

9.3. Şśńőćĺě Tr_F (| _1⟩⟨ _1|) = Tr_F (| _2⟩⟨ _2|), łăł śńěďşěš ĺğ řěÿěŋĺ£ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ŕőğćőń£ěš ćżąřăšĳ řăğńőęěŋĺ£ Ÿňĺďšă ďń£ | _1⟩ ĺ | _2⟩ ś őďĺŋăłőćżňĺ –_j ĺ |_j⟩. Ğăŕĺÿěň ¡šĺ řăğńőęěŋĺ£

| _k⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”^{(k)}_j ⟩; k = 1; 2:

Ŕőśłőńĳłş {|”^(k^)j ⟩} | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě śěňěľśšćă, śşźěśšćşěš şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U, šăłőľ ůšő U |”^{(1)}j ⟩ = |”^{(2)}j ⟩ ďń£ ćśěţ j. Šőčďă

(I_N ⊗ U)| _1⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ U |”^{(1)}_j ⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”^{(2)}_j ⟩ = | _2⟩:

Ĺğ řăğďěńă 10 10.1. Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ńěňňż, łőšőřă£ ąşďěš ŕőńěğŋă ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň.

Ńěňňă. Ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ĺňě¿š ćĺď ȷ → s∑ m=1 A_mȷA^†_m; ∑ m A^†_mA_m = I; (∗)

łőšőřżľ ąşďěň ŋăğżćăšĳ řăğńőęěŋĺěň ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş. Ă ćś£- łőě řăğńőęěŋĺě ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ȷ → → Tr_F (V ȷV^†), čďě V | ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕńăŋ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďş¿źĺľ:

ă) ďőłăęěň, ůšő ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě ĺ ćğ£šĺě ůăśšĺůŋőčő śńěďă ĺňě¿š řăğńőęěŋĺě ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş;

ą) ďőłăęěň, ůšő őŕěřăšőřŋżě śşňňż ğăňłŋşšż őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕőğĺűĺĺ;

ć) ŋăľď-ěň ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőľ őŕěřăšőřŋőľ śşňňż ć ćĺďě ȷ → → Tr_F (V ȷV^†).

ă) Şśńőćĺě ĺğőňěšřĺůŋőśšĺ ćńőęěŋĺ£ ğăŕĺśżćăěšś£ łăł V^†V = I. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě őŕěřăšőřŋőľ śşňňż ĺğ őďŋőčő śńăčăěňőčő.

Ďń£ ůăśšĺůŋőčő śńěďă ĺňěěšś£ śńěďş¿źěě řăğńőęěŋĺě ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş:

Tr_F (ȷ) = ∑ m W_mȷW^†_m; čďě W_m = I_N ⊗ ⟨m| : N ⊗ F → N : (∗∗)

Ğăňěšĺň, ůšő Wm ( |j; k⟩ ) = ‹mk|j⟩, ă W^†m ( |j⟩ ) = |j; m⟩.

ą) Ŕşśšĳ ∑ m A_mȷA^†_m, ∑ k B_kȷB^†_k | řăğńőęěŋĺ£ ďćşţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć őŕěřăšőřŋżě śşňňż. Šőčďă ĺţ łőňŕőğĺűĺ£ šăłęě řăğńăčăěšś£ ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş: ∑ k B_k ( ∑ m A_mȷA^†_m ) B^†_k = ∑ k;m (BkAm)ȷ(BkAm)^†; ∑ k;m (BkAm)^†(BkAm) = ∑ m A^†_m ( ∑ k B^†_kB_k ) A_m = ∑ m A^†_mA_m = I:

ć) Ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě řăğńőęěŋő ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş (∗), ă F | s-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ć łőšőřőň őąőğŋăůĺň |m⟩. Őšőąřăęěŋĺě V = ∑ m A_m ⊗ |m⟩ : |⟩ → ∑ m A_m|⟩ ⊗ |m⟩ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň ćńőęěŋĺěň, ŕőśłőńĳłş

V^†V = ∑ l;m ( A^†_l ⊗ ⟨l| )( A_m ⊗ |m⟩ ) = ∑ l;m A^†_l A_m|k⟩ · ⟨l|m⟩ = I:

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő őŕěřăšőřŋă£ śşňňă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ȷ → → Tr_F (V ȷV^†). Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

Tr_F (V ȷV^†) = ∑ m;l Tr_F ( A_mȷA^†_l ⊗ |m⟩⟨l| ) = ∑ m A_mȷA^†_m: □

10.2. Ŕşśšĳ ȷ ∈ L(N ⊗ F), U |j⟩ = |j⟩, Y |k⟩ = |”k⟩. Šőčďă Tr_F ( (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^† ) = = Tr_F ( (U ⊗ Y ) ∑ j;k;j^′;k^′

ȷ_{jkj}′_k′ |j; k⟩⟨j^′; k^′| (U ⊗ Y )^† ) = = Tr_F ( ∑ j;k;j^′;k^′

ȷ_{jkj}′_k′ |_j⟩⟨_j′ | ⊗ |”_k⟩⟨”_k′ | ) = ∑ jj^′k

ȷ_{jkj}′_k|_j⟩⟨_j′ | = = U(Tr_F ȷ)U^†:

10.3. Ŕşśšĳ ∑ m A_mȷA^†_m | řăğńőęěŋĺě ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ T (śň. ğăďăůş 10.1). Šőčďă

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)} = ⟨j^′| T ( |j⟩⟨k| ) | k^′⟩ = ∑ m ⟨j^′|A_m|j⟩ · ⟨k|A^†_m|k^′⟩:

Šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕőğćőń£ěš ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ śťőřňşńĺřőćăŋŋżě ć şśńőćĺĺ ğăďăůĺ śćőľśšćă ă){ć).

Śćőľśšćő ă): ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ∑ k^′m

⟨k^′|A_m|j⟩ · ⟨k|A^†_m|k^′⟩ = = ∑ k^′m

⟨k|A^†_m|k^′⟩⟨k^′|A_m|j⟩ = ∑ m ⟨k|A^†_mA_m|j⟩ = ⟨k|j⟩:

Śćőľśšćő ą): T^∗_(j′j_{)(}k′k_) = ∑ m ( ⟨j^′|A_m|j⟩⟨k|A^†_m|k^′⟩ )_∗ = = ∑ m ⟨j|A^†_m|j^′⟩⟨k^′|A_m|k⟩ = T_{(k′k)(j′j)}:

Śćőľśšćő ć): ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′; j⟩⟨k^′; k| = ∑ m | _m⟩⟨ _m|;

čďě | m⟩ = ∑ j^′;j

⟨j^′|A_m|j⟩ |j^′; j⟩:

Ĺ ŋăőąőřőš, ćś£łĺľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ őŕěřăšőř ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě T = ∑ m | _m⟩⟨ _m|, čďě | _m⟩ | ŕőďţőď£źĺň őąřăğőň ŋőřňĺřőćăŋŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż T , őšćěůă¿źĺě ŕőńőęĺšěńĳŋżň śőąśšćěŋŋżň ůĺśńăň. Őąőğŋăůĺň

| _m⟩ = ∑ m;j^′;j

a_{mj}′_j|j^′; j⟩; A_m : |j⟩ → ∑ j^′

a_{mj}′_j|j^′⟩;

šőčďă T_(j′j_{)(}k′k_) = ∑ m a_{mj}′_ja^∗_{mk}′_k. Ĺğ şśńőćĺ£ ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ‹_{jk} śńěďşěš

⟨k| ( ∑ m A^†_mA_m ) |j⟩ = ⟨k| ( ∑ m;k^′

a^∗_{mk}′_ka_{mk}′_j ) |j⟩ = ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ‹_{jk}:

Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő T ( |j⟩⟨k| ) = ∑ m Am|j⟩⟨k|A^†_m: ∑ m A_m|j⟩⟨k|A^†_m = ∑ j^′;k^′ ∑ m a_{mj}′_ja^∗_{mk}′_k|j^′⟩⟨k^′| = ∑ j^′k^′

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′⟩⟨k^′| = = T ( |j⟩⟨k| ) : 10.4. Śćőľśšćă ă) ĺ ą) ¡łćĺćăńěŋšŋż śćőľśšćăň ă) ĺ ą) ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Ŕşśšĳ ěśšĳ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ T : ȷ → Tr_F (V ȷV^†). Šőčďă T ⊗ IL_{(G)} : ȷ → Tr_F ( (V ⊗ I_G )ȷ(V ⊗ I_G )^† ) šăłęě £ćń£ěšś£ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺ ŕő¡šőňş őąńăďăěš řăğńőęěŋĺěň ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş. Śńěďőćăšěńĳŋő, T ⊗ IL_{(G)} ŕěřěćőďĺš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě őŕěřăšőřż ć ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ ć ďřşčş¿ śšőřőŋş ćżćěďěň ĺğ śćőľśšćă ć) ďăŋŋőľ ğăďăůĺ śćőľśšćő ć) ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĳ ňăšřĺűż T_(j′j_{)(}k′k_) ŕő ŕăřăň ĺŋďěłśőć, ćğ£šżţ ć śłőąłĺ, ŕőłăęěň, ůšő őŋă £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ őŕěřăšőřă ćĺďă (I ⊗ T )| ⟩⟨ |, čďě | ⟩ ∈ N ⊗ N ĺňěěš ćĺď | ⟩ = ∑ j |j⟩ ⊗ |j⟩. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (I ⊗T )| ⟩⟨ | = ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j⟩⟨k|⊗|j^′⟩⟨k^′| = ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′j⟩⟨k^′k|:

10.5. Ćőśŕőńĳğşěňś£ řěğşńĳšăšőň ğăďăůĺ 10.1. Ŕřěďśšăćĺň T ȷ ć ćĺďě Tr_F ′ (V ȷV^†). Ćőğĳň-ěň | ⟩ ∈ N . Ŕőśłőńĳłş śőśšő£ŋĺě Tr_{F⊗F} ′ ( |V ⟩⟨V | ) = Tr_F ( Tr_F ′ ( V | ⟩⟨ |V^† )) = Tr_F ( T | ⟩⟨ | ) = | ⟩⟨ | ůĺśšőě, |V ⟩ = | ; ( )⟩ (¡šő śńěďşěš ĺğ ğăňěůăŋĺ£, śďěńăŋŋőčő ŕőśńě ťőřňşńĺřőćłĺ ğăďăůĺ 9.2, śň. ś. 80). Ĺğ ńĺŋěľŋőśšĺ V śńěďşěš, ůšő |( )⟩ = |⟩ ŋě ğăćĺśĺš őš | ⟩. Ŕő¡šőňş T X = X ⊗‚, čďě ‚ = Tr_F ′ (|⟩⟨|).

10.6. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śřăğş ęě ŕőśńě ĺğňěřěŋĺ£ ĺğňěř£ěňżě q-ąĺšż ćżąřăśżćă¿šś£ ć Àňşśőřŋş¿ łőřğĺŋşÁ. İšő śőőšćěšśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ďćşţ łćăŋšőćżţ ąĺšőć ć łńăśśĺůěśłĺě: T : ȷ → ∑ a;b ⟨_{ab}|ȷ|_{ab}⟩(a; b):

Ůšőąż řěăńĺğőćăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě T , ŋşęŋő śŋăůăńă ŕőďěľśšćőćăšĳ şŋĺšăřŋżň őŕěřăšőřőň H[1]~(ff^x)[1; 2]: |_{ab}⟩ → |b; a⟩;

ă ğăšěň ŕřőĺğćěśšĺ ĺğňěřěŋĺě ć ąăğĺśě {|0⟩; |1⟩}; ŕőśńě ¡šőčő q-ąĺšż ćżąřăśżćă¿šś£.

Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ŕěřćżľ q-ąĺš ŋăţőďĺšś£ ć ůĺśšőň śőśšő- £ŋĺĺ | ⟩ = z_0|0⟩ +z_1|1⟩. (Ěśńĺ ňż ŕőśšřőĺň ćőśśšăŋăćńĺćă¿źş¿ ŕřőűěďşřş ďń£ ůĺśšżţ śőśšő£ŋĺľ, šő őŋă ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ąşďěš ŕřőďőńęăšĳś£ ŋă śňěÿăŋŋżě). Ŋă šřěšĺľ q-ąĺš ĺğňěřěŋĺě ŋě ďěľśšćşěš, ŕő¡šőňş ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ( T ⊗ IL_{(B)} )( | ⟩⟨ | ⊗ |_{00}⟩⟨_{00}| ) = ∑ a;b ( a; b; | _{ab}⟩⟨ _{ab}| ) ; čďě | ab⟩ = ( ⟨_{ab}| ⊗ I_B )( | ⟩ ⊗ |_{00}⟩ ) . Ğďěśĳ ⟨ab| řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł őŕěřăšőř B^{⊗2} → C , ŕő¡šőňş ⟨ab| ⊗ I_B : B^{⊗3} → B. Ğăňěšĺň, ůšő łćăďřăš ŋőřňż ćěłšőřă | ab⟩ řăćěŋ ćěřő£šŋőśšĺ ŕőńşůěŋĺ£ ŕăřż (a; b).

Šěŕěřĳ ğăŕĺÿěň £ćŋőě ćżřăęěŋĺě ďń£ | ab⟩:

| _{ab}⟩ = 1√ 2 ∑ d ( ⟨_{ab}| ⊗ I_B )( | ⟩ ⊗ |d; d⟩ ) = 1√ 2 ∑ d ⟨_{ab}| ; d⟩ |d⟩ =

= 1√ 2 ∑ c;d z_c⟨_{ab}|c; d⟩ |d⟩ = 12 ∑ c;d (−1)bc‹c_⊕a;dzc|d⟩ = 12 ∑ c (−1)bczc|a ⊕ c⟩:

Ĺğ ¡šőčő ćżřăęěŋĺ£ śřăğş śńěďşěš, ůšő

(ffz)b (ffx)a | ab⟩ = 12 | ⟩:

Šăł ůšő śőśšő£ŋĺě | ⟩ ć šřěšĳěň q-ąĺšě ŕőńşůĺšś£ ŕřĺňěŋěŋĺěň őŕěřăšőřőć ffx ĺ ffz ś łńăśśĺůěśłĺň şŕřăćńěŋĺěň: şŕřăćń£¿źĺňĺ ŕăřăňěšřăňĺ £ćń£¿šś£ ĺğňěřěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ a ĺ b.

Řĺś. 17. Śţěňă łćăŋšőćőľ šěńěŕőřšăűĺĺ

Śţěňă łćăŋšőćőľ šěńěŕőřšăűĺĺ ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 17. Ğŋăůłőň ♥ őąőğŋăůěŋ ŕěřćżľ ąĺš, | ćšőřőľ (q-ąĺš Ăńĺśż), | šřěšĺľ (q-ąĺš Ąőąă). Łőčďă Ăńĺśă ţőůěš ŕěřěďăšĳ q-ąĺš ♥ Ąőąş, őŋă śőćěřÿăěš ĺğňěřěŋĺ£ ŋăď ŋĺň ĺ śćőĺň q-ąĺšőň (ďăńĳÿě ¡šĺ q-ąĺšż ŋě ĺśŕőńĳğş¿šś£, ĺ őŋă ćżąřăśżćăěš ĺţ ć ňşśőřŋş¿ łőřğĺŋş). Řěğşńĳšăšż ĺğňěřěŋĺľ őŋă śőőąźăěš Ąőąş ŕő łńăśśĺůěśłőňş łăŋăńş ść£ğĺ (šěńěťőŋş). Ąőą, ĺśŕőńĳğş£ śőőąźěŋĺě Ăńĺśż, ŕřěćřăźăěš śćőľ q-ąĺš ć q-ąĺš ♥.

Ĺğ řăğďěńă 11

11.1. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ ĺňěěň P ( W ( |0⟩⟨0| ⊗ ȷ ) W^†; C (|k⟩) ⊗ N ) = = Tr ( ˝C_{(|}k_{⟩)⊗N} W ( |0⟩⟨0| ⊗ ȷ ) W^† ) = = ∑ j Tr (( |k⟩⟨k| ) R_j ( |0⟩⟨0| ) R^†_j ⊗ ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = = ∑ j Tr (( |k⟩⟨k| ) R_j ( |0⟩⟨0| ) R^†_j ) Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = = ∑ j |⟨k|R_j|0⟩|^2P(ȷ; L_j) = ∑ j P(k|j)P(ȷ; L_j):

11.2. Ěśńĺ W = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗Vk, šő W^{−1} = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗V^{−1}k . Ŕő¡šőňş ĺśłőňă£ łćăŋšőćă£ śţěňă ĺňěěš ćĺď W^{−1}Y W , čďě őŕěřăšőř Y łőŕĺřşěš ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ řěčĺśšř Àŕőńěğŋżľ řěğşńĳšăšÁ: Y : |y; z; v⟩ → |y; z; v ⊕ y⟩:

Őűěŋłă šőůŋőśšĺ ďěńăěšś£ šăł ęě, łăł ć ğăďăůě 7.11.

Ĺğ řăğďěńă 12

12.1. Ĺŋšěřěśş¿źş¿ ŋăś ćěřő£šŋőśšĳ őąőğŋăůĺň ůěřěğ p(X; l). Ěśńĺ h_1; : : :; h_l ŋě ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş X, šő őŋĺ śőďěřęăšś£ ć ŋěłőšőřőľ ňăłśĺňăńĳŋőľ śőąśšćěŋŋőľ ŕőďčřşŕŕě Y ⊂ X. Ďń£ łăęďőčő Y ćěřő- £šŋőśšĳ šăłőčő śőążšĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2^−l, ŕőśłőńĳłş |Y | ⩽ |X|=2. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ĺňěěň őűěŋłş p(X; l) ⩾ 1 − K(X) · 2^{−l};

čďě K(X) | ůĺśńő ňăłśĺňăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďčřşŕŕ ć čřşŕŕě X.

Ŕőďčřşŕŕż ăąěńěćőľ čřşŕŕż X ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕőďčřşŕŕăňĺ čřşŕŕż ţăřăłšěřőć X^∗, ŕřĺ ¡šőň ňăłśĺňăńĳŋżň śőąśšćěŋŋżň ŕőďčřşŕŕăň őšćěůă¿š ňĺŋĺňăńĳŋżě ŋěŋşńěćżě ŕőďčřşŕŕż. Łăęďă£ šăłă£ ŕőďčřşŕŕă ŕőřőęďăěšś£ őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň, ŕő¡šőňş K(X) ⩽ |X^∗| = |X|.

12.2. Ŕőśšřőĺň łńăśśĺůěśłĺľ őŕěřăšőř Vb ∈ L(B ⊗ B^⊗n) (ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ć B^⊗n ğăŋşňěřőćăŋż őš 0 ďő 2n − 1), šăłőľ ůšő V_b|0; 0⟩ = |0; 1⟩; V_b|1; 0⟩ = |1; b⟩:

Šőčďă śţěňă V^{−1}[0; B] U[B; A] V [0; B] řěăńĺğşěš őŕěřăšőř ~(Ub)[0; A] ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě.

12.3. Őąőğŋăůĺň őąřăğ ćěłšőřă |x⟩ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ Ťşřĳě ůěřěğ | _n(k; x)⟩. Ć ğăďăůě 8.4 ňż ŋăşůĺńĺśĳ śšřőĺšĳ ćěłšőř | _n(k; 0)⟩. Łăł şęě őšňěůăńőśĳ ć řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ 7.11, | n(k; x)⟩ | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř łńăśśĺůěśłőčő őŕěřăšőřă V : |j⟩ → |(j − 1) mod k⟩, śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő łőšőřőčő řăćŋő exp(2ıix=k).

Ĺśŕőńĳğş£ ¡šĺ śőőąřăęěŋĺ£ ĺ řěğşńĳšăš ğăďăůĺ 11.2, ŕőśšřőĺň śńěďş¿źş¿ śţěňş ďń£ łćăŋšőćőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě. 1. Ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň, ĺğŋăůăńĳŋő ŋşńěćőň, řěčĺśšřě ŕőśšřőĺň ćěłšőř | _n(k; 0)⟩. Őąźěě śőśšő£ŋĺě ŕőńşůăěšś£ 1√ k ∑ y |x; y⟩:

2. Śďěńăěň ťăğőćżľ śďćĺč ŋă exp(2ıixy=k). Šěŕěřĳ ŕőńşůăěň śőśšő£ŋĺě |x⟩ ⊗ | _n(k; x)⟩.

3. Ĺğňěř££ őąřăšĺňżň őąřăğőň (śň. ğăďăůş 11.2) śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă V , ďěľśšćş¿źěčő ŋă ćšőřőľ řěčĺśšř, ŕřĺąăćń£ěň řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£ x ł ŕěřćőňş řěčĺśšřş. (Ğďěśĳ ĺňěěšś£ ć ćĺďş ŕőąĺšőćőě śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2). Ć ŕěřćőň řěčĺśšřě ŕőńşůăěšś£ |0⟩, ă ćő ćšőřőň | šřěąşěňżľ řěğşńĳšăš | n(k; x)⟩.

Ĺğ řăğďěńă 14

14.1. Őŕěřăšőř A ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě A = ∑ j –_j|_j⟩⟨”_j|; –_j > 0; ⟨_j|_k⟩ = ⟨”_j|”_k⟩ = ‹_{jk}:

Ğďěśĳ –^2j | ŋěŋşńěćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă AA^†, |j⟩ | ěčő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, ă |”j⟩ = –^{−1}j A^†|j⟩. Šőčďă ‖A‖_{tr} = ∑ j –_j.

Ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă X

| Tr AX| ⩽ ∑ j –_j | |Tr |j⟩⟨”j|X | | ⩽ ∑ j –_j‖X‖ = ‖A‖_{tr}‖X‖:

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ćğ£šĳ X = ∑ j |”_j⟩⟨_j|, šő ‖X‖ ⩽ 1, ă Tr AX = = ‖A‖_{tr}.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ďń£ ‖ · ‖_{tr} ńěčłő śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă, ă ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ ‖ · ‖_{tr} őůěćĺďŋż.

14.2. Śćőľśšćő ă):

‖AB‖_{tr} = sup_{X≠0}^| Tr^{ABX|}_{‖X‖} ⩽ sup_{X≠0}^{‖A‖tr‖BX‖}_{‖X‖} ⩽ ‖A‖_{tr}‖B‖:

Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£ ĺ śćőľśšćő ą) (ćőśŕőńĳğşľšěśĳ řăćěŋśšćőň Tr ABC = Tr CAB).

Śćőľśšćő ć):

| Tr(A)| = | Tr(AI)| ‖I‖ ⩽ ‖A‖_{tr}:

Śćőľśšćő č): ďń£ ń¿ąőčő Ă ∈ L(N ⊗ M)

‖ Tr_M A‖_{tr} = sup X≠0 | Tr ( (Tr_M A)X )| ‖X‖ = sup X≠0 | Tr ( A(X ⊗ I_M) )| ‖X ⊗ I_M‖ ⩽ ‖A‖_{tr}:

Śćőľśšćő ď):

‖A ⊗ B‖_{tr} = Tr √ (A ⊗ B)^†(A ⊗ B) = Tr (√ A^†A ⊗ √ B^†B ) = ‖A‖_{tr}‖B‖_{tr}:

14.3. Ŕşśšĳ F | ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ q-ąĺšőć ĺğ A, ă N | ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ őśšăńĳŋżţ q-ąĺšőć. Őąőğŋăůĺň D = I_N ⊗ F^∗ : N ⊗ F → N :

Ěśńĺ X; Y ∈ D, šő Y^†X ∈ I_N ⊗ L(F) = E(A). Śńěďőćăšěńĳŋő, łőď M ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ D.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě T : ȷ → Tr_F ȷ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋő ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş (∗∗), śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 10.1. Őŕěřăšőřż Wm ĺğ ¡šőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕřĺŋăďńěęăš ŕřőśšřăŋśšćş D, ŕő¡šőňş T ∈ D · D^†. Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ 14.2.

14.4. Ŕřőśšřăŋśšćő F , śőőšćěšśšćş¿źěě ĺśłőňőňş łőďş, ŕőřőęďăěšś£ śšřőłăňĺ šăąńĺűż 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő !(fj; fk) = 0 ďń£ ń¿ążţ ďćşţ śšřőł fj; fk. Ğăňěšĺň, ůšő śšőńąűż ć šăąńĺűě řăğąĺšż ŋă ŕăřż. Ěśńĺ ćğ£šĳ ń¿ążě ďćě ŕăřż, šő śőőšćěšśšćş¿źĺě 4 śšőńąűă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ śšřőł ćśěčďă ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿, łőšőřă£ ć ďćşţ ğăďăŋŋżţ ŕăřăţ ŕőğĺűĺľ śőďěřęĺš ğăďăŋŋżě ůĺśńă. Ŕő¡šőňş şśńőćĺ£ !(fj; g) = 0 (j = 1; 2; 3; 4) ŕřĺ |g| ⩽ 2 ňőčşš ćżŕőńŋ£šĳś£ šőńĳłő ďń£ g = 0.

14.5. (Śň. [22, 33].) Ďőŕşśšĺň, ůšő M | łőď šĺŕă (4; 1), ĺśŕřăćń£¿- źĺľ őďŋş őÿĺąłş. Šőčďă őŋ ďőńęěŋ őąŋăřşęĺćăšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě őÿĺąłĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, őÿĺąłĺ ć q-ąĺšăţ [1; 2], ă šăłęě ć q-ąĺšăţ [3; 4]. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋőě śőśšő£ŋĺě ȷ ∈ L(M) ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ łăł ŕő ŕěřćżň, šăł ĺ ŕő ŕőśńěďŋĺň ďćşň q-ąĺšăň (śň. ğăďăůş 14.3). Ŕőłăęěň, ůšő ¡šő ŋěćőğňőęŋő.

Ŕşśšĳ N_1 | ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ q-ąĺšőć [1; 2], ă N_2 | ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ q-ąĺšőć [3; 4], šőčďă M | ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć N_1 ⊗ N_2. Ćńőęěŋĺě M → N_1 ⊗ N_2 őąőğŋăůĺň ůěřěğ V (¡šő ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř). Ŕşśšĳ šăłęě T_1 : ȷ → Tr_{N2} ȷ ĺ T_2 : ȷ → Tr_{N1} ȷ | ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őÿĺąőł, ă P_1 : N_1 → M ĺ P_2 : N_2 → M | śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺśŕřăćń£¿źĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě P = (P_1 ⊗ P_2)(V · V^†): M → M ⊗ M őąńăďăěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ďń£ ń¿ąőčő ȷ ∈ M

Tr_{N2} P ȷ = Tr_{N2} ( (P_1 ⊗ P_2)(V ȷV^†) ) = P_1T_1(V ȷV^†) = ȷ;

Tr_{N1} P ȷ = Tr_{N1} ( (P_1 ⊗ P_2)(V ȷV^†) ) = P_2T_2(V ȷV^†) = ȷ:

Śőčńăśŋő ğăďăůě 10.5 ŕěřćőě šőęďěśšćő őğŋăůăěš, ůšő P ȷ = ȷ ⊗ ‚_2, čďě ‚_2 ŋě ğăćĺśĺš őš ȷ. Ĺğ ćšőřőčő šőęďěśšćă śńěďşěš, ůšő P ȷ = ‚_1 ⊗ ȷ. Ŕőńşůĺńĺ ŕřőšĺćőřěůĺě: ‚_1 ⊗ ȷ = ȷ ⊗ ‚_2, čďě ȷ |ń¿ąőě.

14.6. Őŕĺÿěň łřăšłő ĺďě¿ řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ.

Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ őďŋő ĺğ ďćşţ ŕř£ňżţ śńăčăěňżţ šőřĺůěśłőčő łőďă. Łőňŕőŋěŋšă śĺŋďřőňă řăćŋă 1 ďń£ šăłőčő şğńă řěÿ-ěšłĺ, ć ğćěğďş łőšőřőčő ćţőďĺš ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ř-ěąěř ś ŋěŋşńěćżňĺ ćěśăňĺ ć 1-űěŕĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ ćěłšőřş őÿĺąłĺ g^(z^).

Ŕő¡šőňş ŕőńşůăěň šăłş¿ ğăďăůş. Ğăďăŋő ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő D şğńőć řěÿ-ěšłĺ. Ĺğ ćśěţ 1-űěŕěľ C, čřăŋĺűă łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś D, ŋşęŋő ćżąřăšĳ šş, ć łőšőřőľ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ř-ěąěř ŋěŋşńěćőčő ćěśă. Ŋěšřşďŋő śőőąřăğĺšĳ, ůšő šăłă£ 1-űěŕĳ řăśŕăďăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě ŕşšěľ, śőěďĺŋ£¿źĺţ şğńż ĺğ ňŋőęěśšćă D (ń¿ążě ďćă řăğńĺůŋżţ ŕşšĺ ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ř-ěąěř), ŕřĺů-ěň ¡šĺ ŕşšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ łřăšůăľÿĺňĺ. Šăł ůšő ğăďăůă őŕřěďěńěŋĺ£ őÿĺąłĺ ŕő śĺŋďřőňş śćőďĺšś£ ł ğăďăůě ő ćğćěÿěŋŋőň ŕăřőśőůěšăŋĺĺ: ďăŋ čřăť G (ć ŋăÿěň śńşůăě ŕőńŋżľ), łăęďőňş ěčő řěąřş ŕřĺŕĺśăŋ ćěś (ć ŋăÿěň śńşůăě | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş şğńăňĺ ŕő řěÿ-ěšłě), ŋşęŋő ŋăľšĺ ŕăřőśőůěšăŋĺě, ŋă łőšőřőň ďőśšĺčăěšś£ ňĺŋĺňşň śşňňż ćěśőć ŕő ř-ěąřăň, ćţőď£źĺň ć ŕăřőśőůěšăŋĺě.

Ďń£ ğăďăůĺ ő ćğćěÿěŋŋőň ŕăřőśőůěšăŋĺĺ ĺğćěśšŋż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ăńčőřĺšňż (śň., ŋăŕřĺňěř, [11, čń. 11], čďě őŕĺśăŋ ăńčőřĺšň, őśŋőćăŋŋżľ ŋă ĺďě£ţ ńĺŋěľŋőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£).

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ăţő Ă., Ţőŕłřőťš Ďę., Şńĳňăŋ Ďę. Ŕőśšřőěŋĺě ĺ ăŋăńĺğ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ăńčőřĺšňőć. Ň.: Ňĺř, 1979.

[2] Ćĺŋőčřăďőć Ĺ. Ň. Őśŋőćż šěőřĺĺ ůĺśěń. Ĺğď. 8-ě, ĺśŕř. Ň.: Ŋăşłă, 1972. [3] Č¡řĺ Ň., Ďęőŋśőŋ Ď. Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ňăÿĺŋż ĺ šřşďŋőřěÿăěňżě ğăďăůĺ. Ň.: Ňĺř, 1982.

[4] Łĺšăěć Ă. đ., Łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£: ăńčőřĺšňż ĺ ĺśŕřăćńěŋĺě őÿĺąőł // ŞŇŊ, Â6, 1997.

[5] Łńĺŋĺ Ś. Ňăšěňăšĺůěśłă£ ńőčĺłă. Ň.: Ňĺř, 1973. [6] Łńĺŋĺ Ś. Ććěďěŋĺě ć ňěšăňăšěňăšĺłş. Ň.: ĹŃ, 1957. [7] Łŋşš Ď. Ĺśłşśśšćő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ ŋă İĆŇ. Ć 3 š. Ň.: Ňĺř, 1977. [8] Łőśšřĺłĺŋ Ă. Ĺ., Ňăŋĺŋ đ. Ĺ. Ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă ĺ čěőňěšřĺ£. Ň.: Ŋăşłă, 1986.

[9] Ňăł-Ćĺńĳ£ňś Ť. Ďę., Śńő¡ŋ Ŋ. Ďę. Ă. Šěőřĺ£ łőďőć, ĺśŕřăćń£¿źĺţ őÿĺąłĺ. Ň.: Ść£ğĳ, 1979.

[10] Ňăńĳűěć Ă. Ĺ. Ăńčőřĺšňż ĺ řěłşřśĺćŋżě ťşŋłűĺĺ. Ň.: Ŋăşłă, 1965. [11] Ŕăŕăďĺňĺšřĺş Ţ., Śšăčńĺű Ł. Łőňąĺŋăšőřŋă£ őŕšĺňĺğăűĺ£. Ăńčőřĺšňż ĺ śńőęŋőśšĳ. Ň.: Ňĺř, 1985.

[12] Ŕřăśőńőć Ć. Ć. Ğăďăůĺ ĺ šěőřěňż ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż. Ň.: Ŋăşłă. Ťĺğňăšńĺš, 1996.

[13] Řőďęěřś Ţ. Šěőřĺ£ řěłşřśĺćŋżţ ťşŋłűĺľ ĺ ¡ťťěłšĺćŋă£ ćżůĺśńĺňőśšĳ. Ň.: Ňĺř, 1972.

[14] Śţřěľćěř Ă. Šěőřĺ£ ńĺŋěľŋőčő ĺ űěńőůĺśńěŋŋőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£. Ć 2 š. Ň.: Ňĺř, 1991.

[15] Ÿăťăřěćĺů Ĺ. Ř. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ ăńčěąřż // Ăńčěąřă-1. Ĺšőčĺ ŋăşłĺ ĺ šěţŋĺłĺ. Śěř. Śőćř. ŕřőąńěňż ňăšěňăšĺłĺ. Ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě ŋăŕřăćńěŋĺ£. Š. 11. Ň.: ĆĹŊĹŠĹ, 1986.

[16] Ÿěŋťĺńď Ďę. Ř. Ňăšěňăšĺůěśłă£ ńőčĺłă. Ň.: Ŋăşłă, 1975. [17] Ÿěŋťĺńď Ďę. Ř. Śšěŕěŋĺ ŋěřăğřěÿĺňőśšĺ. Ň.: Ŋăşłă, 1977. [18] İřď-ěÿ Ŕ., Śŕěŋśěř Ďę. Ćěřő£šŋőśšŋżě ňěšőďż ć łőňąĺŋăšőřĺłě. Ň.:

Ňĺř, 1976.

[19] Aharonov D., Ben-Or M. Fault Tolerant Quantum Computation with Constant Error. LANL e-print quant-ph/9611025 (extended version: Fault- Tolerant Quantum Computation With Constant Error Rate. LANL e-print quant-ph/9906129), http://xxx.lanl.gov

ŃĹŠĚŘĂŠŞŘĂ 189

[20] Aharonov D., Kitaev A., Nisan N. Quantum Circuits with Mixed States // STOC’29, 1997. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9806029,

http://xxx.lanl.gov)

[21] Bennett C., Brassard G., Cr«epeau C., Jozsa R., Peres A., Wootters W. Teleporting an unknown quantum state via dual classical and Einstein{ Podolsky{Rosen channel // Phys. Rev. Lett. Vol. 70, 1993. P. 1895{1899.

[22] Bennett C., DiVincenzo D., Smolin J., Wootters W. Mixed state entanglement and quantum error correction // Phys. Rev. Vol. A 54, 1996. P. 3824{3851. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9604024,

http://xxx.lanl.gov)

[23] Boneh D., Lipton R. Quantum Cryptoanalysis of Hidden Linear Functions // Proceedings of Advances in Cryptology | CRYPTO-95, Lecture Notes in Computer Science. Vol. 963. Springer-Verlag, 1995. P. 424{437.

[24] Boppana R., Sipser M. The Complexity of Finite Functions // Handbook of Theoretical Computer Science. Volume A, Algorithms and Complexity, Ch. 14. J. van Leeuwen, ed., Amsterdam et al.: Elsevier / Cambridge, MA: MIT Press, 1990. P. 757{804.

[25] Calderbank A. R., Shor P. W. Good quantum error-correcting codes exist // Phys. Rev. Vol. A 54, 1996. P. 1098-1106. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9512032, http://xxx.lanl.gov) [26] Calderbank A. R., Rains E. M, Shor P. W., Sloane N. J.A. Quantum Error Correction and Orthogonal Geometry // Phys. Rev. Lett. Vol. 78, 1997. P. 405-408 (electronic version: LANL e-print quant-ph/9605005,

http://xxx.lanl.gov)

[27] Deutsch D. Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal quantum computer // Proc. R. Soc. Lond. Vol. A 400, 1985. P. 97.

[28] Deutsch D. Quantum computational networks // Proc. Roy. Soc. Lond. Vol.

A 425,1989. P. 73.

[29] Feynman R. P. Quantum mechanical computers // Optics News, February 1985. Vol. 11. P. 11.

[30] Fortnow L., Sipser M. Are there interactive protocols for Co-NP-languages // Inf. Proc. Letters. Vol. 28, 1988. P. 249{251.

[31] Grover L. A fast quantum mechanical algorithm for database search // STOC’28, 1996. P. 212{219.

[32] Kitaev A. Yu. Fault-tolerant quantum computation by anyons. LANL e-print quant-ph/9707021, http://xxx.lanl.gov [33] Knill E., La‚amme R. A theory of quantum error-correcting codes. LANL e-print quant-ph/9604034, http://xxx.lanl.gov [34] Knill E., La‚amme R., Zurek W. Threshold Accuracy for Quantum Computation. LANL e-print quant-ph/9610011, http://xxx.lanl.gov [35] Lautemann C. BPP and the polynomial hierarchy // Inf. Proc. Lett. Vol. 17, no. 4, 1983. P. 215{217.

190 Ńĺšěřăšşřă

[36] Shamir A. IP=PSPACE // Journal of the ACM, Vol. 39, no 4, 1992. P. 869{ 877.

[37] Shen A. IP=PSPACE: simpli˛ed proof // Journal of the ACM, Vol. 39, no 4, 1992. P. 878{880.

[38] Shor P. W. Algorithms for Quantum Computation: Discrete log and Factoring // FOCS’35, 1994. P. 124.

[39] Shor P. W. Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Logarithms on a Quantum Computer // SIAM Journal of Computing. Vol. 26, 1997. P. 1484. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9508027,

http://xxx.lanl.gov)

[40] Shor P. W. Scheme for reducing decoherence in quantum memory // Phys. Rev. Vol. A 52, 1995. P. 2493{2496.

[41] Shor P. W. Fault-tolerant quantum computation // FOCS’37, 1996.

P. 56{65. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9605011,

http://xxx.lanl.gov)

[42] Simon D. On the Power of Quantum Computation // FOCS’35, 1994. P. 116{ 123.

[43] Sipser M. Introduction to the Theory of Computation. Boston: PWS Publishing Company, 1997.

[44] Steane A. M. Multiple particle interference and quantum error correction // Proc. Roy. Soc. Lond. Vol. A 452, 1996. P. 2551. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9601029, http://xxx.lanl.gov) [45] Watrous J. PSPACE has 2-round quantum interactive proof system. LANL e-print cs.CC/9901015, http://xxx.lanl.gov [46] Yamakami T., Yao A. C. NQP_C = co-C=P . LANL e-print quant-ph/ 9812032, http://xxx.lanl.gov [47] Yao A. C.-C. Quantum circuit complexity // FOCS’34, 1993. P. 352. [48] Zalka C. Grover’s quantum searching algorithm is optimal. LANL e-print quant-ph/9711070, http://xxx.lanl.gov

STOC = Proceedings of the Annual. ACM Symposium on Theory of Computing. New York: ACM Press.

FOCS = Proceedings of the Annual Symposium on the Foundations of Computer Science. Los Alamitos, CA: IEEE Computer Society Press.

Ŕřěďňěšŋżľ şłăğăšěńĳ

Ăńčőřĺšň 16

{ Čřőćěřă 67{71 { Ěćłńĺďă 38 { ćěřő£šŋőśšŋżľ 35 { łćăŋšőćżľ 72 { ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă 93{100 { ŋăţőęďěŋĺ£ śłřżšőľ ŕőďčřşŕ- ŕż { { ć Z^k 101{103 { { ć Z^k_2 90{91 { ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżľ 28 { ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż 38{40 Ăňŕńĺšşďă 9, 50, 73 Ăŋĺőŋż 14, 137 Ąĺš 8

{ łćăŋšőćżľ (q-ąĺš) 48 Ąřă-ćěłšőř 51 Ćżůĺśńěŋĺě

{ ćěřő£šŋőśšŋőě 35 { łćăŋšőćőě 11, 66 { ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőě 27 { őąřăšĺňőě 56 Čăňĺńĳšőŋĺăŋ 138 { k-ńőłăńĳŋżľ 108 Čăňĺńĳšőŋőć čřăť 27 Čăňĺńĳšőŋőć űĺłń 27 Čřşŕŕă 88

{ (Z/qZ)^∗ 92, 93

{ ESp_2(n) 130, 132 { SO(3) 59, 65 { SU(2) 65 { Sp_2(n) 131 { U(1) 65 { U(2) 59

{ Zk 100{103

{ ţăřăłšěřőć 90

ĎŊŤ 22 Ğăďăůă

{ 3-ŁŊŤ 32 { 3-řăśłřăśłă 34 { TQBF 47, 57 { ŰŃŔ 33 { ćżŕőńŋĺňőśšĳ 31 { łńĺłă 34 { ńőłăńĳŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ 108 { ŋăţőęďěŋĺě ŕěřĺőďă 91 { ŋăţőęďěŋĺ£ ďĺśłřěšŋőčő ńőčăřĺťňă 101 { ŋěğăćĺśĺňőě ňŋőęěśšćő 158 { ő ŕăřőśőůěšăŋĺ£ţ 34 { ő śłřżšőľ ŕőďčřşŕŕě 88, 101 { őą ¡ľńěřőćőň ŕşšĺ 34 { ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż 37 { ś őřăłşńőň 88 { şŋĺćěřśăńĳŋă£ ŕěřěąőřŋă£ 67 { { ć łćăŋšőćőľ ŕőśšăŋőćłě 67 { ťăłšőřĺğăűĺ£ ůĺśńă 91 Ĺğňěřěŋĺě 73, 82

{ őąřăšĺňőě 87 { şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ 85, 86 Ĺśŕřăćń£¿źěě ŕřěőąřăğőćăŋĺě 119, 125{127 { ďń£ śĺňŕńěłšĺůěśłőčő łőďă 136 ŁŊŤ 22, 32 Łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ

{ ďń£ ůĺśšőčő śőśšő£ŋĺ£ 74 { őąźěě őŕřěďěńěŋĺě 76 { ŕřőśšěľÿěě őŕřěďěńěŋĺě 11, 50, 66 Łćăŋšőćă£ šěńěŕőřšăűĺ£ 84, 180{ 182

192 Ŕřěďňěšŋżľ şłăğăšěńĳ

Łćăŋšőćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě

73, 100, 175{176 Łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř 10, 48 Łćăŋšőćżľ řěčĺśšř 52 Łěš-ćěłšőř 50 Łőďż, ĺśŕřăćń£¿źĺě őÿĺąłĺ 117

{ łćăŋšőćżě 12, 117 { { Ÿőřă 127 { { śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ 129, 132{ 134 { { šőřĺůěśłĺľ 134{136 { łńăśśĺůěśłĺě 118 { { Ţ¡ňňĺŋčă 120 { { ńĺŋěľŋżľ 120 { { ś ŕőćšőřěŋĺěň 119

Ńĺšěřăń 22

Ňăšřĺűă ŕńőšŋőśšĺ 76 Ňăšřĺűż Ŕăşńĺ 59, 127{128 Ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă 16

{ ăńťăćĺš 16 { ćěřő£šŋőśšŋă£ 35 { ćŋěÿŋĺľ ăńťăćĺš 16 { ćţőď 17 { čőńőćłă 16 { ńěŋšă 16 { { ĺśŕőńĳğşěňă£ ůăśšĳ 17 { ňŋőčőńěŋšőůŋă£ 25 { ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě 16 { ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋă£ 27 { { ŕşšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ 28 { ŕşśšőľ śĺňćőń 16 { řěğşńĳšăš řăąőšż 17 { ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ńěŋšőľ 26 { ś őřăłşńőň 46 { śőśšő£ŋĺě 16 { šăąńĺűă ćżůĺśńěŋĺ£ 23, 32 { šăłš řăąőšż 17 { şŋĺćěřśăńĳŋă£ 20 { şŕřăćń£¿źěě şśšřőľśšćő 17 { { śőśšő£ŋĺě 16 { ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďőć 16 { £ůěľłă 16

Ŋőřňă

{ őŕěřăšőřŋă£ 62 { ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ 122{124 { śńěďőćă£ 121 Őŕěřăšőř

{ Ďőľůă 65 { Šőťťőńĺ 55 { Ťřěďłĺŋă 167 { ĺğňěř£¿źĺľ 84, 85 { { śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă 86 { ŕěřěśšăŋőćőůŋżľ 54 { ŕřĺąńĺęěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě 62 { { ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě 63 { ŕřőěłšőř 74 { řěăńĺğşěňżľ łćăŋšőćőľ śţěňőľ 53 { { ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě 53 { ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň 58 { şŋĺšăřŋżľ 51 { ¡řňĺšőćő śőŕř£ę-ěŋŋżľ 51 Őřăłşń 88

{ łćăŋšőćżľ 90 { śńşůăľŋżľ 89 Őÿĺąłă

{ łńăśśĺůěśłă£ 128 { ťăğőćă£ 128 Ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ řőśš 20 Ŕřěďĺłăš 18

{ řăğřěÿĺňżľ 18 Ŕśěćďőśńşůăľŋżľ čěŋěřăšőř 44 Řăğńőęěŋĺě Ÿňĺďšă 78 Řěśşřś ćżůĺśńěŋĺ£ 18

{ ćřěň£ 18 { ŕăň£šĳ 18 Śćĺďěšěńĳ 37 Śĺŋďřőň 136 Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě 51 Śńőęŋőśšŋżě łńăśśż 20

{ BPP 35, 36, 116 { BQNP 103{116 { BQP 72

Ŕřěďňěšŋżľ şłăğăšěńĳ 193

{ MA 104, 116 { NP 28, 29, 116 { { NP-ŕőńŋőšă 31 { { śćőďĺňőśšĳ (ŕő Łăřŕş) 31 { PP 72 { PSPACE 20, 116 { P 20 { P/poly 23 { ˝k 42 { ˚k 42 { Ăřšşřă ĺ Ňěřńĺŋă 30, 104, 105 { łńăśś ďőŕőńŋěŋĺľ (co-A) 41 { őŕřěďěńěŋĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ ĺčř 41, 104, 116 Śőśšő£ŋĺě łćăŋšőćőľ śĺśšěňż { ąăğĺśŋőě 9, 48 { ÀğăŕşšăŋŋőěÁ (entangled) 54 { řăğńőęĺňőě 54 { śňěÿăŋŋőě 76 { ůĺśšőě 76 Śşŕěřŕőğĺűĺ£ śőśšő£ŋĺľ 9, 49 Śţěňă

{ ąşńěćă 21 { { ąăğĺś 21 { { čńşąĺŋă 26 { { čřăť 21 { { ŕőńŋżľ ąăğĺś 22 { { řăğňěř 22 { { śšăŋďăřšŋżľ ŕőńŋżľ ąăğĺś 22 { { ťőřňşńă 21 { łćăŋšőćă£ 10, 53 { { ąăğĺś 53 { { ŕőńŋżľ ąăğĺś 64 { { śšăŋďăřšŋżľ ŕőńŋżľ ąăğĺś 64 { { şŋĺćěřśăńĳŋă£ 71 { őąřăšĺňă£ 54 { { őůĺśšłă ňşśőřă 56 { { ŕőńŋżľ ąăğĺś 55 Śţěňŋă£ śńőęŋőśšĳ 22

Šěğĺś Ů-ěřůă 19 Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě 50 { őŕěřăšőřőć 52

Şčőń ňěęďş ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ 112 Şśĺńěŋĺě ćěřő£šŋőśšĺ (ampli˛ca- 36, 67, 105, 107 Ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ 79 { ĺğňěřěŋĺě 83 { ŕőšěř£ łőčěřěŋšŋőśšĺ (decoherence) 81 { řăğńőęěŋĺě ć őŕěřăšőřŋş¿ śşňňş 177 { ţăřăłšěřĺğăűĺ£ 79, 80, 179{180 Ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš 21 Ťşŋłűĺ£

{ ąşńěćă 21 { { ďĺğž¿ŋłűĺ£ 22 { { łőŋž¿ŋłűĺ£ 22 { { őšřĺűăŋĺě 22 { { šăąńĺűă ğŋăůěŋĺľ 22 { ćżůĺśńĺňă£ 18 { čőńőśőćăŋĺ£ (majority) 27, 67 { őąřăšĺňőě łőŕĺřőćăŋĺě ąĺšă (Controlled NOT) 55 { ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ 18 { ůăśšĺůŋă£ 16, 103 Ůăśšĺůŋżľ śńěď 77 İńěňěŋš | śň. Őŕěřăšőř İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě 52 §ğżł 18