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Введение 

Вероятностные алгоритмы важны для решения многих теоретических и 

практических задач. Достаточно упомянуть проверку простоты, где 

вероятностные алгоритмы существенно быстрее детерминированных, задачу 

об эквивалентности арифметических схем, где полиномиальных 

детерминированных алгоритмов попросту неизвестно, или метод Монте-

Карло подсчёта многомерных интегралов. Однако для успешной работы 

вероятностного алгоритма нужны равномерно распределённые случайные 

биты. Такие биты можно получить из некоторых физических или социальных 

процессов, таких как: колебание температуры процессора, точное время 

обращения к процедуре, белый шум в аудиокарте, измерение радиоактивного 

фона, колебания курсов валют и т.д. Полученные таким образом биты будут 

либо слишком дороги (как если механически кидать кубик или крутить 

рулетку), либо потенциально несвободны от смещённости и внутренних 

зависимостей.  

Экстракторы – это конструкции, позволяющие почти полностью 

избавиться от любых несовершенств источника случайности. Они позволяют 

«извлечь» случайность из несовершенных источников, изготовить «лучшую» 

и/или «новую» случайность. Эта концепция формализуется двумя 

возможными способами: вероятностным и колмогоровским. В каждом случае 



нужно указать, что является «контейнером» для случайности и как измеряется 

качество источника случайности до и после преобразования. 

В первом случае случайность содержится в распределениях вероятности 

на двоичных словах некоторой длины. Используется две меры случайности: 

мин-энтропия, которая тем больше, чем меньше вероятность каждого 

конкретного слова, и статистическое расстояние до того или иного 

«хорошего» распределения. Во втором случае случайность содержится в 

конкретном двоичном слове. Мера случайности – близость колмогоровской 

сложности слова к его длине, т.е. невозможность эффективно заархивировать 

слово. 

Оказывается, что эти два совершенно разных определения в некотором 

смысле эквивалентны: вероятностный экстрактор является колмогоровским со 

слегка худшими параметрами, и наоборот. Вероятностным методом можно 

показать существование экстракторов с почти оптимальными параметрами, 

однако в явных (полиномиально вычислимых) конструкциях такие параметры 

пока не были достигнуты. Более того, некоторые конструкции, созданные для 

вероятностных экстракторов, разрушались при переходе к колмогоровским. 

Однако в последние годы наметился существенный прогресс в построении 

явных конструкций вероятностных экстракторов. Такие конструкции 

потенциально могут быть переведены на колмогоровский язык, но лишь с 

использованием конкретики: общая конструкция всё ещё не универсальна. 

Кроме того, данные конструкции потенциально могут быть обобщены для 

построения колмогоровских экстракторов с ограничениями на 

вычислительные ресурсы. 

Вероятностные экстракторы 

В этом разделе сформулированы определения всех основных объектов, 

а также дан обзор известных результатов. Начнём с вероятностных 

экстракторов. 

Определение. Пусть 𝜉 – случайная величина, принимающая значения в 

{0,1}𝑛. Тогда мин-энтропией 𝜉 называется величина 𝐻∞(𝜉) =
− log(max𝑥∈{0,1}𝑛 𝑃𝑟𝑜𝑏{𝜉 = 𝑥}). Иными словами, мин-энтропия больше 𝑘, 

если любое конкретное значение принимается с вероятностью меньше 2−𝑘.  

Определение. Пусть 𝜉 и 𝜁 – случайные величины, принимающие 

значения в {0,1}𝑛. Тогда статистическим расстоянием между 𝜉 и 𝜁 называется 

величина 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜁) = max{𝑆⊂{0,1}𝑛}|𝑃𝑟𝑜𝑏{𝜉 ∈ 𝑆} − 𝑃𝑟𝑜𝑏{𝜁 ∈ 𝑆}| =
1

2
∑ |𝑃𝑟𝑜𝑏{𝜉 = 𝑥} − 𝑃𝑟𝑜𝑏{𝜁 = 𝑥}|𝑥∈{0,1}𝑛 . 

Определение. Функция 𝐸𝑥𝑡: {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}𝑚 называется (𝑘, 𝜀)-

экстрактором с двумя источниками, если для любых независимых случайных 

величин 𝜉 и 𝜁, принимающих значения на {0,1}𝑛 и имеющих мин-энтропию не 

меньше 𝑘, статистическое расстояние от случайной величины 𝐸𝑥𝑡(𝜉, 𝜁) до 



равномерно распределённой на {0,1}𝑚 величины 𝑈𝑚 не превосходит 𝜀. 

Аналогично определяются экстракторы для большего числа источников. 

Данное определение отвечает интуитивному понятию «лучшей» 

случайности: результат гораздо ближе к равномерному распределению, чем 

исходная величина. Для «новой» случайности нужно усиленное понятие: 

распределения близки, даже если известно значение одной из исходных 

случайных величие.  

Интуитивно ясно, что случайности не может «стать больше», чем было 

изначально, т.е. стать больше, чем 2𝑘. Вероятностным методом можно 

показать, что такие оптимальные экстракторы действительно существуют, 

однако явные (полиномиально вычислимые) конструкции оптимальных 

экстракторов до сих пор не известны. В следующей таблице сравниваются 

разные конструкции экстракторов для двух источников: 
Табл.1. Конструкции экстракторов 

Число 

источников 

Мин-энтропия 𝑘 Длина 

выхода 𝑚 

Ошибка 𝜀 Ссылка 

2 0.51𝑛 Θ(𝑛) 2−Ω(𝑛) [5] 

𝑝𝑜𝑙𝑦 (
1

𝛿
) 

𝛿𝑛 Θ(𝑛) 2−Ω(𝑛) [1] 

3 𝛿𝑛 Θ(1) 𝑂(1) [2] 

2 0.51𝑛; 𝑘 = 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛) Θ(𝑘) 2−𝛺(𝑘) [13] 

2 0.499𝑛 Θ(𝑛) 2−𝛺(𝑛) [3] 

3 0.01𝑛; 𝑘 = 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛) Θ(𝑘) 2−𝑘Ω(1)
 [12] 

3 𝑛0.51 Θ(𝑘) 𝑘−𝛺(1) [8] 

3 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛) Θ(𝑘) 2−𝑘Ω(1)
 [9] 

2 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛) 1 𝑛−Ω(1) [4] 

2 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛) 𝑘Ω(1) 𝑛−Ω(1) [10] 

2 log (𝑛) Θ(𝑘) 2−𝛺(𝑘) Конечная 

цель 

Колмогоровские экстракторы 

Начнём с определений сложности, которые мы используем для 

колмогоровских экстракторов. 

Определение. Условной колмогоровской сложностью 𝐾(𝑥|𝑦) слова 𝑥 

относительно слова 𝑦 называется длина кратчайшей программы, которая на 

входе 𝑦 возвращает 𝑥. Безусловной колмогоровской сложностью 𝐾(𝑥) 

называется сложность с пустым условием. 

Предполагается, что программа записана в некотором Тьюринг-полном 

языке программирования. Теорема Колмогорова-Соломонова утверждает, что 

изменение этого языка меняет сложность любого слова лишь на константу. 

Определение. Зависимостью между двумя словами 𝑥 и 𝑦 называется 

величина 𝑑𝑒𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥) + 𝐾(𝑦) − 𝐾(𝑥, 𝑦). 



Теорема о симметрии информации гласит, что эта же величина с 

точностью до логарифмического слагаемого равна 𝐾(𝑥) − 𝐾(𝑥|𝑦) и 𝐾(𝑦) −
𝐾(𝑦|𝑥).  

Определение. Функция 𝐾𝐸𝑥𝑡: {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}𝑚 называется 

(𝑘, 𝑑)-колмогоровским экстрактором, если для любых слов 𝑥 и 𝑦, таких что 

𝐾(𝑥) > 𝑘, 𝐾(𝑦) > 𝑘 и 𝑑𝑒𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝑑, выполнено 𝐾(𝐾𝐸𝑥𝑡(𝑥, 𝑦)) > 𝑚 − 𝑑 −

𝑂(log 𝑛). Если к тому же 𝐾(𝐾𝐸𝑥𝑡(𝑥, 𝑦)|𝑥) > 𝑚 − 𝑑 − 𝑂(log 𝑛) и 

𝐾(𝐾𝐸𝑥𝑡(𝑥, 𝑦)|𝑦) > 𝑚 − 𝑑 − 𝑂(log 𝑛), то экстрактор называется усиленным. 

Комбинаторным подсчётом нетрудно показать, что избавиться от 

вычитаемого 𝑑 + 𝑂(log 𝑛) нельзя. Однако эта точная граница достигается. 

Теорема. (Зиманд, [14, 15]) Существуют колмогоровские экстракторы 

для 𝑚 = 2𝑘 − 𝑂(log 𝑛), а также усиленные колмогоровские экстракторы для 

𝑚 = 𝑘 − 𝑂(log 𝑛). 

Несмотря на то, что два типа экстракторов кажутся несвязанными друг с 

другом, на самом деле они в некотором смысле эквивалентны. 

Теорема. [6, 7] Функция, являющаяся вероятностным экстрактором с 

параметрами 𝑘 и 𝜀, также является колмогоровским экстрактором с 

параметрами 𝑘 + 𝑂(log 𝑛) и 𝑑 = log
1

𝜀
+ 𝑂(log 𝑛). 

Теорема. [7] Функция, являющаяся колмогоровским экстрактором с 

параметрами 𝑘 и 𝑑, также является вероятностным «почти экстрактором» с 

параметрами 𝑘′ > 𝑘 и 𝜀 =
1

2𝑘′−𝑘
. «Почти экстрактор» означает, что 

результирующее распределение 𝜀-близко не к равномерному, а к 

распределению с мин-энтропией 𝑚 − 𝑂(log 𝑛). 

Обсуждение 

Конструкция Зиманда строится на основе вероятностного метода, 

поэтому не даёт явного способа построения колмогоровских экстракторов. До 

сих пор не было известно явных конструкций колмогоровских экстракторов 

для достаточно маленьких сложностей. Новые конструкции Чаттопадхьяи-

Цукермана и Ли извлекают полилогарифмическую сложность, но лишь при 

логарифмической зависимости между источниками: исходные экстракторы 

дают полиномиальную, а не экспоненциальную ошибку. Возможно, более 

глубокое и специфичное применение новых конструкций позволит усилить 

результат в колмогоровском случае, но пока это остаётся предметом будущих 

исследований. 

Однако сила новых конструкций заключается не только в возможности 

явного построения колмогоровских экстракторов. Полиномиальные 

алгоритмы позволяют распространить идею извлечения случайности на 

колмогоровскую сложность с ограничением на ресурсы. Сложность 𝐾𝑠.𝑡(𝑥|𝑦) 

слова 𝑥 относительно слова 𝑦 с ограничением на память 𝑠 и время 𝑡 

определяется как длина кратчайшей программы, которая на входе 𝑦 



возвращает 𝑥 и при этом работает не дольше 𝑡 шагов и использует не больше 

𝑠 ячеек памяти. Ранее был известен результат для полиномиальной памяти: 

Теорема. [11] Для любых 𝑘, 𝑑  и достаточно большого полинома 𝑠 

существует функция 𝐾𝐸𝑥𝑡: {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}2𝑘, вычислимая на 

полиномиальной памяти, такая что для любых слов 𝑥 и 𝑦, таких что 𝐾𝑠(𝑥) >
𝑘, 𝐾𝑠(𝑦) > 𝑘 и 𝐾𝑂(𝑠)(𝑥, 𝑦) > 𝐾𝑠(𝑥) + 𝐾𝑠(𝑦) − 𝑑, выполнено 

𝐾𝑠(𝐾𝐸𝑥𝑡(𝑥, 𝑦)) > 2𝑘 − 𝑑 − 𝑂(log 𝑛). 

Новые конструкции позволяют распространить этот результат на 

сложность с ограничением на время. Правда, пока что получается доказать 

только для трёх источников, специфической модели вычислений и 

полилогарифмической точности. 

Определение. Недетерминированной колмогоровской сложностью 

𝐶𝑁𝑡(𝑥|𝑦) называется длина кратчайшей программы, которая на любой паре 

(𝑦, 𝑧) возвращает либо 𝑥, либо специальный символ ошибки ⊥, при этом всегда 

работает не дольше 𝑡 шагов. 

Теорема. Существует вычислимая за полиномиальное время функция 

𝐾𝐸𝑥𝑡: ({0,1}𝑛)3 → {0,1}3𝑘, такая что для любых слов 𝑥, 𝑦 и 𝑧, таких что 

𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑥) > 𝑘, 𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑦) > 𝑘, 𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑧) > 𝑘 и 𝐶𝑁𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑧) >
𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑥) + 𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑦) + 𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝑧) − 𝑑, выполнено 

𝐾𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)(𝐾𝐸𝑥𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧)) > 3𝑘 − 𝑑 − 𝑂(log3 𝑛). 

В заключение отметим, что пока что даже наиболее продвинутые 

конструкции как вероятностных, так и колмогоровских экстракторов носят 

лишь теоретический характер. Во-первых, они работают только 

асимптотически, для больших длин. Во-вторых, они хоть и полиномиальны, 

но настолько сложны, что для тех длин, где они начинают работать, они 

работают уже слишком долго. Типичная конструкция состоит в многократном 

применении и комбинировании более простых. Возможно, получится 

сэкономить, если эти более простые использовать не как «чёрные ящики», а 

раскладывать на составляющие. Возможно также, что на практике будут 

хорошо работать упрощённые конструкции, основанные на похожих идеях, но 

без строго доказательства. Построение таких конструкций остаётся предметом 

будущих исследований. 
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