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Introduction

Fxposé inspiré de celui d’O. Goldreich (DIMACS workshop) et d’un tutorial
de D. Ron [Ron00]

Test de propriété (“property testing”): déterminer si un objet vérifie une
propriété donnée P ou si il est “loin” (tres différent) de tout objet vérifiant

cette propriété.

Notion introduite dans [RS96], motivée par la vérification de programmes.
Relation avec PAC-learning [Val84]

Tres souvent utilisé dans le cas de propriétés algébriques (monotonie,

linearité, multi-linéarité, ...). Ici, vérification de propriétés combinatoires

[RS96, GGRIG].
\_ Y
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\ Définitions (d’apres [GGR96]) /

Soit II un probleme de décision (i.e. un ensemble d’instances Dy, et
Y1 C Dy le sous ensemble pour lequel la réponse au probleme de décision
est OUI). Nous notons Df} (resp. Y{}) les instances de taille n.

Une instance Z € D7 est décrite par une fonction fr : [n] — {0, 1}*.
Une requéte sur fz peut étre:

e soit la demande d’un exemple (x, fz(x)), x tiré uniformément avec

remise sur [n|;
e soit la valeur de f7(x), x déterminé par le programme.

Soient 7, J € Dy} deux instances de taille n.

7 est dite e-proche de J si il suffit de changer € x n valeurs de fz(x) pour

écm fr=1rf7. K
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Définitions (suite)

7 est dite e-éloignée de J si elle n’est pas e-proche de J (i.e. aucun

changement de € x n valeurs de fz(x) n’est suffisant pour que fzr = f7).

7 est dite e-€loignée de Y|} si elle est e-¢loignée de toute instance J € Y.

Un testeur de propriété pour Il est une machine (a oracle probabiliste) qui,
pour un parametre € > 0 et un certain nombre de requétes sur une fonction

fz, répond:
e OUI, avec une probabilité > 2/3, si Z € Y{;

e NON, avec une probabilité > 2/3, si 7 est e-éloignée de Y.

Objectif: Ecrire des testeurs qui fonctionnent avec un nombre de requétes

/mc_o:sg:.? ou indépendant de n. K
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\ Exemple introductif: ce livre est-il écrit en francais 7

Probleme: un livre de n mots est-il écrit en Francais?

Pour un livre Z de taille n, la fonction fz décrivant ce livre est donnée par

f(q) =1 si le ¢"*™° mot du livre est en francais, 0 sinon.

début
pour ¢ := 1 a N faire

7 si = Oracle (fz) alors retourner NON;
fin

retourner OUI;

fin

Analyse: Si le livre ne comprend que des mots en francais, le testeur
répond bien OUI avec une probabilité > 2/3 (et méme 1). Si

N >= I%u alors le testeur répond bien NON avec une probabilité
/N 2/3 si plus de € X n mots ne sont pas en francais dans le texte. K
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Remarques a propos de cet exemple

Nombre d’appels a I'oracle (“query complexity”), et complexité en
temps (“running time complexity”): QAI%V. Ceci est
indépendant de la taille de la donnée

Aucune hypothese sur la répartition de la donnée.
“One-sided error”: la machine accepte toujours une donnée correcte.

Dans le cas d’un rejet, peut donner un témoin (“witness”) prouvant ce

rejet (souvent le cas).
Algorithme extrémement simple a implémenter.

Si on veut une probabilité de rejet > 0, dans le cas ou plus de e x n

mots ne sont pas en francais dans le texte, il suffit de prendre

N = % (pour € = 0.01 et § = 0.99, N = 459).

k
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Plan de ’exposé

e Motivation, champs d’application

e Test de propriétés sur des graphes
— Plusieurs représentations pour f
— Quelques résultats

— Exemple: BIPARTI

e (Que peut-on tester 7
— Généralisation: PARTITION GENERALISEE

— Propriétés du premier ordre

k
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Motivation

Paradigme pouvant étre utilisé dans plusieurs cas de figure:

e Lancer le “testeur de propriété” avant l’algorithme de décision. Si il
rejette et fournit un “témoin”, ’algorithme de décision n’est plus

nécessaire.

e Ceci peut étre tres efficace si on a la garantie que les instances sont soit

“bonnes”, soit “tres mauvaises”.

Y

e Dans certains cas, savoir qu’une propriété est “presque vérifiée” est

suffisant.
e La donnée peut éetre trop grande pour pouvoir éetre lue en entier .
e L’approximation peut etre une alternative dans le cas de problemes

/ NP-difficiles. K
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Test de propriétés de graphes

Pourquoi les graphes 7

e intérét au LIRMM pour les “gros” graphes (graphe du web)

“Ce sujet devient a la mode et semble tres intéressant.”
M. Habib — mail ifa/arc, 27 Oct 2000

e property testing: souvent des algorithmes dont la complexité ne dépend
pas de la taille du graphe

e une procédure déterministe pour décider une propriété monotone non
triviale sur les graphes doit examiner au moins Q(n?) entrées dans sa

matrice d’adjacence (conjecture Aanderaa-Rosenberg [Ros73], prouvée

[RV76])

e Q(n*/3) dans le cas des algorithmes randomisés [Yao87, Kin91, Haj91]

N k

lean-Francois Baget 9 LIRM-Montpellier




[est de propriétés de graphes

-~

N

La représentation par matrice d’adjacence est appropriée dans le cas de
graphes denses, et d’ailleurs les résulats présentés ici reposent sur cette

hypothese.

~

Représentation par Matrice d’Adjacence [GGR96]

Le graphe Z (de taille k) est représenté par sa matrice d’adjacence Mz
La taille du probléme est n = k?
fr(x) =1 si et seulement si Mz[z/n][z%n] =1

T est e-proche de J ssi il suffit de changer €/2 x k2 entrées dans la

matrice Mz pour la rendre identique a M 7

k
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\ Représentation par Liste d’Incidence [GR9T] /

e Représentation d’un graphe Z de taille k et de degré borné par d par
une matrice de taille & x d. Mz[v][i] contient I'identifiant du **™¢ voisin
du sommet v, 0 si il n’y en a pas.

e La taille du probleme est n =k x d

o fr(x)= Mz|x/d][x%d]

e 7 est e-proche de J ssi il suffit de changer €/2 x d x k entrées dans la
matrice Mz pour la rendre identique a M 7

Ici, il n’y a plus d’hypothese sur la densité du graphe. Mais le degré borné
peut sembler une grosse limitation. Dans ce cas, voir [PR99] pour des listes
d’incidence de longueur variable.

e Distance exprimée en nombre d’arétes, représentation non fonctionelle

e Les tests sont au moins aussi difficiles que dans le cas “degré borné”
/o Pour certains problemes, ils sont strictement plus difficiles K
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Probléme

Matrice adjacence

Liste bornée

Liste non bornée

BIPARTI

O(e ) [GGRYG]
O(e™?) [AK99]

LB: Q(VN) [GRIT]
O(V/Npol(e ! log(N)) [GRII]

k-COLORABLE

O(exp(k*e™%)) [GGRYG]
O(exp(ke ?)) [AK9Y]

p-CLIQUE

O(exp(pe?)) [GGRI6]

P-BISECTION

O(exp(e™?)) [GGRYG]

CONNEXE O(e™ ') [GRIT] O(e~?) [Ron00]
k-CONNEXE O(k3e=312/F) [GR9IT] O (k3e=*12/%) [Ron00]
EULERIEN O(e™ ') [GRIT] O(e~?) [Ron00]
SANS CYCLE O(e™3(1 4 de)) [GRIT] LB: Q(v/N) [PR99]

orienté, LB: Q(¥/N) [BROO]

DIAMETRE D

e-far de [D + 4;4D + 2]
O(e~3) [PR99]

N

k
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BIPARTI [GGR96]

Définition: Un graphe G = (V, E) est dit biparti si il existe une partition
V =V; @& Vs telle qu’il n’existe pas d’aréte entre des sommets appartenant a

la méme partition.

Notations: Soit V = V; & V5 une partition. xy € E est mauvaise si x et y
sont dans la méme partition. La partition (Vi, V) est e-bonne si E contient

au plus eN% mauvaises arétes (elle est e-mauvaise sinon).

Algorithme: Sélectionner O(

log(1 . ,
Fm\&v sommets de G, uniformément, avec

remise. Soit G’ le sous-graphe de G induit par ces sommets. Si G’ est
biparti, répondre OUI, sinon, répondre NON.

Théoreme: Cet algorithme est bien un testeur de propriété pour BIPARTI,

avec “one-sided error”, et il fournit un témoin dans le cas d’un rejet.

N k
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Supposons G e-éloigné de BIPARTI (i.e. n’importe quelle partition des

sommets de G est e-mauvaise).

Un sommet est dit influent si son degré dans G est > €¢/4N (voir qu’il y a
au plus eN?/4 arétes dans G, incidentes & des sommets non influents, qui

sont mauvaises pour une partition quelconque).

Ne tirons pour I'instant qu’un graphe U de taille O(
de ce dont on aura besoin au total).

Lemme 1: Avec une probabilité > 5/6, tous les sommets influents de G
sauf eN/4 ont un voisin dans U. (Notons C' ces sommets, R les autres)

~

BIPARTI: Analyse [GGR96]

e Prouver que si GG est biparti, alors 'algorithme répond OUI: évident

e Prouver que si G est e-éloigné de n’importe quel graphe biparti de taille
n, alors 'algorithme répond NON avec une probabilité > 2/3.

log(1/¢)

~=) (une fraction e

k
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BIPARTI: Analyse (suite)

dans G’ qui est mauvaise pour la partition

Fixons une partition quelconque (Uy,Us) de U. Ceci induit une partition
(C1,C3) de C: Cs contient tous les sommets de C' qui ont un voisin dans Us.

Quelle que soit la partition (R;, Re) de R telle que U; N R C R;,

(C1 U Ry,C3 U Ry) est une partition e-mauvaise de G. Ou sont ses eN?
mauvaises arétes ? Voir (ceci découle du lemme 1), qu’il ne peut y en avoir
que la moitié incidentes & R (avec probabilité > 5/6). Donc il y en a au
moins eN?/2 qui ne sont incidentes qu’a des sommets de C' (i.e. entre
sommets de C; ou sommets de C5): ces arétes sont mauvaises pour la
partition (C7,Cs).

Lemme 2: Si on tire maintenant un graphe S de taille assez grande
O©(|U|/€) parmi les sommets de GG, alors avec une probabilité

> 1/6(1 — 271U, pour chaque partition (S;, S2) de S, il existe une aréte
(U U S, Uz U 89).

~

k
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\ BIPARTI: Analyse (suite et fin) /

Preuve du lemme 2: Pour chaque paire de sommets dans S5, la

probabilité qu’elle soit mauvaise pour (C7,Cs) est d’au moins €/2. Il n’y a
donc aucune de ces mauvaises arétes dans S qu’avec au plus une probabilité
2-1U1/6. Si on en trouve une, alors on ne peut pas partitionner S en (S, .5%)
de fagon a ce que (Uy U S1,Us U S3) n’admette aucune mauvaise aréte.

En effet, soit zy une telle mauvaise aréte (supposons que x et y soient dans
C5). Pour qu’elle ne soit pas mauvaise pour la partition (U; U S1,Us U S3),
il faudrait que x soit dans 57 et y dans S5, comme x et y ont tous deux un

voisin dans U7, c’est impossible.

Pour conclure: Il y a 2!Yl partitions de U, et pour chacune la probabilité
du lemme 2 intervient. Donc avec une probabilité > 5/6, pour chaque
partition (Uy,Us) de U, pour chaque partition (S, S3) de S, I’échantillon
contient une aréte mauvaise pour (U; U S1,Us U S3). Donc U U S n’est pas

/_o:omﬁﬁ. K
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PARTITION GENERALISEE [GGR98]

Probléme: Soit G' un graphe, k un entier, et {p; }i_,, {p¥ i1, {p}¥ .4

et Abs i j—1 4 ensembles de nombres positifs ou nuls.

Existe-t-il une partition des sommets de G en k ensembles (V7,..., Vi) tq:
o Vj, p7|G| < |Vj] < p7 |G
o Vi,j pi;|GI* <|E(V;, Vi)l < pi|GI?

Applications: En choisissant les bonnes valeurs pour k£ et p, on peut
obtenir les problemes BIPARTI, k-COLORABLE, p-CLIQUE ou p-BISECTION.

Cotut de la généralisation: (Modele matrices d’adjacence) Algorithme en
O(exptti(k2e 1))

N k
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\ Propriétés du premier ordre [AFKS99] /

Propriété du premier ordre: Expression de la forme
MJH&H . MJﬁHﬁ .\:HH“ . v&ﬁv

ou les T; sont des quantificateurs V ou 3, et A est une expression sans
quantificateurs dont les relations sont I’égalité ou la présence d’une aréte

entre deux sommets, et construite avec les opérateurs booléens classiques.

Théoréme 1 [AFKS99| Une propriété pouvant étre exprimée par une
formule 3*V* est testable en un temps indépendant de la taille du graphe
(modele Matrice d’adjacence).

Complexité: (# de requétes) O(tower(tower(poly(e™t, #(V) + #(3))))))
Cotit exorbitant de la généralité !!!

Théoréme 2 [AFKS99] Il existe une propriété de la forme V™31 qui n’est

pas testable en un temps indépendant de la taille du graphe (un dérivé

/%wmoEoH.@EmEm de sous-graphe, testable en Q(v/N)) K
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