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Chapitre 1

Introduction

Des notations diagrammatiques ont été de tous temps utilisées pour représenter des
connaissances, de maniére intuitive, que ce soit en logique, en philosophie, en linguistique,
ou aujourd’hui en informatique. Afin de pouvoir définir formellement des raisonnements sur
ces connaissances, et de pouvoir les traiter de facon automatisée par un ordinateur, il est
nécessaire de munir ces diagrammes d’une structure mathématique formelle. Les graphes,
qui sont des objets structurés et admettent une représentation graphique « naturelle » (un
diagramme particulier, mais souvent utilisé), peuvent étre considérés comme le candidat
privilégié pour fonder un modéle de représentation de connaissances dont les objets sont
« des dessins ». L’objet de cette thése est ’étude d’un modéle formel de représentation de
connaissances utilisant des graphes, basé sur les graphes conceptuels.

Les graphes conceptuels ont été introduits dans [Sowa, 1976] comme une interface gra-
phique des bases de données relationnelles. L’idée de représenter des connaissances par
des graphes n’est alors pas neuve, et on peut trouver une source d’inspiration des graphes
conceptuels dans les réseaux sémantiques de [Quillian, 1968| (voir, pour une présenta-
tion synthétique de ce domaine, [Lehman, 1992|). Cette premiére présentation des graphes
conceptuels comporte deux idées fortes :

D’un point de vue représentation de connaissances, les graphes de Sowa apportent une
structuration des différents types de connaissances qui n’était pas présente dans les réseaux
sémantiques. En effet, ce formalisme marque une séparation nette entre les connaissances
ontologiques' (encodées dans une structure particuliére que nous appellerons par la suite
support), et les connaissances factuelles qui sont représentées par les graphes. De plus, ce
formalisme distingue nettement les entités (représentées dans le graphe par des rectangles)
des relations entre ces entités (représentées par des ovales). La F1G. 1.1 illustre la représen-
tation, par un réseau sémantique puis par un graphe conceptuel, de la méme information :
« John (qui est un homme, sorte d’humain) posséde Old Black (qui est une automobile,
sorte d’objet physique) ».2

1Du grec ontos (1’étre) et logos (le monde), le terme d’ontologie est souvent utilisé pour une taxonomie
classifiant des catégories/types de concepts dans une base de connaissances.

2La représentation des graphes conceptuels simples n’est pas si éloignée de celles utilisées dans les mé-
thodes de conception objet telles qu'UML. En cela, nous pourrions dire que les graphes conceptuels simples
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Un réseau sémantique [Hendrix, 1979] Représentation avec un graphe conceptuel

F1G. 1.1 — Des réseaux sémantiques aux graphes conceptuels

De plus, Sowa définit un ensemble d’opérations élémentaires qui permettent de dériver
des graphes a partir d’autres graphes, et montre que ces opérations permettent de répondre
a une requéte conjonctive en bases de données. Ces opérations de graphes préfigurent le
théoréme d’homomorphisme de [Chandra and Merlin, 1977].

1.1 Diverses approches des graphes conceptuels

Dans son ouvrage de référence sur les graphes conceptuels, [Sowa, 1984] munit ces
graphes d’une sémantique dans le fragment positif, conjonctif et existentiel de la logique
du premier ordre, par I'intermédiaire d’'une transformation ®, et montre ’adéquation d’'une
opération de graphe, la projection, par rapport a la déduction en logique du premier ordre.
[Chein and Mugnier, 1992] reformuleront la projection en termes d’homomorphisme de
graphe, montreront son équivalence avec les opérations élémentaires de [Sowa, 1976|, et
prouveront la complétude de la projection par rapport a la déduction. Ces graphes ont par
la suite été appelés « graphes conceptuels simples », par opposition & des graphes concep-
tuels plus complexes, notamment ceux que nous appellerons ici les « graphes conceptuels
généraux », introduits dans [Sowa, 1984].

Inspirés des travaux du logicien Peirce (1897-1906) sur les graphes existentiels (on
peut voir & ce sujet la présentation qu’en donne [Roberts, 1992]), ces graphes conceptuels
généraux sont une généralisation des graphes conceptuels simples & I’ensemble de la logique
du premier ordre. En enfermant des parties de graphes dans des boites qui indiquent une

sont une représentation objet des réseaux sémantiques. Cependant, pour prolonger cette comparaison, il
manque une « couche méta-objet » 4 cette représentation par des graphes conceptuels (le support n’est
pas un graphe, et is-a n’est pas une relation). Bien que cette problématique ne soit pas abordée dans cette
thése, le lecteur pourra se référer a [Baget, 2000] pour une ébauche de solution.
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négation, et qui peuvent s’imbriquer les unes dans les autres (comme illustré, au chapitre
suivant, dans la FI1G. 2.4), on obtient une représentation graphique de la totalité de la
logique du premier ordre.

Les travaux de la communauté « graphes conceptuels », qui s’est formée autour des
graphes de Sowa, ont pris trois directions trés différentes, suivant 'intérét que 1’on porte a
telle ou telle particularité du modéle de base :

Approche diagrammatique Dans une optique de pure représentation, c’est 1’aspect
visuel, diagrammatique, des graphes qui importe. Ces travaux s’intéressent a la clarté,
la lisibilité de la représentation (par exemple dans un contexte de représentation de la
langue naturelle, problématique majeure dans [Sowa, 1984]). Les raisonnements, quant &
eux, sont considérés comme un probléme externe, traité par la traduction des graphes vers
un autre formalisme, par exemple la (une) logique. Les graphes sont alors une interface
pour cet autre formalisme. De facon extréme, ces objets ne sont parfois méme pas tradui-
sibles en logique, comme le montre I'exemple de la FiG. 1.2, tiré de la page web de Sowa
(http ://users.bestweb.net/~sowa/cg/cgstand.htm).

Situation:
Plum ber Agnt Carry Pipe Picture:
Sound:
em Imag,
CLANKETY
scrape

F1G. 1.2 — Les graphes conceptuels vus comme une « pure représentation ».

Approche logique Privilégiant 'aspect logique (les graphes conceptuels sont vus comme
une représentation graphique de la logique du premier ordre), un autre axe de recherche
s’est constitué dans la continuation des travaux de Peirce. Les calculs sur les graphes
conceptuels sont dans ce cas des opérations sur les boites indiquant la négation : déplacer
ou effacer une boite, remplacer dans une boite un graphe par un autre ... Un ensemble de
telles régles, adéquat et complet par rapport a la déduction en logique du premier ordre,
est proposé par [Wermelinger, 1995], qui corrige les erreurs des régles de [Sowa, 1984]. Une
autre version est proposée dans [Dau, 2000]. Les opérations utilisées sont diagrammatiques
(ce sont des retranscriptions graphiques, sur les dessins des graphes, de régles logiques),
mais ne sont pas des opérations de graphes, au sens usuel de la théorie des graphes. Ce
genre d’opérations est illustré dans la F1G. 1.3 (aussi tirée de la page web de Sowa), qui
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montre une série de réécritures utilisant les régles de graphes existentiels de Peirce pour
prouver le Praeclarum Theorema de Leibnitz ((p — 7) A (¢ = s)) = ((pAq) = (r A s))).

. : P | 9@ . PE . g
Empty Sheet =N - =
P
l‘li
pr qs i RE® N 1& ey ) L . PO N 18
—
pq s pq s pg ras pq

F1G. 1.3 — Preuve du Praeclarum Theorema par les régles diagrammatiques de Peirce.

Approche « graphes et opérations de graphes » Enfin, un autre axe de recherche,
dans lequel s’inscrit cette thése, cherche a développer les graphes conceptuels comme un mo-
deéle de représentation de connaissances fondé logiquement 3, mais autonome de la logique,
basé sur des graphes et des opérations de graphes (voir notamment |Levinson and Ellis, 1991,
Chein and Mugnier, 1992]).

La frontiére entre ces différentes approches n’est pas toujours trés claire. Qu’en est-il,
par exemple, de la démarche originale de [Kerdiles, 1997], qui combine la projection des
graphes conceptuels simples et la méthode des tableaux de [Smullyan, 1968| pour obtenir
une méthode adéquate et compléte pour les graphes conceptuels généraux correspondant
a la totalité de la logique du premier ordre ?

1.2 L’approche « graphes et opérations de graphes »

Selon notre point de vue, l'intérét des graphes conceptuels simples réside d’une part
dans la représentation par des graphes, qui (au moins s’ils sont de petite taille ou possédent
une structuration particuliére) sont facilement lisibles/visualisables par un étre humain, et
d’autre part dans 'utilisation d’opérations de graphes pour les raisonnements. La pro-
jection est une sorte d’appariement de graphes, que 'on peut facilement interpréter et
visualiser. Le méme langage étant utilisé au niveau interface et au niveau opérationnel, les
raisonnements peuvent étre expliqués étape par étape a un utilisateur, sur le graphe qui
correspond & sa modélisation. Le lecteur pourra se référer aux discussions sur cet aspect

3Meéme si I’on manipule des graphes, il est normal, puisque ’on s’intéresse & la formalisation des raison-
nements, de les comparer a ce formalisme de référence qu’est la logique. C’est bien pourquoi nous cherchons
4 munir nos modéles de sémantiques logiques adéquates et complétes.
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des graphes conceptuels, dans le cadre d’une application en ingénierie des connaissances
[Bos et al., 1997], ou dans le cadre d’une expérimentation en recherche documentaire dans
|Genest, 2000]. De plus, nous jugeons fondamental le résultat d’équivalence avec un frag-
ment de la logique du premier ordre [Sowa, 1984, Chein and Mugnier, 1992|, qui permet
de relier un probléme qui serait purement combinatoire (la recherche d’homomorphismes)
aux problématiques de représentation de connaissances.

En résumé, nous considérerons comme essentielles ces trois caractéristiques du modéle
de base :

— les connaissances sont représentées par des graphes;

— les raisonnements sont effectués par des opérations de graphes;

— ils sont adéquats et complets par rapport a une sémantique logique.

Particularités de notre approche Depuis 1992, I’équipe « Graphes Conceptuels » du
LIRMM en particulier étudie des extensions du modéle de base qui conservent ces carac-
téristiques essentielles. Outre la possibilité de représenter graphiquement les connaissances
comme les raisonnements, les membres de cette équipe ont parié sur le fait que « faire de
la logique avec des graphes » permettrait d’utiliser, au niveau algorithmique, des notions
de théorie des graphes qui ne s’expriment pas de facon naturelle en logique (par exemple
un chemin, le voisinage d’un sommet, une composante connexe ou biconnexe, ...). La
réussite de ce pari (voir, par exemple, la notion de piéces dans les régles de graphes) est
la principale justification de cette approche. En effet, ’approche « logique » des graphes
conceptuels apporte a la logique les mémes avantages de lisibilité des connaissances et des
raisonnements. Notre approche en différe sur deux points :

1) Si nous souhaitons donner & nos opérations une sémantique logique, nous ne cher-
chons pas a représenter la logique. La notion de contrainte utilisée dans ce mémoire, par
exemple, qui s’exprime de fagon naturelle par des projections de graphes, n’est pas « im-
portée » de la logique du premier ordre (et n’est pas directement traduisible).

2) Considérer des graphes, au sens de la théorie des graphes, permet de développer des
algorithmes originaux, traduisibles bien entendu en logique, mais qui n’auraient peut-étre
pas été envisagés dans ce paradigme.

Extensions du modéle de base Parmi les extensions du modéle de base étudiées au
LIRMM, nous pouvons citer :

1. Les liens de co-référence, qui permettent d’indiquer que deux sommets d’un graphe
représentent la méme entité.

2. Les graphes emboités [Chein et al., 1998|, qui permettent une structuration hiérar-
chique de I'information en associant & des sommets d’un graphe une description qui
est elle-méme un graphe.

3. Les régles de graphes, qui expriment des connaissances de la forme «si ... alors
... », représentent un fragment plus important de la logique du premier ordre. Le
mécanisme de chainage arriére de [Gosh and Wuwongse, 1995| est adéquat et complet
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par rapport a la déduction en logique du premier ordre, mais n’utilise pas la structure
de graphes des régles (elles sont décomposées en sous-structures assimilables a des
atomes en logique). L’exploitation, sous la forme de piéces, de la structure du graphe
par [Salvat, 1997|, montre un réel apport par rapport a la méthode de résolution de
Prolog [Coulondre and Salvat, 1998].

Les contraintes, utilisées pour porter un jugement sur la validité d’un graphe. Diffé-
rentes sortes de contraintes ont été étudiées a cet effet [Mineau and Missaoui, 1997,
Dibie et al., 1998, Baget et al., 1999]. Ces contraintes utilisent la projection comme
mécanisme de base, et représentent des connaissances de la forme « si I'information
A est présente dans le graphe, alors I'information B doit aussi/ne doit pas y étre ».

Ces différentes extensions ne doivent pas étre considérées de la méme fagon. En effet,
bien que toutes aient un intérét d’un point de vue représentation de connaissances, cer-
taines n’apportent pas un réel enrichissement du modéle. Nous avons montré [Baget, 1998,
Baget, 1999] que les deux premiéres extensions n’augmentent pas I'expressivité du modéle
de base (nous les appellerons des formalismes du modéle de base, intitulé, de fagon géné-

rique

S8G), tandis que les deux autres engendrent des modéles de raisonnement plus riches,

faisant partie de la famille de modéles que nous étudierons.
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F1G. 1.4 — Interface graphique de CoGITaNT"’2000.
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Applications de ces travaux L’objectif principal de ’équipe « Graphes Conceptuels »
du LIRMM est la construction d’'un systéme général de représentation, d’acquisition et
d’interrogations de connaissances utilisant les graphes conceptuels [Chein, 1997]. Pour ce
faire, une bibliothéque de classes C++, appelée CoGITo [Haemmerlé, 1995] puis CoGI-
TaNT [Genest and Salvat, 1998], a été développée.

La version actuelle de cette plate-forme (que ’on pourrait appeler CoGITaNT’2000),
réalisée par David Genest, a vu une mise a jour des classes C++, la rédaction d’une docu-
mentation compléte, 'intégration d’une architecture client-serveur et, enfin, d’une interface
graphique : nous pouvons en voir une capture d’écran dans la FiG. 1.4. L’intégralité de
cette plate-forme est disponible sur le site de I’équipe : http ://www.lirmm.fr/~cogito/.

Les outils théoriques aussi bien que logiciels développés au sein de I’équipe ont pu étre
appliqués et validés par la participation & de nombreux projets. Nous pouvons citer le projet
national GRAFTIA qui a proposé un systéme d’interrogation et d’acquisition de données
en accidentologie [Alpay et al., 1995] ; une collaboration avec Dassault Electronique pour
la modélisation de plans d’urgence sur les sites sensibles [Bos et al., 1997, le travail avec
I’ABES sur un systéme de recherche documentaire [Genest, 2000] et, le projet OPALES, en
collaboration avec 'INA, étendant ce systéme & une indexation de documents audiovisuels.

1.3 Contenu de ce mémoire

Dans ce mémoire, nous considérons un modéle de base, que nous noterons SG, pour
lequel 'opération élémentaire de raisonnement est la projection, mais dont les objets pour-
ront étre indifféremment des graphes conceptuels simples, avec ou sans liens de co-référence,
ou des graphes conceptuels emboités. Pour cela, nous définissons un formalisme apparenté
aux graphes conceptuels simples, que nous appelons celui des graphes élémentaires. Bien
qu’il ne soit pas d’un grand intérét d’un point de vue représentation de connaissances, ce
formalisme servira d’abstraction, de structure de données commune aux formalismes précé-
dents, et nous verrons que les graphes de ces différents formalismes peuvent étre traduits de
fagcon naturelle en graphes élémentaires, sur lesquels nous pourrons calculer les projections.

Nous aurions pu de la méme maniére choisir les graphes conceptuels simples (le mo-
deéle standard) comme modéle de base pour les autres formalismes. Notre choix d’un nou-
veau formalisme (encore un!) comme formalisme de référence s’explique essentiellement
par le fait que les graphes élémentaires nous semblent étre, d’'un point de vue algorith-
mique, « le bon niveau d’abstraction » : la vision des relations comme des hyperarcs et
non comme des sommets nous permet d’écrire des algorithmes plus efficaces. Nos graphes
élémentaires sont d’ailleurs trés proches de la structure de donnée simplifiée proposée par
[Becker and Hereth, 2001] pour les graphes conceptuels. Il ne s’agit pas de remplacer ces
formalismes « graphes conceptuels » par un formalisme « graphes élémentaires ». Nous
verrons en effet au long de ce mémoire les intéréts des graphes conceptuels en termes
de représentation de connaissances. Cependant, nous pensons qu’il peut étre avantageux
d’utiliser les graphes élémentaires pour calculer les différents raisonnements (généricité et
efficacité des algorithmes), alors que les différentes sortes de graphes conceptuels (simples
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ou emboités) doivent étre les objets manipulés par 'utilisateur, & un niveau interface.

Ensuite, nous pourrons partir d’un représentant quelconque de ces formalismes équi-
valents pour construire une famille de (vraies) extensions du modéle. Suivant les objets
que nous considérerons dans une base de connaissances (graphes, régles, contraintes), nous
obtiendrons les différents modéles de raisonnement de la famille SG.

Plan

Dans le chapitre 2 de cette thése, nous proposons, de fagon intuitive, un panorama des
différents modéles qui composent la famille SG. Ce mémoire est ensuite organisé en deux
parties distinctes.

La premiére partie est consacré au modéle de base, SG.* Les objets de ce modéle sont
des graphes (que 1’on peut définir suivant plusieurs formalismes), et ’opération de rai-
sonnement est la projection. Dans le Chap. 3, nous dressons un inventaire des principaux
résultats (structure de la relation de spécialisation, sémantique logique ®) obtenus sur
les graphes conceptuels simples, en les adaptant au formalisme simplifié des graphes élé-
mentaires. Nous apportons a certains de ces résultats de nouvelles preuves (irredondance,
sémantique logique), ou étendons des résultats par ceux acquis dans des domaines de re-
cherche voisins (ensemble des projections vu comme une catégorie, treillis dénombrable
universel des graphes irredondants). Le Chap. 4 présente d’autres formalismes du modéle
SG : les graphes conceptuels simples et les graphes conceptuels emboités. Nous y mon-
trons que tous ces formalismes sont équivalents. Enfin, dans le Chap. 5, nous rappelons
que le probléme de 'existence d’une projection entre deux graphes est un probléme NP-
complet, et utilisons sa similarité avec le probléme de satisfaction de contraintes pour adap-
ter des algorithmes de résolution efficaces. Enfin, nous proposons un algorithme original,
BCC, reposant sur les composantes biconnexes du graphe. Cet algorithme a été proposé,
dans |Baget and Tognetti, 2001|, dans le cadre des réseaux de contraintes binaires. Nous
le présentons ici dans le formalisme des graphes élémentaires, prenant ainsi en compte des
relations (et donc des contraintes) n-aires.

La deuxiéme partie est consacrée & une famille d’extensions du modéle de base, que
nous avons appelée famille SG [Baget and Mugnier, 2001b]. Dans le Chap. 6, nous présen-
tons le modéle SR, qui intégre les régles de graphes de [Salvat and Mugnier, 1996]. Nous
définissons ces régles en utilisant le formalisme des graphes élémentaires, et les adaptons
aux graphes des autres formalismes de SG. Nous rappelons ensuite leur sémantique lo-
gique, par une extension de ®. Ensuite, nous rappelons la semi-décidabilité du probléme
de déduction dans SR [Coulondre and Salvat, 1998|, et en exhibons une autre démons-
tration, qui prouve que SR est un modéle de calcul. Aprés avoir fixé les limites de cette
indécidabilité d’aprés quelques critéres naturels (le nombre d’étiquettes disponibles dans
le support, le nombre de régles, et la taille de la frontiére), nous proposons une méthode,

4Ne pas confondre le modéle de représentation de connaissances SG avec la famille de modéles SG,
dont il est 1’élément le plus spécifique. Cette structuration en une famille de modéles est inspirée, dans
sa présentation, de la démarche de [Donini et al., 1997] dans la famille AL de logiques de description (un
autre héritier des réseaux sémantiques).
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basée sur une compilation de la base de régles, qui améliore 1’algorithme de résolution
en marche avant et permet de donner des critéres plus larges de décidabilité. Enfin, dans
le Chap. 7, nous présentons les trois autres modéles de la famille SG, qui utilisent des
graphes appelés contraintes : celles-ci apportent la notion de validité/cohérence a nos
graphes conceptuels. Le modéle le plus général de cette famille est vraiment indécidable
|Baget and Mugnier, 2001b|, mais nous exhibons une restriction des régles qui fait retom-
ber la complexité du probléme de déduction pour tous les modéles de cette famille dans la
hiérarchie polynomiale [Baget and Mugnier, 2001a].
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Chapitre 2

Un panorama de la famille SG

Nous souhaitons donner dans ce chapitre une idée générale, intuitive, des différents
modéles de représentation de connaissances qui seront étudiés dans ce mémoire. Dans
chacun de ces modéles, pour des raisons de clarté, nous utiliserons le formalisme des graphes
conceptuels simples (mais nous aurions pu présenter ces modéles, de la méme maniére, en
utilisant un des formalismes équivalents que nous définirons plus précisément au Chap. 4).
Dans la suite de ce chapitre et de cette thése, nous utiliserons souvent le terme « graphe »
pour désigner un objet du modéle de base. Le lecteur pourra traduire ce terme par « graphe
conceptuel simple », ou considérer un objet construit dans un formalisme équivalent.

Dans un premier temps (Sect. 2.1), nous exposons les objets et les opérations du mo-
déle de base, SG. Le modéle SR, présenté a la Sect. 2.2, permet, grace a 'utilisation des
régles, de représenter des connaissances de la forme «si ... alors ... ». Nous proposons
ensuite (Sect. 2.3) plusieurs modéles différents, obtenus en considérant des graphes appe-
lés contraintes. Ces graphes permettent d’exprimer un jugement sur la validité d’autres
graphes.

Tout au long de ce chapitre, nous prendrons des exemples issus de la modélisation
d’une étude de cas en acquisition de connaissances, SISYPHUS-I. Il s’agit d’un probléme
d’allocation de ressources, le but étant de placer des personnes dans différents bureaux,
tout en satisfaisant un certain nombre de contraintes. L’énoncé de ce probléme ainsi que
I'intégralité de la modélisation que nous en avons faite [Baget et al., 1999| sont donnés, en
anglais, dans ’annexe B.

2.1 Le modéle de base : S¢G

Dans ce modéle, une base de connaissances est constituée d’un support S, qui encode les
connaissances ontologiques, et d'un ensemble de graphes G, étiquetés par les éléments de S,
qui représentent des faits. Ces graphes, bipartis, comportent deux classes de sommets : les
sommets concepts, qui représentent des entités, et les sommets relations, qui représentent
des relations entre ces entités. Une requéte H sera aussi un graphe étiqueté par les éléments
de S, et nous définissons une opération d’appariement, la projection, qui répond a la

11
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question : « est-ce-que les connaissances représentées dans H sont présentes dans G 7 ».
Selon les applications, on pourra considérer que le graphe H est un but plutdt qu’une
requéte. Nous employons ici le terme de requéte pour indiquer que, si le probléme de base
est celui de l'existence d’une projection, nous nous intéressons en fait a la recherche de
toutes les projections (solutions).
Examinons ces différents objets, tels qu’ils sont définis dans le modéle des graphes
conceptuels simples dans [Chein and Mugnier, 1992].

2.1.1 Le support

Le support & sert a encoder a la fois les types disponibles pour étiqueter les éléments
d’un graphe, et une relation d’ordre sur ces types, la relation de sous-typage. Une hiérar-
chie de types, T¢, encode les types de concepts disponibles pour étiqueter les sommets
concepts du graphe, et un ensemble de hiérarchies, Tp = {T}, ..., Tk}, encode les types de
relations d’arités respectives 1,...,k. Notons que ces hiérarchies sont des ordres partiels
quelconques (possibilité d’héritage multiple), et qu’il s’avére souvent utile (d’un point de
vue représentation de connaissances) de considérer pour chacune un élément maximum,

que nous noterons respectivement T, T1,..., T§.
Te
Entite o}t\
/ Projet Groupe
Personne Local J p
Directeur Chercheur Secrétaire Bureau
Non Chef  Chef Projet  Chef Groupe/ﬂ“
Caractéristique de Personne Caractéristique de Local Caractéristique de Projet

Fumeur  Non Fumeur  Codeur Non Codeur Grand Petit Central Orienté Systéme Important

F1G. 2.1 — La hiérarchie de types de concepts utilisée pour SISYPHUS-I

A un type de relation ¢ d’arité p, nous associerons souvent sa signature o(t) € (T¢)?, qui
est un tuple de p éléments de T-. Bien que cette signature ne soit pas utilisée par les opéra-
tions de graphes que nous définissons, il s’agit d’un guide appréciable pour la modélisation.
Ainsi, par exemple, la signature du type de relation membre est (Personne, Organisation),
ce qui signifie que le premier argument d’une relation de type membre est de type Personne
(ou un de ses sous-types), et que le second argument est de type Organisation (ou un de
ses sous-types). Cette signature sert de guide sur la fagon d’utiliser les types de relations
du support, et pose des contraintes sur les graphes que 1’on est en droit d’écrire. Notons
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que si 7 est un sous-type de 7, alors le iiéme élément de o(r) devra étre un sous-type du
iiéme argument de o(r'). En effet, la signature posant une contrainte sur le type maximal
de chacun des arguments d'une relation, cette contrainte peut étre renforcée lorsque 1’on
spécialise le type de relation, mais pas relaxée.

Enfin, nous nous donnons un ensemble Z de marqueurs individuels, qui serviront a éti-
queter des sommets concepts représentant une entité distinguée : deux sommets concepts
ayant un méme marqueur individuel représenteront la méme entité. Une relation de confor-
mité, ¢, indique le type de concept associé & chaque marqueur individuel.

La F1G. 2.1 représente la hiérarchie de types de concepts utilisée dans notre modélisation
du probléme SI1SYPHUS-I. Notons que cette hiérarchie est un arbre (héritage simple), mais
que ce n’est pas toujours le cas en général.

2.1.2 Les faits

Un graphe conceptuel simple est un multigraphe (il peut y avoir plusieurs arétes entre
deux sommets), biparti (il y a deux classes de sommets telles qu’aucune aréte ne relie deux
sommets de la méme classe), étiqueté par les éléments d’un support S.

Les sommets de la premiére classe sont appelés sommets concepts. Ils sont étiquetés par
un élément de T¢ (leur type), et par un marqueur individuel (notons que le type doit alors
étre celui associé au marqueur individuel par la relation de conformité), ou le marqueur
dit générique, *, indépendant du support. Un sommet concept dont ’étiquette comprend
un marqueur individuel est dit individuel (il représente une entité nommée), sinon, il est
dit générique (il représente une certaine entité non identifiée).

Les sommets de la deuxiéme classe sont appelés sommets relations. Ils sont étiquetés
par un type de relation. Si I'arité du type d’un sommet relation r est p, et sa signature
(t1,-..,tp), alors ce sommet relation est relié¢ & p sommets concepts, non nécessairement
distincts, par p arétes distinctes. Ces arétes sont numérotées de 1 a p, et, pour respecter
la signature, le sommet concept relié¢ & r par 'aréte numérotée j, le 5°™° argument de la
relation 7, doit avoir un type plus spécifique que ;.

Les sommets concepts seront représentés par un rectangle autour de leur étiquette, ins-
crite sous la forme Type : marqueur. Afin d’alléger les notations, nous adopterons souvent
la convention consistant a ne pas représenter le marqueur générique. Les relations seront
représentées par un ovale entourant l’inscription de leur type. Le numéro associé a une
aréte sera inscrit & coté de cette aréte (voir, par exemple, les graphes représentés dans la
F1G. 2.2).

Notons qu’un graphe conceptuel n’est pas nécessairement connexe. Un ensemble de
graphes peut ainsi étre considéré comme un seul graphe, formé par I'union disjointe (le
graphe dont le dessin est la juxtaposition des dessins des graphes initiaux) de ses éléments.
Ajoutons dés a présent que, pour des raisons de complétude de 'opération de projection,
nous aurons parfois besoin de mettre un graphe sous « forme normale » : celle-ci s’obtient
en fusionnant les sommets concepts ayant le méme marqueur individuel. Remarquons que,
grace a la relation de conformité, cette fusion ne pose aucun probléme : le sommet concept
résultant de la fusion de ces sommets a le méme type (et le méme marqueur) que ceux-ci.
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Un ensemble de graphes composant une base de faits G peut ainsi étre considéré comme
un seul graphe, sous forme normale.

La possibilité d’éditer/ construire un graphe, par morceaux et pas d’un seul bloc, & par-
tir de plusieurs autres graphes est d’une grande importance pour I'utilisateur qui visualise
une base de faits. En effet, un avantage des graphes conceptuels réside dans la lisibilité
des graphes. Cependant, cet avantage n’est plus aussi clair lorsque les graphes deviennent
grands. Aussi, 'utilisateur préférera dessiner des petits graphes, qui seront « joints » auto-
matiquement par leurs sommets concepts individuels.

#fhef Groupe : Thomas D #hercheur : Jiirgen L}

(G1 : structuration des projets

Bureau : C5-114

J:‘hef Groupe : Thomas D #hercheur : Jiirgen L}

Construction de la base de faits G : union disjointe et mise sous forme normale

F1G. 2.2 — Construction de la base de faits a partir de plusieurs graphes.

Considérons une base de faits G composée de plusieurs graphes, par exemple les graphes
G1,Gs et G3 de la F1G. 2.2. Le graphe Gy peut étre lu : « le chef de groupe, Thomas D., le
chercheur Jiirgen L. et un chercheur sont membres du projet Eulisp » ; le graphe G5 : « le
petit bureau C5-113 est adjacent au grand bureau C5-114 » ; et le graphe G5 : « le chef de
groupe Thomas D. est dans le bureau C5-113, le chercheur Jiirgen L. et un chercheur sont
dans le bureau C5-114 ». La structuration des connaissances en plusieurs graphes distincts,



2.1. LE MODELE DE BASE : SG 15

représentant différents types d’information, est naturelle. A la base de faits G composée
des graphes (G1, G5 et (G5, nous associons le graphe obtenu par la mise sous forme normale
de I'union disjointe de ces graphes, comme indiqué dans la F1G. 2.2.

2.1.3 Projection d’une requéte

Nous souhaitons maintenant répondre a la question « est-ce-que les connaissances re-
présentées dans un graphe (requéte) H sont présentes dans G 7 » L’opération qui nous
permet d’y répondre est un mécanisme d’appariement de graphes, une sorte d’homomor-
phisme de graphes appelé projection. Rappelons qu'un homomorphisme de graphes est une
application qui associe a tous les sommets d’'un graphe H des sommets d’un graphe G,
en respectant la relation de voisinage sur H : si deux sommets sont voisins dans H, alors
leurs images dans G sont voisines. Dans le cas de la projection, il s’agit d’associer, par
une application 7, & chaque sommet concept de H un sommet concept de G, et a chaque
sommet relation de H un sommet relation de GG, de fagon a respecter a la fois I’ordre défini
sur les étiquettes et la relation de voisinage du graphe.

1

F1G. 2.3 — Projection d’une requéte dans la base de faits G.

Plus précisément, si ¢ est un sommet concept de H, alors le type de m(c) doit étre plus
spécifique que celui de c et, si ¢ est un sommet concept individuel, 7(c¢) doit étre un sommet
concept individuel ayant le méme marqueur que c. De plus, si r est une relation de H, alors
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7(r) doit avoir un type plus spécifique que celui de 7, et, si ¢; est le i®™® argument de r
dans H, alors son image 7(c;) doit étre le i'®™® argument de 7 (r).

Nous avons illustré dans la F1G. 2.3 une projection d’une requéte H dans la base de
faits G. Vu comme une requéte, le graphe H peut s’interpréter par : « existe-t-il deux
chercheurs', chacun membre d’un projet, dans des bureaux adjacents? » Notons que nous
n’avons représenté (par les fléches en pointillés) que la projection des sommets concepts,
celle des sommets relations étant déterminée par la premiére. Vérifions qu’il s’agit bien
d’une projection : nous pourrons, par exemple, vérifier que chacun des [Projet] a pour image
[Projet : Eulisp], dont 1'étiquette est plus spécifique que la sienne, qu’un des [Chercheur| a
pour image [Chef Groupe : Thomas D.|, dont I’étiquette est plus spécifique que la sienne,
et que le sommet relation membre entre ces deux sommets a bien une image possible
entre leurs deux images. Remarquons aussi dans cet exemple que la projection n’est pas
nécessairement une application injective.

Le sous-graphe (partiel) de G représenté en grisé est celui engendré par les images par
7 des sommets de la requéte. Il représente donc graphiquement une réponse a la question
représentée par le graphe H.

Le probléme de déduction dans le modéle SG se pose de la fagon suivante :

SG-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances KB = (S,G), composée d’un support S et d’un
ensemble de faits G ; et une requéte H.

Question : Le graphe H est-il déductible (par S) de G, i.e. existe-t-il une projection de
H dans G?

2.2 Reégles de graphes : SR

Les régles sont des graphes permettant d’exprimer des connaissances de la forme « si

. alors ... ». Bien que la représentation que nous en donnons soit celle que nous avons

adopté depuis |Baget, 1998|, ces objets sont identiques (méme mécanisme d’application,
méme sémantique) a ceux exposés dans [Salvat and Mugnier, 1996, Salvat, 1997].

2.2.1 Reégles

Une régle sera représentée par un graphe coloré. La partie composée des sommets ayant
la couleur 0 (plus précisément le sous-graphe engendré par ces sommets) sera appelée
I’hypothése de la régle, et I'autre partie, composée des sommets ayant la couleur 1 (qui,
notons le, n’est pas un graphe conceptuel, car les voisins d’'un sommet relation peuvent
ne pas y figurer) sera appelée la conclusion. Ces régles sont un cas particulier des graphes

'En fait, nous ne précisons pas dans H que les deux sommets concepts de type Chercheur doivent
représenter des personnes différentes. Mais, dans le contexte de SISYPHUS-I, un chercheur ne pouvant pas
étre « dans» deux bureaux différents, ces sommets auront forcément pour image des sommets représentant
des entités distinctes.
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—

1_Cadjacent 2 1_Cadjacent 2

- Local ‘ ‘ Local Local

djacent
o Gadjacent > -

2 1

F1G. 2.4 — Un exemple de régle, et vue comme un graphe conceptuel de [Sowa, 1984].

conceptuels « généraux », correspondant & deux contextes négatifs imbriqués. La régle
représentée dans la F1G. 2.4 exprime que « si un local z est adjacent a un local y, alors
y est adjacent & x ». Les sommets de ’hypothése ont été colorés en blanc, et ceux de
la conclusion en gris. Nous avons dessiné a coté de cette régle un graphe conceptuel (au
sens de [Sowa, 1984]) équivalent. Une boite marquée du symbole — entourant un graphe
représente la négation de la formule logique associée & ce graphe : nous ne sommes déja
plus dans le paradigme graphes/opérations de graphes qui nous intéresse.

2.2.2 Application d’une régle

Une régle R sera dite applicable a un graphe G s’il existe une projection 7 de son
hypothése dans G. Dans ce cas, ’application de R & G suivant 7 produit un graphe G’ (on
le note G' = A(G, R, 7)) obtenu de la fagon suivante :

— faire I'union disjointe de G et de la conclusion de R (ce qui ne nous donne pas encore

un graphe conceptuel simple;

— pour toute aréte reliant un sommet ¢ (nécessairement concept) de ’hypothése a un

sommet r de la conclusion de R, rattacher I’« aréte incompléte » correspondante dans
G’ a 7(c).
Remarquons qu’il peut étre nécessaire de remettre le graphe obtenu sous forme normale.

Nous notons qu’une régle dont I’hypothése est le graphe vide peut toujours s’appliquer
a un graphe (méme si ce graphe est lui-méme vide). Un graphe peut donc étre considéré
comme une régle dont ’hypothése est vide. C’est pourquoi nous avons appelé SR plutot
que SGR le modéle de raisonnement obtenu en considérant les régles.

2.2.3 Le mécanisme de dérivation

Considérons maintenant une base de connaissances composée d’un support S, d’un
graphe (ou d’un ensemble de graphes) G, et d’un ensemble de régles R. Alors nous disons
qu’un graphe G’ est une R-dérivation immédiate de G s’il existe une régle R de R et une
projection 7 de I'hypothése de R dans G telles que G’ est la forme normale de A(G, R, 7). Un
graphe G’ est une R-dérivation de G s’il existe une séquence de graphes G = Gy, G1, ..., Gy
telle que, pour 1 < i < k, GG; est une R-dérivation immeédiate de G;_.

Nous pouvons maintenant définir le probléme de déduction dans le modéle SR :
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1

F1G. 2.5 — Application d’une régle a un graphe.

SR-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances KB = (S,G, R), composée d’un support S, d’un
ensemble de faits G, et d’un ensemble de régles R ; et une requéte H.

Question : Le graphe H est-il déductible (par S) de KB, i.e. existe-t-il une R-dérivation
G' de G telle que H se projette dans G'?

Prenons par exemple la requéte H = [Bureau : C5-113] — 2 — (adjacent) — 1 — [Bureau]
(« existe-t-il un bureau adjacent au bureau C5-1137 »). Cette requéte est déductible de la
base de faits K = (S,G, {R}) de la F1G. 2.5, grace a une dérivation de longueur 1.

2.3 Contraintes et validité d’un graphe

Les contraintes sont des graphes utilisés pour porter un jugement sur la validité d’autres
graphes (par exemple les faits du graphe G). Comme les régles, nous les représentons par
des graphes colorés. Si le modéle dans lequel nous les utilisons ne contient pas de régles, les
contraintes servent alors simplement a effectuer une vérification de la validité d’une base de
faits (et peuvent alors étre vues comme une généralisation de la notion de signature). Des
contraintes similaires sont utilisées a cet effet dans [Dibie et al., 1998]. Si nous les utilisons
en conjonction avec des régles, alors la vérification de la validité devient un probléme
dynamique, a tester aprés chaque application de régle. Nous verrons deux fagons différentes
d’envisager ce probléme.
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2.3.1 Contraintes

Nous considérerons deux types de contraintes, positives et négatives, représentées,
comme les régles, par des graphes colorés. La partie colorée par 0 (en blanc) des contraintes
est appelée condition, la partie colorée par 1 (en gris) est appelée obligation dans le cas
des contraintes positives, interdiction dans le cas des contraintes négatives.

Intuitivement, une contrainte positive peut s’exprimer par : « a chaque fois que condi-
tion, alors il faut aussi obligation », tandis qu’une contrainte négative s’exprime par : « a
chaque fois que condition, alors il ne faut pas avoir aussi interdiction ».

Un graphe G viole une contrainte positive s’il existe une projection de la condition
de cette contrainte qui ne s’étend pas a une projection de la contrainte toute entiére. Il
viole une contrainte négative s’il existe une projection de la condition qui s’étend a une
projection de la contrainte toute entiére (autrement dit, s’il existe une projection de tout
le graphe représentant la contrainte négative).

Si C est un ensemble de contraintes, positives ou négatives, alors un graphe G viole C
s’il viole une des contraintes de C. Dans le cas contraire, il est dit cohérent pour C. Si nous
n’avons pas de régles, C sera utilisé une et une seule fois pour vérifier la cohérence d’une
base de faits. Une requéte ne pourra étre posée qu’a une base de faits cohérente, mais n’a
pas besoin d’étre elle-méme cohérente.

Le probléme de déduction se pose ici de la fagon suivante :

SGC-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances KB = (S, G,(C), composée d’un support S, d’un
ensemble de faits G, et d’un ensemble de contraintes C ; et une requéte H.

Question : La base de faits G est-elle cohérente pour C, et, si oui, H est-il déductible de

g7

La F1G. 2.6 représente deux contraintes, une contrainte négative, C~, qui peut s’expri-
mer par « pour tout local, il ne faut pas qu’il soit & la fois grand et petit », et une contrainte
positive, CT, qui peut s’exprimer par « tout chercheur doit étre membre d’un projet » Le
graphe G de la F1G. 2.5 viole la contrainte Ct et ne viole pas la contrainte C~. Il n’est
donc pas cohérent pour {C*,C~}. La base de faits devra donc étre modifiée /réparée avant
qu’une requéte puisse lui étre posée.

aractéristique aractéristique

Une contrainte négative C~ Une contrainte positive C*

F1G. 2.6 — Exemple de contraintes négatives et positives.
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Nous verrons dans le Chap. 7 que cette définition pour la violation d’une contrainte

nécessite quelques précautions d’emploi, afin d’éviter que deux graphes ayant la méme
sémantique soient jugés différemment quant a leur cohérence. Nous en resterons cependant
4 la définition ci-dessus dans le cadre de cette présentation intuitive.

2.3.2 Dérivations sous contraintes

Le probléme se complique quelque peu lorsque ’on considére une base de connaissances

comportant & la fois des régles et des contraintes. Nous avons envisagé deux fagons d’in-
terpréter les régles, qui déterminent trois problémes trés différents.

1. nous pouvons interpréter ’application d’une régle comme une transformation élé-

mentaire, une transition, qui permet de passer d’'un monde & un autre monde. Dans
ce modele, la base de faits G représente un monde initial, et les régles décrivent les
évolutions possibles vers d’autres mondes. Nous appellerons ces régles « régles d’évo-
lution », et désignerons un ensemble de telles régles par £. Une requéte H est alors
dite déductible s’il existe une séquence de dérivations immédiates G = Gy, G, ..., G
telle que tous les G; soient cohérents pour C, que GGy réponde a la requéte H. Autre-
ment dit, nous recherchons une suite de transformations qui font évoluer le monde
de fagon cohérente, jusqu’a un monde vérifiant la requéte, sans s’intéresser a ce qui
se passera par la suite . ..

SEC-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances KB = (S, G, E,C), composée d’un support S,
d’un ensemble de faits G, d'un ensemble de régles d’évolution £ et d’un ensemble de
contraintes C ; et une requéte H.

Question : Existe-t-il une séquence de £-dérivations immédiates G = Gy, G, ..., G
telle que tous les G; soient cohérents pour C, et telle que H soit déductible de G, ?

. supposons maintenant que les régles soient des régles d’inférence « standard », qui
encodent des connaissances implicites pour un monde unique, résultant de la base
de faits G et de cet ensemble de régles (que nous appellerons régles d’inférence et
dénoterons par R). Nous nous étions restreint dans [Baget et al., 1999] au cas ou G
et R déterminent un graphe fini G’, tel que pour toute requéte H, H est déductible de
(S,G,R) si et seulement si H se projette dans G’'. Dans ce cas, le monde défini par G et
R est cohérent pour C si et seulement si ce graphe G’ est cohérent pour C. Une requéte
H est dite déductible de la base de connaissances K = (S,G,R,C) si et seulement
si ce graphe G’ est cohérent pour C, et H se projette dans G'. Cependant, un tel
graphe fini n’existe pas nécessairement dans le cas général, oli nous devrons adopter
une caractérisation plus complexe [Baget and Mugnier, 2001b| : toute violation de
contrainte que 1’on peut obtenir est restorable.
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SRC-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances KB = (S,G,R,C), composée d’un support
S, d’'un ensemble de faits G, d’un ensemble de régles d’inférence R et d’un ensemble
de contraintes C ; et une requéte H.

Question : Le monde défini par G et R est-il cohérent pour C, et, si oui, H est-il
déductible de (S,G,R)?

Expansion du

monde initial

I

R

(régles d’inférence)

(contraintes positives et négatives)

g

(base de faits)

Mise & jot\
des mondes successifs

£

Tester la cohérence
des mondes successifs

(régles d’évolution)

Recherche d’une

y

Fia. 2.7 - SREC : le modéle de raisonnement le plus général de la famille SG.

H

(requéte)

Génération
de nouveaux mondes k
(dérivation cohérente)

3. Enfin, nous pouvons considérer une base de connaissances qui contient & la fois des
régles d’évolution et des régles d’inférence. Nous obtenons alors le modéle le plus
général de la famille SG. Dans ce cas G représente un monde initial. Les régles de R
représentent les connaissances implicites sur le monde G et ses successeurs obtenus par
application des régles d’évolution de £. Les contraintes de C définissent la cohérence
de ces mondes. La F1G. 2.7 illustre le mécanisme de raisonnement dans ce modéle.
Le probléme de déduction s’exprime de la méme maniére que dans le cas 1., mais les
tests successifs de cohérence des mondes utilisent la caractérisation du cas 2.
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SREC-DEDUCTION

Données : Une base de connaissances B = (S,G, R, E,C), composée d'un support
S, d'un ensemble de faits G, d’un ensemble de régles d’inférence R, d’un ensemble
de régles d’évolution £, et d’'un ensemble de contraintes R ; et une requéte H.
Question : Existe-t-il une séquence de R U E-dérivations immédiates G =
Gy, G, ...,Gy telle que, pour tout G; obtenu aprés application d’une régle de &
(G compris), le monde défini par G; est R est cohérent pour C et et telle que H soit
déductible de G ?

Dans le cas particulier de la modélisation du probléme SiSYPHUS-I (App. B), G est

un ensemble de graphes qui décrivent les conditions initiales (la position et la taille des
différents bureaux, les particularités des différentes personnes, 1'organisation du groupe,

..); R est un ensemble de régles d’inférence (exprimant, par exemple, que la relation
d’adjacence est symétrique) ; C décrit les contraintes d’allocation (par exemple, un fumeur
et un non-fumeur ne doivent pas étre dans le méme bureau) ; et £ contient une unique régle
d’évolution, qui essaie de placer les personnes dans des bureaux. La requéte H représente
une situation dans laquelle toutes les personnes sont placées dans un bureau. Une réponse
a cette requéte est donc une situation dans laquelle toutes les personnes sont placées dans
un bureau, obtenue & partir du monde initial en appliquant la régle d’évolution, tout en
satisfaisant les contraintes.

2.3.3 La famille G

Semi-décidable

Indécidable SREC

II2 P-complet

NP-complet

SRC /

/ Grap

taires

Plusieurs formalismes pour chaque modéle
Une famille de modéles

Fi1G. 2.8 — La famille SG : modéles et complexité du probléme de déduction.
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Nous avons présenté dans ce chapitre différents ensembles d’objets représentés par des
graphes ou des graphes colorés :

— un ensemble G de graphes constituant une base de faits;
un ensemble C de graphes colorés représentant des contraintes, positives ou négatives;

— un ensemble R de graphes colorés représentant des régles d’inférence;

— un ensemble £ de graphes colorés représentant des régles d’évolution.

Les différents modéles de la famille SG sont définis par les types de graphes qui com-
posent la base de connaissance I :

— 8@ lorsque la base de connaissances ne comporte que des graphes faits (K = (S, G));

— 8GC lorsque la base de connaissances ne comporte que des graphes faits et des

contraintes (K = (S5,G,C));

— SR lorsque la base de connaissances ne comporte que des graphes faits et des régles

(K = (S8,G,R,€); notons qu’en Pabsence de contraintes, les régles d’inférence et
d’évolution ont le méme comportement, et qu'un fait est équivalent a une régle dont
I'hypothése est vide, d’ou la notation);

— SRC, SEC et SREC suivant le type des régles qui composent, avec les faits et les

contraintes, la base de connaissances.

Ces différents modéles sont représentés dans la FI1G. 2.8, par une hiérarchie basée sur
la relation de généralisation entre ces modéles : SG est le modéle le plus spécifique de
cette famille, et SREC le plus général. Nous avons aussi indiqué la classe de complexité ou
I’indécidabilité du probléme de déduction dans ces différents modéles.

Enfin, bien que nous ayons construit les différents objets qui déterminent les modéles de
la famille SG a partir des graphes conceptuels simples de [Sowa, 1984|, rappelons que nous
aurions pu, de la méme maniére, partir d’autres extensions des graphes conceptuels simples
qui sont les « graphes conceptuels simples avec liens de co-référence » ou les « graphes
conceptuels emboités » de [Chein et al., 1998|. Nous montrerons que tous ces formalismes
sont équivalents, et qu’ils peuvent étre représentés dans un formalisme simplifié (qui peut
étre vu comme une structure de données permettant de coder ces différents graphes), que
nous avons appelé celui des « graphes élémentaires ».
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Les graphes conceptuels simples constituent le noyau a partir duquel ont été élaborés
la plupart des modéles se réclamant des graphes conceptuels. Il s’agit de plus du modéle
de base pour la famille SG que nous étudions dans ce mémoire. De I'expressivité et de
Iefficacité des raisonnements que nous pouvons effectuer dans ce modéle dépendent donc
celles des raisonnements que nous définirons dans les modéles plus généraux de cette famille.

Nous présentons ici une version simplifiée des graphes conceptuels simples, ne prenant
en compte ni les types de concepts, ni les marqueurs individuels. Ces graphes élémentaires
sont définis comme des hypergraphes : les relations ne sont pas des sommets, comme il est
d’usage dans les graphes conceptuels, mais des hyperarcs. Les définitions initiales en seront
simplifiées d’autant, et nous insisterons, dans un chapitre ultérieur, sur les algorithmes plus
efficaces qui découlent de cette vision n-aire.

Nous définissons d’abord formellement les objets que nous allons manipuler (le support,
qui encode les connaissances ontologiques, et les graphes élémentaires, qui représentent
des connaissances factuelles), et 'opération élémentaire de raisonnement, la projection.
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La définition du graphe minimal (le plus petit graphe conservant toutes les projections)
permet de s’affranchir des problémes de notations liés aux hyperarcs multiples, en reléguant
cette difficulté dans le support. Le graphe irredondant, lui, ne conserve que 1’existence des
projections : nous rappellerons quelques propriétés structurelles importantes de ces graphes.
Enfin, nous donnerons a la projection une sémantique (au sens de |Kayser, 1997|), par
I’intermédiaire d’un résultat d’équivalence entre la projection entre les graphes élémentaires
et la déduction en logique du premier ordre, positive, conjonctive, et existentielle.

Tout au long de ce document, nous essaierons de présenter nos définitions de fagon la
moins restrictive possible. Cette volonté de généralisation a pour but d’établir de facon
plus naturelle des ponts entre différents formalismes, de préciser I'utilité des restrictions
données dans le modele des graphes conceptuels, et facilitera, nous ’espérons, la tache d’un
lecteur qui souhaiterait adapter nos résultats a ses propres travaux.

3.1 Notions de base

Un graphe élémentaire est un hypergraphe multiple, orienté, dont les hyperarcs sont éti-
quetés par les éléments d’une structure appelée support. L’opération définie pour comparer
deux graphes élémentaires (i.e. « est-ce-que I'information codée par le graphe H est conte-
nue dans le graphe G'7 ») est appelée projection. Il s’agit d’une sorte d’homomorphisme de
graphe (plus précisément une extension de la notion d’homomorphisme aux hypergraphes
multiples orientés que nous utilisons) qui préserve une relation d’ordre, imposée par le
support, sur les étiquettes.

3.1.1 Le formalisme des graphes élémentaires
Support élémentaire

Le lecteur pourra se référer & I'appendice C pour quelques rappels sur les notions
relatives aux ordres utilisés dans ce mémoire.

Un support élémentaire (ou support) est une structure qui encode a la fois les éti-
quettes (ou types) disponibles pour étiqueter les hyperarcs d’un graphe élémentaire, et
une relation d’ordre sur ces étiquettes (ou plus généralement un préordre), qui traduit la
relation de sous-typage. La définition de la projection que nous allons adopter rend im-
possible la comparaison d’hyperarcs d’arité différente (voir cependant la discussion dans
[Wermelinger and Lopes, 1994] sur l'intérét de recourir a une telle opération), nous pou-
vons donc, sans perte de généralité, établir une partition sur les types suivant leur arité.

Définition 3.1 (Support élémentaire) Un support élémentaire (ou simplement sup-
port) est un tuple d’ensembles disjoints (dont l'un au moins n’est pas vide) munis d’un
préordre S = ((T1,<1), ..., (Tx, <x)). Les éléments de T; sont appelés types de relations
d’arité .

Nous noterons, par abus de notation, ¢t € S si t € T;, et |t| = i Parité de ce type de
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relation. De méme, nous noterons ¢t < ¢’ ssi |t| = |t'| =i et t <; t'; et nous dirons alors que
t est un sous-type de t' (réciproquement t' est un supertype de t).

Cette définition est volontairement tres large. En effet, bien que la plupart des auteurs
dans la communauté « Graphes Conceptuels » considérent des ensembles de types finis, cer-
tains envisagent des ensembles infinis. Originellement [Sowa, 1984|, ’ensemble des types
de concepts (ici, les types de relations unaires) était un treillis, et les autres types de rela-
tions étaient deux a deux incomparables. Le besoin d’ordonner tous les types de relations
est apparu par la suite. L’équipe « Graphes Conceptuels » du LIRMM a d’abord envi-
sagé des treillis [Chein and Mugnier, 1992], puis des relations d’ordre quelconques, mais
admettant un maximum et un minimum [Mugnier and Chein, 1996], et enfin des relations
d’ordre quelconques, ot seul <; doit admettre un maximum [Mugnier, 2000]. Au cours de
ce mémoire, nous étudierons en quoi ces différents choix influent sur le modéle. Toutefois,
nous verrons rapidement que, pour associer a la projection des propriétés que nous jugeons
fondamentale (la composition de deux projections est une projection, I'identité est une pro-
jection ...), il est nécessaire et suffisant de considérer des préordres. Certaines constructions
intermédiaires que nous allons réaliser nous imposent de plus de considérer des préordres
dans le cas général.

Les préordres (7}, <;) pourront éventuellement étre calculés. Cette fagon de les définir,
nécessaire dans le cas ou 7; est infini, consiste & définir le préordre par la fonction qui
sert a décider si t <; t'. Par exemple, on peut avoir 77 I’ensemble des entiers naturels, et
<, définie par n <; n’ ssi n est un diviseur de n', et pour 715 I’ensemble des mots sur un
alphabet, <, peut étre 'ordre lexicographique.

Lorsqu’ils portent sur des ensembles 7; finis, les préordres (7}, <;) pourront étre donnés
par la fermeture réflexo-transitive d’une relation R, définie en extension. Lorsque ce sont
des ordres, il sera suffisant d’énumeérer leur relation de couverture.

Graphes élémentaires

Nous définissons ici les graphes élémentaires, étiquetés par les types appartenant & un
support élémentaire donné S. Nous noterons G¢(S) I’ensemble des graphes élémentaires
définis sur S.

Définition 3.2 (Graphes élémentaires) Soit S un support élémentaire. Nous appelons
graphe élémentaire sur S un quadruplet G = (V,U,7,7), ou U et V sont deux ensembles
finis disjoints, respectivement de sommets concepts et de relations, 7 : U — S associe a
chaque relation son type, et v : U — V' associe a toute relation dont le type est d’arité p
un tuple de sommets concepts de taille p, son voisinage.

SiG = (V,U,r,7) est un graphe élémentaire, nous noterons V (G) et U(G) ses ensembles
de sommets concepts et de relations, quel que soit leur nom. Si r € U(G) est une relation,
nous noterons |r| l'arité de cette relation, qui est égale a l'arité |7(r)| de son type (et
a la taille de son voisinage (r)). Si v(r) = (z1,...,,), nous dirons que z; est le jme
argument de la relation r, et nous noterons v;(r) = z;. Si yi,...,y, sont des sommets
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concepts arguments d’'une méme relation r, nous dirons qu’ils sont voisins par r. Nous
noterons () le graphe élémentaire vide.

Un sommet concept de G sera dit utile s’il est argument d’au moins une relation de G.
Sinon c’est un sommet, isolé, et il sera dit inutile . Pour ne pas surcharger les démonstrations
avec des cas limites présentant peu d’intérét, nous considérerons dans cette partie qu’un
graphe élémentaire ne contient que des sommets concepts utiles. Nous verrons lors de
I’étude du modéle SR que les définitions relatives aux régles peuvent nécessiter la prise en
compte des sommets inutiles, mais nous oublions ceux-ci pour l'instant.

Notation prédicative

Considérons le graphe élémentaire G suivant, défini sur le support S de la FiG. 3.1 :

U = {x1,29,23}
V= {ry,r2,73,74,75,76,77, T8, To}
Tt 7(r) =ty,7(re) = t1,7(rs) = 8], 7(rs) = 83, 7(r5) = 7(r6) = t3,7(r7) = 13,
7(rs) = tl’ 7(r9) = t3
v oo (r) =(rs) = (@1),7(r2) = (23),7(ra) = ¥(rs) = v(r6) = 7(r7) = (21, 22),
(rs) =

Y\T's (w2),7v(rg) = (w1, 3, 73)

Comme nous ne nous intéressons qu’aux sommets concepts utiles, nous pouvons re-
présenter G de fagon équivalente par un multiensemble (une sorte d’ensemble dont les
éléments peuvent avoir plusieurs occurrences) de couples (7(r),v(r)). Ainsi, la relation r
pourra étre représentée par la paire (¢, (z1)). Pour mettre d’avantage en valeur le type,
nous pourrons aussi la noter ¢}(z;). Avec cette notation prédicative, nous pourrons définir
le méme graphe élémentaire G, de facon équivalente au nom des relations et a la présence
des sommets concepts utiles prés, par :

G = [t%(xl)a tzll(xll)ﬂ t%(l’l)’ tg(mla $2)7 té(xla xQ)’ t%(xlﬂ xQ)’ t%(xla x2)ﬂ t?('x?)’ té(mlﬂ T4, $4)]

Un graphe élémentaire est donc un hypergraphe (les relations sont d’arité quelconque),
orienté (I'ordre sur le voisinage des relations étant important, ces relations sont donc des
hyperarcs), multiple (plusieurs relations distinctes peuvent avoir le méme voisinage).

Projection

La projection est 'opération élémentaire de raisonnement dans les modéles basés sur les
graphes conceptuels simples. Il s’agit d’une sorte d’homomorphisme de graphe respectant
la relation d’ordre définie dans le support. Chercher une projection d’un graphe élémentaire
H dans un graphe élémentaire G revient a poser la question : « est-ce que les connaissances
représentées dans le graphe H sont présentes dans le graphe G 7 »
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Définition 3.3 (Projection de graphes élémentaires) Soit S un support élémentaire,
et G et H deux graphes élémentaires sur S (i.e. G,H € G°(S)). Une application 7 :
V(H) — V(Q), qui associe & chaque sommet concept de H un sommet concept de G,
est appelée S-projection (ou projection quand il n’y a pas d’ambiguité sur le support) de
H dans G si et seulement si elle préserve la relation de voisinage (homomorphisme) et
respecte la relation < définie par S, c’est a dire :

Vr e U(H),v(r) = (z1,...,2p) = I €eU(GQ),y(r'") = (m(x1),...,7(xp)) et 7(r') < 7(r)

Remarquons que cette définition s’applique sans modification aux graphes comportant
des sommets concepts inutiles, et que ceux-ci n'ont pas d’intérét dans le cadre de la pro-
jection : un concept inutile de H pourra se projeter dans n’importe quel concept de G (la
seule condition étant que V(G) soit non vide), et un concept inutile de G ne pourra servir
a la projection d’aucun concept utile de H.

Déduction dans le modéle SG

Nous pouvons maintenant définir le probléme de déduction dans le modéle SG :

Soit I = (8, G) une base de connaissances composée d’un support S et d’un ensemble G
de graphes élémentaires. Un graphe élémentaire H (la requéte) est dit déductible de K s’il
existe une S-projection de H dans G (considéré comme 'union disjointe de ses éléments).

3.1.2 Représentations graphiques
Représentation graphique du support

Dans les travaux sur les graphes conceptuels, les (7, <;) sont généralement des ordres
sur des ensembles finis donnés par leur relation de couverture. De facon classique, on
représente graphiquement la relation de couverture d’un ordre fini par un diagramme de
Hasse : les éléments de T; sont représentés par des points, a c6té desquels on inscrit le nom
de ces éléments. Si ¢ couvre t' (auquel cas on aura représenté t au dessus de t'), alors on
dessine un trait entre ¢ et t'.

T T T3

t

5 4 5
151 G ta t3 t3

F1G. 3.1 — Diagrammes de Hasse définissant un support.
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La relation ¢ couvre t' se lit t' est un sous-type immeédiat de t (et réciproquement, ¢
est un supertype immédiat de t'). Ainsi, la relation d’ordre <; du support défini dans la
F1G. 3.1 sera la fermeture réflexo-transitive de la relation <} que 'on peut aussi donner
par :

t <t {3

& < {3
< {t}
ty < {7}
< {8t}
9 < {4}

Pour savoir si ¢t <; t', il suffit, dans le dessin de T}, de partir du sommet ¢ et de remonter
dans le graphe en suivant les traits, jusqu’a ce qu’on ait trouvé t' (auquel cas t <; t'), ou
qu’on ait épuisé toutes les possibilités. Il s’agit du principe du mécanisme de lookup, bien
connu dans les langages a objets. On peut en déduire, par exemple, que ¢ <; tI, mais
t5 £, t3. Autrement dit, t est un sous-type de t{ (ou t} est un supertype de t$), mais ¢
n’est pas un sous-type de 2¢3. Dans le pire des cas, ce mécanisme devra examiner tous les
traits de la représentation de la hiérarchie.

Représentation graphique standard d’un graphe élémentaire

A un hypergraphe est naturellement associé un graphe biparti (son biparti d’incidence),
les hyperarétes devenant I’'une des deux classes de sommets : c’est ainsi que nous passerons,
dans le chapitre suivant, des graphes élémentaires aux “graphes treés simples”. Nous avons
choisi de représenter graphiquement un graphe élémentaire de la méme fagon que le graphe
biparti associé, retrouvant le dessin classique d’un graphe conceptuel.

Ainsi, on dessine chaque sommet concept utile par un rectangle, et chaque relation en
écrivant son type et en ’encadrant par un ovale. Puis, pour chaque relation r, pour chaque
sommet concept z tel que x = 7;(r) (x est le i®™® argument de 7), nous dessinons un trait
entre le rectangle représentant x et 1’ovale représentant r, et inscrivons le nombre 7 & coté
de ce trait. La position des rectangles et des ovales, comme la fagon (droite, courbe,...) de
dessiner les traits n’ont formellement aucune importance : il ne faut cependant pas négliger
leur impact sur la lisibilité du graphe.

La F1G. 3.2 est la représentation graphique du graphe élémentaire G défini précédem-
ment. Nous avons inscrit, pour que le lecteur puisse les identifier, les noms des sommets
concepts et des relations & coté des ovales, mais il ne s’agit que d’une information extérieure
a la représentation. Comme pour la notation prédicative, la représentation graphique de
G définit exactement le méme graphe élémentaire, au nom des sommets concepts et des
relations prés. Nous parlerons maintenant indifféeremment du graphe élémentaire G, de sa
notation prédicative et de sa représentation graphique, qui sont des notations équivalentes
pour le méme objet. Au cours de ce mémoire, nous privilégierons la notation graphique.
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F1G. 3.2 — Une représentation graphique (standard) du graphe élémentaire G.

Représentation graphique compacte d’un graphe élémentaire

Cette représentation graphique (que nous appellerons représentation standard) est un
peu lourde, et nous pourrons associer a un graphe sa représentation compacte . Considérons
I’ensemble des relations d’un graphe élémentaire G. Nous pouvons définir une classe d’équi-
valence = sur U(G), déterminée par r = 7’ ssi y(r) = y(r'). Les relations d’une telle classe
d’équivalence sont dites jumelles. Soit R = {ry,...,r,} une de ces classes. Alors nous no-
tons 7(R) le multiensemble composé de {7(r1),...,7(rp)}, et y(R) = y(r1) = --- = y(rp)-
Nous représenterons donc chacun des sommets concepts de G par un rectangle, chacune des
classes d’équivalence R par un ovale entourant 'inscription de 7(R), et pour chaque som-
met concept z tel que x = v;(R), nous rajouterons un trait entre le rectangle représentant
x et I'ovale représentant R, & coté duquel nous inscrirons le nombre .

Cette représentation est illustrée par la Fi1G. 3.3, ou la représentation compacte du
graphe élémentaire G' de la F1G. 3.2 bénéficie d’un raffinement supplémentaire : si R est
une classe d’équivalence de relations d’arité 1, alors nous pouvons « oublier » de dessiner
l'ovale représentant R, et inscrire 7(R) a I'intérieur du rectangle représentant I’argument
de R. Le dessin en est ainsi simplifié, mais nous obligeons le lecteur a penser « hyperarc
étiqueté d’arité 1 » quand il voit un « sommet étiqueté » .

(a8 56,872 [

2

{t1} {ts}

3

1

F1G. 3.3 — La représentation compacte du graphe élémentaire G.

Remarquons que cette représentation est aussi celle d’'un autre graphe élémentaire,
dont les types de relations sont des ensembles de types. Ce codage nous permet de parler
de la relation R telle que y(r) = (z1,...,2,), et rendra notre discours plus clair. Alors
que la représentation graphique standard est celle d’un hypergraphe multiple orienté, la
représentation compacte est celle d’un hypergraphe orienté, plus facilement manipulable :
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nous y reviendrons lorsque nous parlerons des graphes élémentaires minimaux.

Représentations alternatives, dans le cas binaire

ty
1 /< :2 2 1 N 2
1y o e U
tl
G, Gy t% t% Gy

F1G. 3.4 — Quelques représentations équivalentes pour les relations unaires et binaires.

Notons que nous utiliserons parfois des représentations encore plus simplifiées, comme
dans la F1G. 3.4, quand les types de relations utilisés sont tous unaires ou binaires. Si une
relation est binaire, on peut avantageusement remplacer les traits numérotés indiquant
lordre de ses arguments par des fléches (voir le graphe G5, une fléche du sommet concept
vers la relation a la place du trait indiqué 1, et une fleche de la relation vers le sommet
concept a la place du trait 2). Nous pouvons aller plus loin, en ne dessinant plus que
I’arc allant du premier sommet concept au second, I’arc étant étiqueté par le type de la
relation. Nous pouvons aussi dans ce cas nous débarrasser des rectangles (graphe G3). Nous
obtenons ainsi une représentation habituelle d'un graphe orienté, dont les sommets comme
les arcs sont étiquetés. Enfin, deux arcs (z,y) et (y, z) étiquetés par un méme type peuvent
étre remplacés par une unique aréte, notée xy (graphe G4). Nous considérerons donc les
graphes G1, Gy, G3 et G4 de la F1G. 3.4 comme des représentations équivalentes du méme
graphe élémentaire.

3.1.3 Une premiére analyse de la projection

Nous commencons par donner quelques propriétés immeédiates de la projection : elle
induit une relation de préordre (qui n’est pas un ordre) sur I’ensemble des graphes élémen-
taires, c’est méme un morphisme au sens de la théorie des catégories. Nous donnons ensuite
un exemple de projection d’un graphe dans un autre, qui nous servira d’introduction a la
notion d’image homomorphe d’un graphe. Enfin, nous définirons, a partir de la projection,
la notion d’isomorphisme de graphes élémentaires.

La relation de subsomption est un préordre

Nous noterons G <s H lorsqu’il existe une S-projection de H dans G (ou simplement
G = H lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur le support). Et nous dirons que H subsume
(. La notation <g se justifie par le fait que la relation de subsomption est un préordre sur

Gge(S).
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Propriété 3.1 (<X est un préordre) La relation <g est un préordre sur G°(S) si et
seulement si chaque relation <; est un préordre sur T;.

Preuve: Supposons que chaque relation <; est un préordre sur T; (i.e. <; est réflexive est
transitive). Alors :

1. =g est réflexive (il existe au moins une projection, I'identité notée Id, de tout graphe
dans lui-méme, de par la réflexivité des <;);

2. < est transitive (si 7 est une projection de G; dans G, et 7’ est une projection de
G+ dans G3, alors 7' o 7 est une projection de G; dans G3, par transitivité des <;).

L’autre sens de I’équivalence est également immédiat. Supposons qu’un des <; ne soit pas
un préordre. Alors :
1. soit <; n’est pas réflexive, donc il existe tg e T; tel que tg £; t{, et alors il n’y a
aucune projection de G = {t!(z1,...,x;)} dans lui-méme;
2. soit <; n’est pas transitive, donc il existe t{l,tzz,. tl* € T, tels que t)* Si_tgz, 7 < 152,
et t;' £; t;>. Considérons alors le graphe Gy = {t]' (z1,...,2;)}, G2 = {t*(x1, ..., 2;)}
et G3 = {t*(x1,...,2;)}. Alors G; <s G2, Go <s G3, mais G; As Gs.

Ce qui suffit & prouver que <g n’est pas un préordre. U

Cette propriété et sa preuve nous montrent que l'identité est une projection, et que
la composition de deux projections est une projection, deux propriétés qui seront souvent
utilisées dans ce mémoire. La définition que nous avons donnée du support est donc juste
suffisante pour assurer ces deux propriétés que nous jugeons essentielles. De fagon géné-
rale, en représentation de connaissances, elles peuvent s’exprimer par « toute information
T est contenue dans elle-méme » et par «si J contient 'information Z, et K contient
I'information 7, alors IC contient I'information Z ». La transitivité peut cependant ne pas
étre jugée souhaitable. Par exemple, en recherche documentaire, |Genest, 2000| définit une
« projection approchée » qui n’est pas nécessairement transitive. « Si J ressemble a Z, et
K ressemble & 7, alors K ne ressemble pas nécessairement a Z ». Dans ce formalisme, la
non-transitivité de <g tient autant a la non-transitivité des <; (c’est a dire ’ordre sur les
types de concepts dans ce formalisme) qu’aux approximations sur la structure des graphes.

La projection est un morphisme, au sens de la théorie des catégories

De plus, cette propriété s’étend immédiatement & une propriété plus forte, qui associe
Pensemble des projections a une catégorie (voir, par exemple, [Pultr and Trnkova, 1980)]
pour une présentation « combinatoire » des catégories). Ce résultat n’est pas surprenant, les
homomorphismes de graphes étant un des exemples les plus connus de catégorie, puisqu’ils
les ont inspirées.

Propriété 3.2 (Projection et catégories) Soit S un support. Nous notons I1¢(S) ’en-
semble des projections sur G¢(S), et sim: H — G est une de ces projections, nous notons
cod(m) = H et dom(m) = G. Notons Id lapplication qui associe a tout graphe élémentaire
G lidentité sur G. Notons o 'opérateur usuel de composition.



36 CHAPITRE 3. GRAPHES ELEMENTAIRES

Alors €(S) = (G°(S),11¢(S), cod, dom, Id, o) forme une catégorie si et seulement si
chaque <; est un préordre sur T;.

Preuve: Nous avons déja prouvé qu’on pouvait associer la projection identité a tout graphe
et que la composition de deux projections était une projection si et seulement si tous les
(T;, <;) étaient des préordres. Il ne reste plus qu’a prouver que o est associative, et que Id
est un neutre pour la composition, ce qui est immeédiat par utilisation de I'opérateur usuel
de composition. O

Graphes élémentaires équivalents

Une projection w de H dans G est injective si, pour tout couple z, y de sommets concepts
distincts de H, m(x),n(y) sont des sommets concepts distincts de G. Une projection est
dite surjective si & tout sommet concept y de GG correspond au moins un sommet concept
x de H tel que y = m(z). Une projection est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective.

G H
T
AN - P
N el -~ L
\\\ 7“'2////

F1G. 3.5 — Un exemple de deux graphes équivalents, non isomorphes.

Nous dirons que G et H sont équivalents, et noterons G =g H (ou G = H lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur le support) si G <s H et H <5 G. Contrairement & ce qui est
affirmé dans [Sowa, 1984], [Jackman, 1988, Chein and Mugnier, 1992] remarquent que <g
n’est pas un ordre. En effet, deux graphes élémentaires peuvent étre équivalents sans étre
isomorphes' (prenons par exemple

G = [t ()]
et
H = [ti(z),t:(y)]

, voir FIG. 3.5, ou les projections sont représentées par les arcs en pointillés). Le non respect
de 'antisymétrie est donc inhérent a la structure de ’hypergraphe, et n’est pas induit par
les propriétés du support. En d’autres termes :

Propriété 3.3 (<X n’est pas un ordre) Quel que soit le support S, <s n’est pas un
ordre sur G¢(S).

INotion & laquelle nous garderons pour I’instant une signification intuitive : ce sont les mémes graphes
4 un renommage prés de leurs sommets concepts et de leurs relations.
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Un exemple de projection

A titre d’exemple, considérons le support S illustré dans la figure FIG. 3.1 et les deux
graphes élémentaires G, H € G¢(S) illustrés dans la FIG. 3.6 suivante :

(ro)

t% (r7)

1 2

/1@2\
(e

X T1 )
(z4 (z1) L (r) 2
a | g@/
2
(8 e
(r1) (ra) 2( )
T4

H

F1G. 3.6 — Recherche d’une projection de H dans G.

Nous allons montrer que I’application 7 qui associe aux sommets concepts x4 et z; de
H le sommet concept y; de G et au sommet concept zo de H le sommet concept ys de
GG est bien une projection de H dans GG. Pour chaque relation » de H, nous devrons donc
exhiber une relation ' de G (le certificat de r pour 7) dont les arguments sont les images
des arguments de r, et dont le type est un sous-type de celui de r. Le tableau suivant liste
I’ensemble des certificats de chaque relation de H pour la projection 7.

Relations de H r1 T T3 T4 s Te r7 T8 Ty
Certificats dans G | {s1} | {s1} | {s1} | {sa} | {53,584} | {83,584} | {s3} | {s5} | {s2}

Nous pouvons vérifier, par exemple, que s; est bien un certificat de 1 pour 7 (voir que
7(s1) = t¢ < t1 = 7(r1), que ¥(r1) = (z1) et que y(s1) = (y1) = (7(z1))). Cet exemple
illustre aussi deux points qu’il est nécessaire de souligner :

1. la projection n’est pas une application injective (x4 et z; ont la méme image) ;

2. une relation peut avoir plusieurs certificats distincts (r5 a deux certificats).

Image homomorphe pour une projection

Définition 3.4 (Image homomorphe) Sir est une relation de H, et m une projection
de H dans G, nous notons my(r) l'ensemble des relations de G qui sont des certificats
de v pour w. Une image homomorphe de H dans G pour 7 est un sous-graphe partiel 2

2Un sous-graphe G' d’un graphe élémentaire G est déterminé par un ensemble V' C V(G) de sommets
concepts. On Pappelle le sous-graphe engendré par V'. U(G') est alors égal & I’ensemble des relations de
G dont tous les arguments sont dans V'. Un sous-graphe partiel est obtenu en 6tant un certain nombre de
relations (éventuellement aucune) d’un sous-graphe.
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de G dont les sommets concepts sont les images par m des sommets concepts de H et
dont les relations sont obtenues en choisissant une relation de my(r), pour chaque relation

reU(H).

Remarquons qu’il peut y avoir un nombre exponentiel de facons de faire le choix d’un
certificat pour chaque relation de H : plus exactement, si U(H) = {ry,...,mm}il v a
|Ty(r1)| X -+ X |7y (rm)| fagons possibles de faire ce choix. Si nous reprenons ’exemple de
la F1G. 3.6, les quatre facons possibles de faire notre choix correspondent cependant toutes
a la méme image homomorphe, qui est le graphe dessiné en grisé dans la F1G. 3.7.

Fi1G. 3.7 — Image homomorphe de H dans G pour .

Discussion

L’image homomorphe est d’un grand intérét d’un point de vue interface utilisateur : il
s’agit de la représentation graphique de la réponse a une requéte. La donnée de I'image ho-
momorphe ne remplace cependant pas la projection, puisqu’une méme image homomorphe
peut étre obtenue & partir de plusieurs projections. Soit G le graphe élémentaire dont la
notation prédicative est [t(z1, z2), (22, 21)]. Considérons les deux projections de G dans
lui-méme : 7 : 1 — Ty, Ty > To, €t Ty 1 X1 — X9, To —> x1. Ces deux projections
(distinctes) induisent la méme image homomorphe, qui est G' tout entier. L’image homo-
morphe sera donc considérée comme un complément, au niveau interface, d’une projection
qui I’a induite.

Ceci améne un nouveau probléme : quelle image homomorphe présenter & I'utilisateur ?
Nous pouvons construire des graphes H et GG tels qu’a une projection de H dans G corres-
pond un nombre exponentiel d’images homomorphes distinctes (méme a un isomorphisme
prés). Soient les graphes élémentaires H = {to(zo, 1), t2(®1, Z2), - - -, t2(2p-1,2,) } €t G =
{t2(vo, y1)s - - -, 5 (Yo, 1), t3 (Y1, yo), - - - 15 (Y1, 92), - - - 5 (Yp—15Yp)s - - - » 15 (Yp—1, Yp) }, conte-
nant respectivement p et p X k relations, tous deux définis sur un support S tel que chaque
t est inférieur & t5. En dessinant ce graphe, on voit qu’il n’y a qu’une seule projection 7
de H dans G qui associe & chaque z; le sommet concept ;. Pour chaque relation r de H,
|Ty(r)| = k, et aux kP choix possibles correspondent kP images homomorphes distinctes.
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Ce probléme du nombre des images homomorphes associées a une projection est cependant
un faux probléme, engendré par une inflation « artificielle » du nombre de relations. D’une
part, dans un contexte de représentation de connaissances, les relations jumelles devraient
étre assez rares, bien qu’on se doive de les prendre en compte. D’autre part, ce probléme
peut étre éliminé en considérant la représentation compacte des graphes.

Isomorphisme

Considérons 7 une projection de H dans G, et choix une application de U(H) dans
U(G) qui a toute relation r associe une relation r' € 7y (r).

Une telle application est dite fidéle si, pour toute relation 7’ appartenant au sous-
graphe G’ engendré par les sommets concepts de w(V(H)), il existe r € U(H) telle que
r" = choix(r). Une projection 7 sera dite fidéle s’il existe un choix fidéle pour 7. Un choix
fidéle est dit complet si, de plus, pour toute paire 7,7’ de relations distinctes de U(H),
choix(r) # choix(r'). * Une projection 7 sera dite compléte s’il existe un choix complet
pour 7. Un choix est dit conservateur si, pour toute relation r, 7(r) = 7(choix(r)). Si
de plus, 7(r) = 7(choix(r)) (ce qui sera toujours le cas si < est un ordre), ce choix sera
dit fortement conservateur. Remarquons que, si < est un ordre, tout choix conservateur
est fortement conservateur. Une projection m de H dans G est un isomorphisme si 7 est
bijective et s’il existe un choix complet et fortement conservateur pour 7. Deux graphes
G et G' seront dit isomorphes §’il existe un isomorphisme de G dans G'. Cette définition
correspond bien a I'idée intuitive de I'isomorphisme : G et G’ sont les mémes graphes, a
un renommage prés des sommets concepts et des relations. Nous noterons donc G = G'.

3.2 Graphes minimaux et irredondants

Nous avons vu que la multiplicité des hyperarcs dans les graphes élémentaires, quoique
nécessaire d’'un point de vue représentation de connaissances, induisait des problémes de
notation. Or nous avons proposé une représentation graphique alternative des graphes
élémentaires, la représentation compacte, ot un tuple de sommets concepts ne détermine
au maximum qu’un hyperarc (i.e. 7! est injective). Une modification du support nous
permettra de définir des graphes élémentaires ayant cette propriété (appelés graphes com-
pressés), et nous comparerons les projections dans les différents modéles obtenus. Nous
définirons ensuite la notion de graphe minimal associé a un graphe élémentaire (ce sera un
graphe compressé particulier), qui a la propriété d’étre le plus petit graphe équivalent tel
que toutes les projections d’'un graphe élémentaire a un autre sont conservées lorsque 1’'on
passe a leurs minimaux associés. Nous définirons également la notion de graphe irredondant
associé a un graphe élémentaire, qui est le plus petit graphe équivalent conservant cette

3Un choix fidéle est une application surjective dans les relations du sous-graphe de G engendré par
7(V(H)). Un choix complet est une application bijective dans ce méme ensemble. Les termes fidéle et
complet sont les traductions de faithful et full, traditionnellement utilisés pour les homomorphismes de
graphes (voir, par exemple, [Hahn and Tardif, 1997]), et que nous avons étendu & nos hyperarcs multiples.



40 CHAPITRE 3. GRAPHES ELEMENTAIRES

fois l’existence de projections (et non pas toutes les projections) . Enfin, nous verrons que
la relation de subsomption, qui est un préordre sur ’ensemble des graphes élémentaires,
devient un treillis lorsque 1’on ne considére que les graphes irredondants : il s’agit méme
du treillis dénombrable universel.

3.2.1 Support conjonctif

La représentation compacte d’un graphe élémentaire G € G¢(S) peut étre vue comme
la représentation graphique standard d’un graphe G’ étiqueté sur un support S* dont les
éléments sont des ensembles finis d’éléments de S.

Nous commencons par définir formellement ce support S*, que nous appellerons support
conjonctif .

Définition 3.5 (Support conjonctif) Soit S = ((11,<4),..., (Tk, <x)) un support élé-
mentaire quelconque. Alors nous définissons §* = (17, <3),- .-, (I3, <;)), son support
conjonctif, par :

— chaque T} est composé de tous les multiensembles finis non vides de T; ;

-t T, T €T}, alors T <!T'ssiVt' eT'" It eT, t<;t.

Nous remarquons que, si <; est un préordre, alors <7 est un préordre. Cependant, méme
si <; est un ordre, <! n’est pas un ordre : si ¢t < ¢/, alors {t} <* {t,t'} et {t,¢'} <* {t}
mais {t,t'} # {t}. Nous pourrons cependant nous ramener & un ordre en ne considérant
que des types simplifiés, équivalents.

Propriété 3.4 (Type conjonctif irredondant) Soit <; un ordre sur T;. Alors, pour
tout type T € T}, il existe un unique T' de taille minimale équivalent & T (qui peut étre
obtenu en parcourant les éléments de T, et en supprimant chaque t tel qu’il existe t' € T
avec t' <; t). Nous appellerons T' le type irredondant de T. Alors <! est un inf-demi-
treillis sur les éléments irredondants de T7*. Si, de plus, <; admet un élément mazimum,
alors <! est un treillis (c’est méme un sous-treillis de P(T;), l'ensemble des parties de T;).

Nous ne nous servirons ici que du fait que <7 est un ordre sur l’ensemble des types irre-
dondants. La démonstration de cette propriété plus forte a cependant son intérét, puisque
nous aurons exactement le méme schéma de preuve pour la relation de subsomption sur
I’ensemble des graphes élémentaires irredondants.

Prewve: Soient T' = {t;,...,t,} et T' = {t},...,%,} deux types quelconques irredondants
de T;. Alors T" = {t1,...,tp,t},...,1,} est un minorant de T et T". Vérifier que, si X
est un minorant de T et 7", alors X <} T". Alors le type irredondant de 7" est la borne
inférieure de T et 1" dans I’ensemble des types irredondants de 7;. Donc <! est bien un
inf-demi-treillis sur les éléments irredondants de 77*. Si, de plus, ¢ est I’élément maximal de
T;, alors {t} est I’élément maximal pour <?. Nous avons donc un treillis (voir Prop. C.1).
Ol

Soit G un graphe élémentaire sur un support S. Alors soit G* le graphe élémentaire sur
S* obtenu en remplagant le type 7(r) de chaque relation de G par le type {7(r)}. Alors
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il est immeédiat de démontrer qu’'une telle transformation du graphe élémentaire (et du
support) conserve toutes les projections :

Propriété 3.5 (Un type élémentaire est un type conjonctif) Soient G, H € G¢(S).
Alors une application 7 : V(H) — V(G) est une S-projection de H dans G si et seulement
st m est une S*-projection de H* dans G*.

Nous noterons donc, par abus de langage, G = G*, et considérerons qu’il s’agit du méme
graphe. Nous pouvons donc voir G¢(S) comme un sous-ensemble de G¢(S*), composé des
graphes élémentaires sur S* dont tous les types sont de taille 1.

Expansion et compression

Soit maintenant G un graphe élémentaire quelconque sur un support conjonctif S*.
Nous appelons ezpansion de G et notons exp(G) le graphe obtenu en remplacant chaque
relation r de G, avec 7(r) = {t1,...,t,}, par p relations ayant mémes arguments que r,
dont les types sont respectivement {t;},...,{t,}. Si exp(G) = G, on dira que le graphe G
est expansé.

De fagon duale, nous définissons la compression de G et notons comp(G) le graphe
obtenu en fusionnant toutes les relations ayant mémes arguments. Plus précisément, si
C = {ry,..., 7} est un ensemble non vide composé de toutes les relations ayant mémes
arguments (y(ry) = --- = 7(rp)), alors les relations r,...,7, sont remplacées par une
unique relation R. Le voisinage de R est celui des r; (Y(R) = y(r1) = --- = y(rp), i.e. les
relations sont jumelles) et, si 7(r1) = {t1,...,t{'},...,7(r,) = {t;,..., 1"}, alors 7(R) =
{t, ...t . ,tp, ..., 1y’ }. Alternativement, on peut voir comp(G) comme le graphe
élémentaire sur S* déterminé par la représentation compacte de exp(G). Si comp(G) = G,
on dira que le graphe G est compressé. Notons qu’un graphe élémentaire peut étre a la fois
expansé et compressé.

Si un graphe G n’est ni compressé, ni expansé, on dira qu’il est mizrte. La propriété
suivante, immeédiate, donne une caractérisation des graphes élémentaires compressés, ex-
pansés, et mixtes :

Propriété 3.6 (Caractérisation des graphes expansés et compressés) Soit G un graphe
élémentaire défini sur un support conjonctif S*. Alors :
~ G est compressé ssi il n’eziste aucune relation jumelle (v~ est injective) ;
- G est expansé ssiVr € U(G), |t(r)|=1 (G € G*(S));
— G est mixte ssi il contient deux relations jumelles r et r' telles que |T(r)] > 1 ou
|7(r")| > 1.

Nous n’avons plus qu’a déterminer la facon dont la compression et ’expansion de
graphes élémentaires influe sur les projections :

Théoréme 3.1 (Projections de graphes expansés et compressés) Soient H et G deuz
graphes élémentaires sur un support conjonctif S*. Soit m une application de V(H) dans

V(G).
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(i) sim est une projection de H dans G, alors c’est une projection de exp(H) dans G
(mais la réciproque n’est pas toujours vraie) ;

(11) sim est une projection de H dans G, alors ¢’est une projection de H dans comp(Q)
(mais la réciproque n’est pas toujours vraie) ;

(iii) m est une projection de H dans comp(G) si et seulement si c’est une projection
de exp(H) dans G.

Preuve: Nous remarquerons tout d’abord que, pour tout graphe élémentaire G, il existe une
projection (assimilée a I'identité, puisqu’elle fait intervenir les mémes sommets concepts par
construction, notée id), de exp(G) dans G et de G dans comp(G). La vérification de cette
propriété est immédiate, par définition de comp et de exp. Alors si 7 est une projection de
H dans G, (i), idom = m est une projection de exp(H) dans G, et, (ii), m o id = 7 est une
projection de H dans comp(G).

Pour montrer que les réciproques ne sont pas toujours vérifiées, nous exhibons les
graphes G = {{t1,t2}(z,y), {ts, t4}(z,y)} et H = {{t1,t3}(x,y),{t2, ta}(z,9)}, tels que
les types ti,ta,t3 et t4 sont incomparables dans §. Ces deux graphes sont incomparables,
et pourtant, il existe une projection de exp(H) dans G comme de H dans comp(G). On a
méme comp(G) = comp(H) et exp(G) = exp(H).

Prouvons maintenant 1’équivalence ().

(=) Supposons 7 une projection de H dans comp(G). Alors 7 est aussi une projection
de exp(H) dans comp(G) (d’aprés (i)). Alors pour chaque relation r € U(exp(H)), il existe
une unique relation R telle que ny(r) = R. Le type de R est plus spécifique que celui de
chacune des relations jumelles de r, i.e. pour chaque relation 7' jumelle de r, il existe un
type t € 7(R) tel que t < 7(r'). Dans le graphe G, il y a au moins une relation R’ ayant
les mémes arguments que R dont le type contient t. Donc R’ € 7y (r'), et 7 est bien une
projection de exp(H) dans G.

(<) Réciproquement, supposons 7 une projection de exp(H) dans G. Alors 7 est aussi
une projection de exp(H) dans comp(G) (d’aprés (4i)). De la méme fagon que pour (=),
pour chaque relation r € U(exp(H)), il existe une unique relation R telle que 7y (r) = R.
Le type de R est plus spécifique que celui de chacune des relations jumelles de r, i.e. pour
chaque relation 7' jumelle de 7, il existe un type ¢t € 7(R) tel que ¢ < 7(r'). Ceci reste donc
vrai pour un sous-ensemble quelconque de relations jumelles de 7, et donc pour le type de
la relation de H qui s’est décomposé en celles-ci. Alors 7 est une projection de H dans
comp(G). O

Grace a ce théoréme, nous avons (enfin) un outil qui nous permet de rechercher les
projections sur la représentation compacte d’un graphe élémentaire.

Corollaire 3.1 (Equivalence de la projection de graphes compressés) Soient G et
H deux graphes élémentaires sur S. Alors une application 7 : V(H) — V(G) est une S-
projection si et seulement si w est une S*-projection de comp(H) dans comp(QG).

Preuve: La démonstration est immédiate : 7 est une S-projection de H dans G < 7 est
une S*-projection de H dans G (Prop. 3.5) < 7 est une S*-projection de exp(H) dans G
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(car exp(H) = H) < 7 est une S*-projection de H dans comp(G) (Th. 3.1, (iii)) < w est
une S*-projection de exp(comp(H)) dans comp(G) (car exp(comp(H)) = H) < 7 est une
S*-projection de comp(H) dans comp(comp(G)) (Th. 3.1, (iii)) < 7 est une S*-projection
de comp(H) dans comp(G) (car comp(comp(G)) = G). O

Remarquons que notre démonstration n’utilise que la troisiéme partie du Th. 3.1. Les
deux premiers résultats (et surtout leur absence de réciproque) nous serviront de justificatifs
lorsque nous établirons des limites quant & la facon dont on peut représenter la conjonction
de types.

exp(G) G— comp(Q)
id id

FiG. 3.8 — Equivalence des projections entre graphes compressés, expansés et mixtes

Les projections équivalentes sont représentées dans la F1G. 3.8. Comme il est d’usage en
théorie des catégories, les objets (graphes élémentaires) sont représentés par des sommets,
et les morphismes (projections) par des arcs. Nous pourrons donc indifféremment utiliser
la S-projection sur des graphes élémentaires expansés, ou la S*-projection sur les graphes
compressés. En travaillant avec les graphes compressés, nous ne créons ni ne perdons aucune
projection. Il s’agit d’'un modéle équivalent, ou la multiplicité des hyperarcs est codée
par la multiplicité des types. L’intérét algorithmique est évident, puisqu’une partie de la
multiplicité des choix pour projeter une relation est reléguée dans le support, qui pourra
étre compilé (voir Sec. 5). D’un point de vue représentation de connaissances, nous verrons
qu'un ensemble de types peut étre considéré comme une conjonction de types, besoin
fréquemment rencontré dans la communauté « graphes conceptuels » (par exemple dans
[Cao, 1999] ou pour les constructions de |Baader et al., 1999]).

Graphes élémentaires minimaux

Nous avons vu que nous pouvions coder les graphes élémentaires sur S par des graphes
élémentaires sur §*, ayant moins de relations. Ce codage conserve I’ensemble des projec-
tions. Cependant, ce graphe n’est bien entendu pas le plus petit ayant cette propriété,
puisque ses types peuvent ne pas étre irredondants (voir Prop. 3.4).

Nous supposerons donc maintenant que < définie sur S est un ordre, ce qui est nécessaire
pour considérer les types irredondants sur S*.

Définition 3.6 (Graphe élémentaire minimal) Soit G un graphe élémentaire sur un
support S. Nous appelons graphe minimal de G et notons min(G) le graphe élémentaire
sur 8* (le support conjonctif associé a S obtenu a partir de comp(G) (le graphe compressé
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obtenu a partir de G en fusionnant ses relations jumelles) en remplagant chacun de ses
types par son type irredondant équivalent.

Par 1’équivalence entre les projections de graphes expansés et de graphes compressés
(Cor. 3.1) et ’équivalence des étiquettes, nous obtenons 1'équivalence entre les projections
de graphes expansés et les projections de graphes minimaux. Les graphes minimaux sont
méme les plus petits graphes ayant cette propriété.

Propriété 3.7 (Equivalence de la projection de graphes minimaux) Soit G un graphe
élémentaire sur S. Alors min(QG) est le plus petit graphe sur 8* tel que, pour tout graphe
élémentaire H sur S, pour toute application m: V(H) — V(G), 7 est une S-projection de

H dans G si et seulement si m est une S*-projection de min(H) dans min(G).

Preuve: Le sens (=) de cette équivalence est une conséquence directe du Cor. 3.1 et de
I’équivalence entre un type de relation sur §* et son type irredondant. Pour prouver, (<),
il suffit de remarquer que id est une projection de G dans min(G), mais que si on Ote un
type t € S du type T € §* d’une relation de min(G) (i.e. T devient un de ses supertypes),
si on 6te une relation r de min(G), ou si on 6te un sommet concept x de min(G), alors id

n’est plus une projection de G dans min(G). O
G1 u = {u} G? {u} G3 u = {u} G4 G5
27N

7N 7N
€T V=V y x y x y €T {u) ) y x {uaw} y
N T N7

w = {w} {v,w} w = {w}
B ompmm Support
€Xp .Gy comp ;/ >
exp - _ R *—-: N ) ' : -
p\\ \ |, =-22"--~conmp 2, min G N vow
. 1(\\‘ - M4 ::::?7/ 5‘\ !
| Gy----"""comp/min .~ " comp /min
N = ~ -7 ’
\ eXp{ \;\\\\ -7 ’ "
exp

F1G. 3.9 — Illustration des transformations comp, exp et min.

Le dessin de la F1G. 3.9 résume et illustre les différentes transformations comp, exp et
min. Nous avons supposé ici que la seule comparaison possible entre u, v et w dans § était
u < wv. La présence d’un arc pointillé étiqueté exp de G5 vers G se lit exp(Gs) = G1.

Utiliser des graphes minimaux simplifiera bien des démonstrations, par exemple, la no-
tion d’isomorphisme peut s’exprimer de facon plus simple, grace a une propriété bien connue
dans la communauté « homomorphismes » (voir, par exemple [Hahn and Tardif, 1997)) :
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Propriété 3.8 (Isomorphismes de graphes minimaux) Si7 est une projection bijec-
tive entre deux graphes minimauz, dont la fonction de choiz associée est fidéle, alors elle
est complete. De plus, tout choix conservateur est fortement conservateur. Il s’ensuit que
toute projection m bijective, fidéle et conservatrice est un isomorphisme.

3.2.2 Graphes élémentaires irredondants

Nous avons vu que les projections de H dans G étaient exactement les projections
de min(H) dans min(G). Que se passe-t-il quand on ne s’intéresse qu'a [’existence d’une
projection ?

L’ensemble (G¢(S), muni de la relation <g) est un préordre si et seulement si S encode
un tuple de préordres (Prop. 3.1). Par contre, quel que soit le support S, (G¢(S), <s)
n’est pas un ordre (Prop. 3.3). Le contre-exemple que nous avons donné (G = {t(z)},
H = {t(x),t(y)}) portant sur des graphes minimaux, il s’ensuit que la relation <* sur
I’ensemble des graphes minimaux de &* n’est pas non plus un ordre. Pour obtenir des
ordres, il nous faudra choisir un représentant dans chacune des classes d’équivalence pour

(a4

Existence et unicité

De fagon intuitive, un graphe G est dit irredondant s’il n’existe pas de projection de GG
dans 1'un de ses sous-graphes stricts. D’un point de vue représentation de connaissances,
ceci exprime que G ne contient pas d’information redondante.

Définition 3.7 (Graphe élémentaire irredondant) Un graphe élémentaire G sur un
support S est dit irredondant si, pour tout endomorphisme m de G (projection de G dans

lui-méme), pour toute image homomorphe G' de G dans lui méme pour w, G' est isomorphe
a@G.

Les choix que nous avons fait pour les graphes élémentaires (les relations sont des
hyperarcs multiples dont on ne calcule pas la projection) imposent cette définition com-
plexe. Elle est cependant nécessaire dans le cas général : prenons le graphe élémentaire
G = [t(z),t(y),r(z,y),r"(x,y)], sur un support S tel que ¢ et ¢’ sont incomparables, et
r < r'. Il n’existe qu'un endomorphisme de G, l'identité, mais pour lequel les deux choix
possibles (r dans 7 et v’ dans 7/, ou r et 7’ dans r) déterminent deux images homomorphes
distinctes. La premiére est isomorphe & (G, alors que la seconde ne ’est pas. GG n’est donc
pas irredondant (par contre, son graphe partiel G = [t(z),t'(v), r(z, y)] est. La notion d’ir-
redondance doit donc prendre en compte toutes les images homomorphes possibles pour
une projection.

Théoréme 3.2 (Existence et unicité du graphe irredondant) Soit C une classe d’équi-
valence de (G¢(S), <s). Alors C contient un unique graphe irredondant (noté, pour un re-
présentant quelconque G de C, irr(G)) : c’est le plus petit graphe de cette classe quant au
nombre de sommets concepts et de relations.
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Ce théoréme est di & [Chein and Mugnier, 1992| dans le cadre des graphes conceptuels
simples ; dans le cadre des homomorphismes de graphes, une version équivalente est donnée
par [Hell and Nesetfil, 1979] (le graphe irredondant est alors appelé core). Nous donnons ici
une preuve différente de celle de [Chein and Mugnier, 1992, en particulier, il s’agit d’une
preuve constructive, qui repose sur un algorithme permettant de calculer irr(G). Afin de ne
pas surcharger cette démonstration par la considération de toutes les images homomorphes
engendrées par un endomorphisme, nous prouverons le Th. 3.2 en deux temps : nous ne
considérerons tout d’abord que des graphes élémentaires minimaux sur S*, puis utiliserons
ce résultat dans le cas général. Remarquons déja que notre démonstration reste valide dans
le cas d’un support infini.

Cas des graphes élémentaires minimaux

Remarquons immédiatement que la caractérisation de I'irredondance devient plus simple
dans le cas des graphes élémentaires minimaux.

Propriété 3.9 (Graphe irredondant minimal) Un graphe élémentaire minimal G sur
S* est irredondant si et seulement si tout endomorphisme de G dans lui-méme est un
automorphisme.

Preuve: Immédiat, en remarquant que la donnée d’une projection d’un graphe élémentaire
dans un graphe élémentaire minimal détermine de facon unique la fonction de choix pour
les relations, et donc I'image homomorphe pour cette projection. [l

Propriété 3.10 (Graphe irredondant d’un graphe minimal) Soit C une classe d’équi-
valence de ’ensemble des graphes élémentaires minimauz sur S8*. Alors C contient un
unique graphe irredondant : c’est le plus petit graphe de cette classe quant au nombre de
sommets concepts et de relations.

Preuwve: Nous prouverons 1), que s’il existe un graphe irredondant G dans C' (i.e. un graphe
G dont tous les endomorphismes sont des automorphismes), alors tout graphe H équivalent
a G a plus de sommets et plus de relations que G (>), 2) que s'ils ont la méme taille, alors
ils sont isomorphes (unicité), et 3) que pour tout graphe H, il existe un graphe G équivalent
a H qui est irredondant (existence).

1) Supposons G dont tous les endomorphismes sont des automorphismes, et H un
graphe équivalent a G. Alors pour toutes les projections (elles existent) 7 : V(H) — V(G)
et 7' : V(G) — V(H), m on’ est un endomorphisme de G, c’est donc un isomorphisme.
Comme 7 o 7' est bijective, alors 7 est surjective, donc |V (H)| > |V (G)|. De méme, la
donnée de 7 et de 7' détermine de facon unique (G et H sont compressés) les applications
my t UH) = U(G) et my; : U(H) — U(G). Voir tout d’abord que (7 o 7')y = 7y o 7).
Comme 7 o 7’ est un isomorphisme, alors (7 o 7')y est un choix complet (i.e. c’est une
bijection de U(G) dans lui-méme). Donc 7}, est surjective (fidéle) et |[U(H)| > |U(G)|.
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2) Supposons de plus que |V(H)| = |V(G)| et |U(H)| = |U(G)|. Alors 7' est une
bijection de V(@) dans V (H) (car 7 étant surjective entre deux ensembles finis * de méme
taille, c’est donc une bijection ; et il faut, pour que 7o 7’ soit une bijection, que 7’ soit aussi
une bijection). Pour les mémes raisons, 7}, est une bijection, ¢’est donc un choix complet.
Voir que, pour toute relation r € U(G), t =7(r) = 7(mp(r)) =t (car t </, t' <t, et G
et H sont étiquetés par des types irredondants). Alors 7’ est un isomorphisme de G dans
H.

3) Soit G un graphe élémentaire compressé quelconque sur S*. Nous allons construire
irr(G), grace a un algorithme (Alg. 1) semblable a celui de [Mugnier, 1995].

Algorithme 1: irredondant(G)
Données : Un graphe élémentaire minimal GG sur un support conjonctif S*.

Résultat : Le graphe élémentaire irredondant irr(G) équivalent a G.

& < endomorphismes(G);
pour (7 € £) faire
si (= automorphisme ?(r|g)) alors
// ot | est la restriction de m au graphe courant G
L G + image-homomorphe (G, 7);

retourner G,

Cet algorithme commence par calculer toutes les projections (7y,...,7) de G dans
lui-méme, puis les parcourt dans cet ordre. A chaque étape, on remplace éventuellement
G par un autre graphe élémentaire, son image homomorphe par la projection courante.
Notons G = Gy --- % Q. Nous commencons par prouver que Gy est équivalent a G,
ce qui est évident puisque 7, o --- o m; est une projection de G dans Gy, et que, comme
Gy, est un sous-graphe partiel de G (une propriété de I'image homomorphe), il existe une
projection de G dans G. L’algorithme s’arréte donc sur un graphe Gy équivalent a G.

Reste a voir que le graphe GGy obtenu est irredondant. Soit 7 un endomorphisme quel-
conque de Gx. Nous prouvons tout d’abord que 7 est bijective, et, pour cela, il nous suffira
de prouver que 7 est surjective (une surjection d’un ensemble fini dans un ensemble fini
de méme taille est une bijection). Par 1’absurde, supposons que 7 n’est pas surjective.
Alors il existe un sommet concept z de G qui n’a pas d’antécédent par w. Voir que
m' = mom, o---0m est une projection de G dans Gy (un sous-graphe partiel de G) qui
n’est pas surjective (le méme sommet = n’a pas d’image par 7'), on peut donc considérer 7’
comme un endomorphisme de G qui n’est pas un automorphisme. Donc 7’ a été calculé par
endomorphismes (et posons 7, le premier de ces endomorphismes pour lesquels = n’a pas
d’antécédent), et donc a été envisagé par 'appel de automorphisme 7, qui a bien entendu

4La Def. 3.7 est donc une bonne caractérisation des graphes irredondants tant qu’on reste dans le cas des
graphes finis. Dans le cas des graphes infinis, on peut voir, par exemple dans [Hahn and MacGillivray, 2001],
qu’on peut passer par la notion de retract d’un graphe (mais nous n’en aurons pas besoin dans ce mémoire).
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répondu faux. Donc le graphe G, est obtenu en calculant I'image homomorphe de G,_;
suivant 7,. Alors =, qui n’a pas d’antécédent par m,, ne fait pas partie de G,. Il ne fait
donc pas partie de Gy, ce qui est absurde. Donc 7 est bijective.

Comme G est un graphe compressé, tout sous-graphe partiel de G est un graphe com-
pressé. Alors les projections 7 d’'un G; dans un G;,; déterminent de facon unique une
fonction de choix associée my. Soit 7 un endomorphisme (nécessairement bijectif) de Gy.
Alors nous prouverons que 7y est bijectif (i.e. complet), comme précédemment. Il nous
suffira de considérer de la méme maniére une relation r non atteinte par .

Enfin, nous montrons que si 7 est un endomorphisme (nécessairement bijectif et com-
plet) de Gy, alors il est fortement conservateur. Puisque 7 est complet, 7y est une bijec-
tion de U(Gy) dans U(Gy). C’est donc une permutation de U(H) (U(H) est fini). Des-
sinons le graphe de cette permutation. A chaque relation correspond un sommet, et si
7y (r) = r', nous dessinons un arc allant de r vers r'. Puisque 7y est une permutation,
alors les degrés entrant et sortant de chacun des sommets sont égaux a 1, et ce graphe
est un ensemble de circuits disjoints (les orbites de la permutation, aussi utilisées dans
la démonstration de |Cogis and Guinaldo, 1995]). Donc, soit r une relation quelconque
de Gy, et ' = my(r). L’arc (r,r') fait partie d’un circuit (r,7',71,...,7r4,7). On a donc
7(r) < 7(ry) < -+ < 7(r1) < 7(r') < 7(r) (sinon, le (5 + 1)*m® élément de ce circuit
ne serait pas un certificat pour le 5°®¢). Donc 7(r) = 7(r'), et comme les relations de
Gy, sont typées par des types irredondants, 7(r) = 7(r'). Donc 7y est un choix fortement
conservateur.

Alors tout endomorphisme de Gy est un automorphisme. (I

Retour au cas général

Nous savons donc calculer le graphe irredondant d’un graphe élémentaire minimal sur
S*. Ceci nous permet de calculer facilement le graphe irredondant sur & d’un graphe
élémentaire sur S.

Propriété 3.11 (Calcul du graphe irredondant) Soit C' une classe d’équivalence de
(G°(S), <s). Soit H un représentant quelconque de C, et G = exp(irr(min(H))). Alors :

1. G est le plus petit graphe de C' quant au nombre de sommets concepts et de relations.
2. G est l'unique graphe élémentaire irredondant de C';

Nous pourrons alors noter G = irr(H).

Cette propriété suffit & prouver le Th. 3.2, tout en donnant un algorithme de construc-
tion pour le graphe irredondant, utilisant I’Alg. 1.

Preuve: Commencons par prouver le point 1. de cette propriété :

Tout d’abord, nous prouvons que H € G¢(S) et G ainsi défini sont équivalents (d’ou
G € C). Nous remarquons tout d’abord que H = exp(comp(H)) (par construction), puis
procédons par équivalences successives : H = exp(comp(H)) < H = exp(min(H)) (car
min(H) = comp(H)) < H = exp(irr(min(H))) (car, VX, X 2irr(X)) & H =2 G.
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Supposons maintenant un graphe élémentaire H' équivalent & H, et prouvons que G est
plus petit que H'. Procédons par équivalences successives (mais seules les implications sont
nécessaires) : H' =2 H < comp(H') = comp(H) (Cor. 3.1) < comp(H') = min(H) (types
remplacés par des types équivalents) < comp(H') 2 irr(min(H)) (car, VH, H = irr(H)).

Le graphe irr(min(H)) est donc le graphe irredondant de comp(H"). Donc irr(min(H))
est un sous-graphe partiel de comp(H') (voir la preuve de la Prop. 3.10). Alors exp(irr(min(H)))
est un sous-graphe partiel de exp(comp(H')) = H' (par construction). Donc G est un sous-
graphe partiel de H', il est donc plus petit.

Montrons maintenant le point 2. de cette propriété.

Le graphe élémentaire H' = irr(min(H)) est irredondant. Donc tout endomorphisme
de H' est un automorphisme. Or, comme H' est minimal, les endomorphismes de H' sont
exactement ceux de G = exp(H') (Th. 3.1, (iii)). Supposons maintenant que G ne soit
pas irredondant. Alors il existe une image homomorphe G’ de G par un endomorphisme
7 qui n’est pas isomorphe & G. Alors min(G’) est un sous-graphe strict de H' (ou ayant
une étiquette plus spécifique), dans lequel il se projette (Th. 3.1, (ii)), ce qui est absurde
puisque H' est irredondant.

Enfin, 'unicité de G provient de celle de H'. U

3.2.3 Structure de la relation de subsomption

Nous avons vu que la relation < était un préordre sur I’ensemble des graphes élémen-
taires. Cependant, si on ne considére que 1’ensemble des graphes élémentaires irredondants
G:,(S) (et pour pouvoir le faire il nous faut un ordre < sur le support), la structure obtenue
est beaucoup plus intéressante.

Le treillis des graphes élémentaires irredondants ...

Théoréme 3.3 (Treillis des irredondants) La relation <g est un treillis sur Gf..(S).

Ce théoréme est dit & [Mugnier and Chein, 1996] dans le cadre des graphes conceptuels,
et ce treillis (coloring poset), dans le cas de graphes binaires, non orientés, sans étiquettes,
a fait I’objet de nombreux travaux dans la communauté « Homomorphismes de Graphes »
(voir, par exemple, [Hell and Negetfil, 1992]).

Preuve: Nous rappelons ici la démonstration de [Mugnier and Chein, 1996]. Tout d’abord,
puisque deux graphes équivalents admettent le méme graphe irredondant, il s’agit bien
d’un ordre. Ensuite, soient G; et G5 deux graphes de G, (S). Alors soit G; @& G 'union
disjointe de G et Gy (i.e. le graphe dont le dessin est la juxtaposition du dessin de G et
de celui de Gy). Comme G1 ® G2 <X G et G1® Gy <X Gy, G = irr(G1 @& G2) est un minorant
de G et G5 appartenant a G£ (S). Pour tout minorant H de G et Go, on a H < G1 & G»
(car si m; est une projection de G; dans H et 7 est une projection de G5 dans H, alors
T1+42, qui associe 7;(x) & un sommet concept & correspondant a un sommet concept de Gj,
est une projection de G @ G, dans H). Donc H = irr(G; & G3) = G. Donc toute paire de
graphes irredondants admet une borne inférieure, et <g est un inf-demi-treillis sur G¢_(S).
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Il ne nous reste plus qu’a trouver un élément maximum pour =<g, ce sera le graphe
élémentaire vide (). Alors < est un treillis sur G& (S). Dans [Mugnier and Chein, 1996], la
possibilité d’avoir un graphe vide n’est pas envisagée, et c’est pourquoi 77 doit admettre
un maximum. Nous voyons ici que ce n’est pas une nécessité théorique. [l

Ce théoréme est important puisqu’il assure, pour deux graphes élémentaires G et G,
donnés, qu’ils admettent une borne supérieure (une plus petite généralisation commune)
et une borne inférieure (une plus grande spécialisation commune). Les démonstrations
des propriétés 3.10 et 3.11 nous donnent un algorithme (exponentiel) du calcul de la borne
inférieure. Nous verrons dans le Chap. 5 qu’il s’agit d’un probléme NP-complet. Le calcul de
la borne supérieure de deux graphes peut se faire par une opération de produit de graphes,
appelée « weak product » dans [Welzl, 1984|. Le graphe obtenu n’est généralement pas
irredondant, il reste donc a la mettre sous forme irredondante.

... est le treillis dénombrable universel

Théoréme 3.4 (Treillis dénombrable universel) Si 3 > 2 t.q. T; # 0, alors < sur
G:.(S) admet comme sous-ordre le treillis dénombrable universel.

C est le treillis universel dénombrable veut dire que C est un treillis, et que tout treillis
dénombrable est un sous-ordre de C. Le théoréme de Hedrlin et Kucéra affirme que I'en-
semble C des cores,” ordonné par « G < G’ ssi il existe un homomorphisme de G’ dans G »,
est le treillis universel dénombrable.

Le probléme de 'universalité du coloring poset, posé par |[Hedrlin, 1969], a longtemps été
un probléme ouvert ; sa démonstration (25 pages) par Hedrlin et Kucéra est disponible dans
[Pultr and Trnkova, 1980]. La démonstration de [Nesettil, 2000], plus directe, ne fait que 10
pages. Ces deux démonstrations utilisent cependant un grand nombre d’outils théoriques
non triviaux, que nous ne jugeons pas nécessaire d’inclure dans ce mémoire.

Preuve: Voir que C* = C \ {0} est encore le treillis universel dénombrable (il reste encore
le core & un sommet comme maximum).

Vérifions maintenant que, s’il existe un 7; non vide dans S, avec ¢ > 2, alors C* est un
sous-ordre de <. Soit ¢ un type quelconque de 7}, et f I’application (injective) qui a tout
core GG associe le graphe élémentaire sur S dont les sommets concepts sont les sommets
de G et tel que toute aréte x,y de G est remplacée par deux relations typées par t. La
premiére a pour voisinage (z,y,...,y) et la seconde (y,...,y,z) (une généralisation du
plus naturel (z,y) et (y,x) utilisés dans le cas binaire). Alors tout homomorphisme d’un
core H dans un core G est une projection de f(H) dans f(G), et C est un sous-ordre de
=s- O

Si S est dénombrable, < sera donc le treillis dénombrable universel. Il s’agit d’une pro-
priété tres forte : tout modéle de représentation de connaissances, manipulant un ensemble
dénombrable d’objets, et pour lequel la relation de subsomption est un treillis peut étre vu

5Les cores sont 1’équivalent des graphes irredondants lorsque 1’on considére des graphes binaires, non
orientés, sans étiquettes.
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comme un cas particulier du modéle des graphes élémentaires (ou, de fagon équivalente par
I'intermédiaire de la sémantique logique ®, du fragment positif, conjonctif, existentiel de
la logique du premier ordre). Cependant, d’un point de vue opérationnel, nous ne savons
rien de la fonction f qui doit associer des graphes élémentaires aux objets de ce modeéle.

3.3 Sémantique logique des graphes élémentaires

Selon [Kayser, 1997], un modéle formel de représentation de connaissances repose sur
une syntaxe (langage), un systéme de déduction, et des régles de valuation. Nous avons
donné la syntaxe des objets que nous manipulons (les graphes élémentaires définis sur un
support), et le systéme de déduction, la projection. La valuation (parfois appelée séman-
tique) sera donnée par lintermédiaire d’une traduction vers la logique du premier ordre,
positive, conjonctive, existentielle, sans constante. Le lecteur pourra étre surpris de voir des
quantificateurs universels dans ces formules. Nous verrons a la Sect. 4.2.3 qu’il est possible
de supprimer ces quantificateurs universels.

Nous commencerons par traduire un support S et un graphe élémentaire G' par des
formules logiques ®(S) et ®(G), puis montrerons que la relation de subsomption que nous
avons définie par l'existence d’une projection correspond a la déduction logique sur ces
formules. Il s’agit d’une version graphes élémentaires du résultat d’adéquation et de com-
plétude de la projection des graphes conceptuels par rapport a leur sémantique logique
® [Sowa, 1984, Chein and Mugnier, 1992|. Nous en proposons ici une démonstration ori-
ginale, qui ne repose pas sur la méthode de résolution mais directement sur les modéles
d’une formule. Enfin, remarquons que ® traduit un ensemble de types par une conjonction,
ce qui justifie le nom de support conjonctif attribué a S*.

3.3.1 Interprétation d’un support et d’'un graphe

Nous présentons ici la maniére de construire les formules logiques ®(S) et ®(G) respec-
tivement associées & un support donné S et & un graphe élémentaire G sur S.

Formule logique associée & un support

Soit § un support donné. C’est-a-dire que pour tout (73, <;) € S, il existe une relation
finie <) sur T; telle que <; est la fermeture réflexo-transitive de <). Si <; est un ordre,
alors un </ minimal, unique, existe, il s’agit de la relation de couverture de <;.

C’est la relation <! qui nous servira a construire une traduction ®(S). Puisque nous
considérons, dans le cas général, des préordres, nous ne pouvons pas parler de [a traduction
®(S), mais d’une de ses traductions possibles. Les formules obtenues sont cependant toutes
équivalentes. Nous pouvons construire une traduction ®(S) de la fagon suivante :

1. a chaque type de relation ¢ d’arité n dans le support nous associons un symbole de
prédicat d’arité n, que nous noterons de la méme fagon % ;

2. nous disposons d’un ensemble dénombrable de variables Var = {z1,..., 2, ..., };
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3. pour chaque 7; de S, & chacun des couples (¢,t') € <! (i.e. t <! t') nous associons la
formule ¢(t,t") = Vo, .. Vo (t(z1, ..., 2;) = t'(21,...,2:));
4. une formule ®(S) qui traduit le support est la conjonction, pour (¢,t') €<', des

o(t,t).

Prenons la restriction & T, du support représenté dans la F1G. 3.1 (i.e. § = (T2, <2)).
Alors sa traduction est :

Précisons que c’est par précaution que nous considérons ici un support fini : nous
voulons obtenir une formule ®(S) finie. En effet, nous n’avons pas étudié ce que deviennent
nos résultats d’adéquation et de complétude, dans le cas de formules infinies.

Formule logique associée & un graphe

Soit G un graphe élémentaire sur un support S. La traduction ®(G) d’un graphe élé-
mentaire n’est pas non plus unique, puisqu’elle dépend des variables que nous associerons
a chaque sommet concept. Cependant, les formules que nous pouvons obtenir sont toutes
équivalentes, & un renommage prés des variables.

1. on se donne une application injective, terme : V(G) — Var, mais, pour alléger les
notations, nous pourrons noter de la méme maniére x, un sommet concept de G, et
x = terme(x), la variable qui lui est associée;

2. chaque relation r de G, avec y(r) = (21,...,2,) et 7(r) = t, est traduite par la
formule ¢(r) = t(z1,...,2,);

3. nous notons ¢(G) la conjonction des ¢(r), pour r € U(G);
4. une formule ®(G) qui traduit le graphe G est la fermeture existentielle de ¢(G).

Prenons par exemple le graphe élémentaire G' de la F1G. 3.2, dont nous rappelons ici la
notation prédicative :

G = [t% (331), t%($4), t%(xl)a tg(xla xQ)a té(xla 372)’ té(xlﬂ 332), t%(l‘l, $2)’ t?(x2)a té(xlﬁ T4, ‘T4)]

Alors une formule logique qui traduit ce graphe élémentaire est :

(I)(G) = 3371 3$23$4 (t%(l‘l) A t%($4) A t%(ﬂ?l) A tg(l‘l,ﬂ?g) A t%(l‘l,.IQ)
A ty(m1, 1) A ta(a,20) A t5(20) A ty(21,T4,74))
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Remarquons que, pour écrire cette formule, il suffit de fermer existentiellement la for-
mule obtenue en remplagant les virgules par des A dans la notation prédicative. Cette
traduction du graphe est une description naturelle, en logique du premier ordre, de la
structure du graphe élémentaire.

Notons de plus que 'interprétation de 'union disjointe de plusieurs graphes est équiva-
lente & la conjonction de leurs interprétations : si G = {G, ..., Gy} est une base de faits,
alors ®(G) = ®(G1) A --- A P(Gy).

3.3.2 Adéquation et complétude

Le théoréeme suivant est un des fondements majeurs du modéle formel des graphes
conceptuels. Par 'intermédiaire de la traduction vers un fragment de la logique du premier
ordre, notre modéle est alors doté d'une sémantique.

Théoréme 3.5 (Adéquation et complétude de la projection pour ®) SiG et H sont
deux graphes élémentaires sur un support énumérable S. Alors G <s H si et seulement si

®(S), d(G) = B(H).

Gréace a la remarque précédente, ce théoréme s’exprime de facon équivalente par : la
requéte H se déduit d’une base de connaissances K = (S,G = (G4, ..., Gy)) si et seulement
si ®(S),...,2(Gy) E ®(H).

[Sowa, 1984] prouve ’adéquation, c’est a dire que si G =g H, alors ®(S), ®(G) = ®(H).
La démonstration de la complétude est faite dans [Mugnier, 1992, Chein and Mugnier, 1992],
et utilise une équivalence entre la projection et la méthode de résolution. Notre méthode
utilise directement 1’évaluation dans un modéle. L’idée principale est de montrer I’équiva-
lence entre la valuation & VRAI de ®(G) dans un modéle et une projection (I’assignation)
de G dans un graphe (élémentaire) qui encode le domaine et l'interprétation.

Valuation d’une formule dans un modéle

Pour valuer, dans un modéle M, une formule F' en logique du premier ordre (ici, sans
symboles de fonctions), nous avons besoin d’un domaine D, d’une interprétation I qui, &
chaque symbole de prédicat ¢, d’arité n fait correspondre une application Z(¢,) : D™ —
{VRAI, FAUX}, et d'une assignation o : Var — D.

Des régles de valuation nous permettent ensuite d’utiliser ce modéle pour donner une
valeur de vérité a une formule quelconque. Les seules qui nous intéresseront, dans le frag-
ment utilisé de la logique du premier ordre, sont :

1. si F et I’ sont deux formules, Valy(F' A F') = VRAI ssi Valy(F) = VRAI et
Valp(F') = VRALI,

2. si F' est une formule et = une variable, Valy((3z F') = VRAI si et seulement s’il
existe une formule F}_,,, obtenue a partir de la formule F' en remplacant toutes les
occurrences de z par la variable z', telle que Valy((F,—.7) = VRAI;

3. Valp(ti(zq,...,2;)) = VRAIssi (Z(t;))(a(xy), ..., a(x;)) = VRAI,
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4. Valy(Voy .. .V (ti(xy, ..., 25) — ti(z1,...,2;))) = VRAI ssi, pour tout tuple de
taille 4 d’éléments du domaine (di,...,d;) € D, si (Z(t;))(dy,...,d;) = VRAI, alors
(Z(t))(dy,-..,d;) = VRAL

Ces régles ne permettent pas de valuer n’importe quelle formule en logique du premier

ordre, mais seront suffisantes dans le fragment que nous considérons. En effet, 1. et 4.
suffisent & valuer une formule associée & un support, tandis que 1., 2. et 3. suffisent a
valuer la formule associée a un graphe.

Construction du graphe d’interprétation

Considérons un domaine D, et une interprétation Z des symboles de prédicats associés
a un support énumérable S. Alors nous pouvons construire un graphe élémentaire® G(D, T)
sur S, appelé graphe d’interprétation de la fagon suivante :

— a chaque élément d du domaine, nous associons un sommet concept d;

— pour chaque symbole de prédicat t;, pour chaque tuple (dy, . .., d;), nous ajoutons une
relation r telle que 7(r) = t; et y(r) = (di, ..., d;) si et seulement si (Z(¢;))(dy, - .., d;)
= VRAIL

La présence d’une relation de type ¢; entre (dy,...,d;) code donc I'interprétation & VRAI
de t;(dy, ..., d;), et son absence l'interprétation a FAUX.

Graphe d’interprétation cohérent pour un support

Nous disons qu’un graphe d’interprétation G est cohérent pour un support S si et
seulement si, pour chaque couple de types de relations (¢,t') tel que ¢ < ¢/, toute relation
de type t dans G est jumelle d’une relation de type ¢'.

Lemme 3.1 (Graphe d’interprétation cohérent pour un support) Soient S un sup-
port, M = (D,Z, a) un modéle interprétant les symboles de prédicat associés au support, et
G(D,TI) un graphe d’interprétation. Alors Valy (®(S)) = VRAIL si et seulement si G(D,T)
est cohérent pour S.

Preuve: Cette démonstration est immédiate : la valuation dans M de ®(S) est vraie < la
valuation dans M de chacun des ¢(t,t'), pour t <' ¢/, est vraie (régle 1.) < la valuation
dans M de chacun des ¢(¢,t'), pour ¢t < t', est vraie (transitivité) < pour chaque ¢t < ¢, si
t(dy,...,d;) s’interpréte a VRAI, alors t'(dy, ..., d;) s'interpréte & VRAI (régle 4.) < pour
chaque t < ¢/, toute relation de type ¢t dans G(D,Z) est jumelle d’une relation de type t'
(construction du graphe d’interprétation) < G(D,ZT) est cohérent pour S (définition). O

6Ce graphe élémentaire est nfini, et donc il ne rentre pas dans le cadre de travail que nous nous
sommes fixé. Cependant, nous ne nous intéresserons qu’a des projections de graphes finis dans ce graphe.
Nous pourrions donc considérer, & chaque fois, le graphe fini qui est 'image homomorphe de la projection
courante. Nous ne nous intéressons donc qu’a des parties finies de ce graphe. Une autre méthode aurait
été de prouver, en logique, que nous pouvons ne considérer que des domaines finis pour le fragment de
la logique du premier ordre que nous utilisons. Nous avons cependant préféré montrer notre résultat en
n’utilisant que la théorie des graphes.
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Projection et valuation dans un modéle

Il ne nous reste maintenant qu’a préciser le rapport entre I’assignation des variables de
®(G) et la projection de G' dans un graphe d’interprétation.

Lemme 3.2 (Projection et valuation dans un modéle) Soient S un support, M =
(D,Z,a) un modéle interprétant les symboles de prédicat associés au support, G(D,T)
un graphe d’interprétation cohérent pour S, G un graphe élémentaire sur S et ®(G) la
traduction de G obtenue par le biais d’une application terme : V(G) — Var. Alors
Valp (®(G)) = VRAI si et seulement si il existe une application o : Var(®(G)) — Var
telle que o o o terme est une projection de G dans G(D,I).

Preuwe: Ici aussi, nous procéderons par équivalences successives : Valy (®(G)) = VRAI

& il existe une application o des variables de ®(G) dans Var telle que Valy((¢g—0()(G)) =
VRALI (cette application o est la résultante des substitutions de variables de la régle 2., et
Pz—0(z)(G) est la formule obtenue & partir de ¢(G) en remplacant chaque occurrence d’une
variable z par o(z))

& il existe o : Var(®(G)) — Var telle que, pour chaque relation r de U(G), avec 7(r) =
ti et y(r) = (z1,...,2;), Valu(ti(o(terme(z,)),...,o(terme(x;)))) = VRAI (régle 1., et
association d’une aréte avec sa traduction)

& il existe p = o o terme : V(G) — Var telle que, pour chaque relation r de U(G), avec
T(r) =t; et ¥(r) = (z1,..., ), (Z(t;))(u(z1), ..., p(z;)) = VRAI (régle 3., et composition)
& il existe = o o terme : V(G) — Var telle que, pour chaque r de U(G), avec y(r) =
(x1,...,24), il existe 7' € U(G(D,I)) avec 7(r') = 7(r) et v(r") = (a(u(z1)), - .., a(p(z;)))
(par construction du graphe d’interprétation)

& il existe p = o o terme : V(G) — Var telle que « o p est une projection de G dans
G(D,I) (cohérence du graphe d’interprétation, et définition). O

Remarquons immeédiatement (nous en aurons besoin quand nous étudierons les graphes
conceptuels simples), que la condition d’injectivité de terme n’est absolument pas nécessaire
dans cette démonstration.

Démonstration du théoréme

Nous utilisons maintenant les lemmes 3.1 et 3.2 pour démontrer le Th. 3.5. Bien que
nous donnions la démonstration directe, nous donnons aussi une démonstration utilisant
des conditions plus faibles, qui restera valide lorsque nous introduirons les marqueurs in-
dividuels dans les graphes (qui correspondront a des constantes en logique).

Preuve: Supposons maintenant G et H deux graphes élémentaires sur un support S, et
montrons que G <s H si et seulement si &(S), ®(G) = ®(H).

(=) Supposons G <s H, alors montrons que, pour tout modéle M si Valy(®(S)) =
VRAI et Valy(®(G)) = VRAL alors Valy(®(H)) = VRAL Comme Valy(®(S)) = VRAL,
alors le graphe d’interprétation G(D,Z) est cohérent pour S (Lem. 3.1), et, en appliquant
le Lem. 3.2, il existe une application o : Var(®(G)) — Var telle que a o 0 o termeg est
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une projection de G dans G(D,Z). Soit m une projection de H dans G (elle existe, car
G <s H), alors a0 0 o termeg o 7 est une projection de H dans G(D,Z).

Nous pourrions conclure immeédiatement en remarquant que, puisque termey est in-
jective, o o o o termeg o T o terme,' o termey est une projection et il existe bien o' =
o o termeg o T o termej;" telle que a o o’ o termey est une projection de H dans G(D,T), ce
qui nous permet d’appliquer le Lem. 3.2.

Cependant, nous préférons utiliser une condition plus faible, qui restera encore va-
lable lorsque nous intégrerons marqueurs individuels et liens de co-référence au modéle des
graphes conceptuels simples :

Supposons que la projection m conserve les classes d’équivalence induites par la traduction
termey, i.e., pour toute paire x,y de sommets de H, si termey(zr) = termeg(y), on a
nécessairement termeg(m(z)) = termeg(n(y)).

Remarquons que l'injectivité de termey est un cas particulier de cette condition : si
termey est injective, alors cette propriété est vérifiée par toute projection m. Cette condi-
tion plus faible nous permettra également de conclure. En effet, a toute variable x de
®(H), nous pouvons associer une variable ¢’(xz) € Var de fagon a ce que o' o termey =
o o termeg o m. Cette application ¢’ : Var(®(H)) — Var est construite de la fagon sui-
vante : si x € Var(®(H), alors soient zi,...,x; les sommets concepts de H tels que
termey (x;) = x. Choisissons un sommet concept dans cet ensemble, par exemple z;. Alors
o'(z) = o(termeg(m(x1))). De par la condition que nous nous sommes donnée, o'(z) sera le
méme quel que soit le z; choisi. Alors on a bien o’ otermey = ootermegom, et aoo’ otermey
est une projection de H dans G(D,Z), ce qui nous permet de conclure grace au Lem. 3.2.
o

(<) Supposons maintenant que, pour tout modéle M, si Valy(®(S)) = VRAI et
Valp (®(G)) = VRAL, alors Valy(®(H)) = VRAL Considérons maintenant un modéle par-
ticulier, que nous noterons Mg, obtenu de la facon suivante :

— le domaine D est constitué¢ de |V (G)| + 1 éléments, et on se donne une application

injective 6 : V(G) — D, 'élément de D non atteint par § est nomme €

— pour chaque symbole de prédicat d’arité i t;, pour chaque tuple (di,...,d;) € D,

(Z(t:))(dy, ..., d;) = VRAIsi et seulement si il existe r € U(G), avec y(r) = (z1, ..., ;)
telle que 7(r) <; t; et (0(z1),...,0(x;)) = (dy,-..,d;);

— « est Papplication qui, & chaque variable v = termeg(x) fait correspondre 0(z), et

qui associe I’élément € & tous les autres (nous supposons ici que termeg est injective).
Alors le graphe G(D, Z) est un graphe d’interprétation cohérent pour S, et 7 = o termeg
est une projection de G dans G(D,T). Donc, d’aprés le Lem. 3.1, on a Valy, (®(S)) = VRAI
et, d’aprés le Lem. 3.2, Valys, (®(G)) = VRAL Donc, par hypothése, Valy,(P(H)) = VRAL
Alors, encore d’aprés le Lem. 3.2, il existe une application o : Var(®(H)) — Var telle que
« o o o termey est une projection de H dans G(D,Z).

Ici aussi, nous pourrions immédiatement conclure en affirmant que, comme terme " oa~
est une projection de G(D,T) dans G, alors terme,' o ™' o a0 0 o termey = terme,' oo o
termep est une projection de H dans G. Donc G <5 H.

1 1
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Cependant, les graphes G et G(D,Z) ne seront plus équivalents lorsque nous intro-
duirons les marqueurs individuels (constantes) dans le modéle. Considérons plutot Pap-
plication ™ = 1;er1neg;1 oo o termey de H dans G, et la projection 7' = « o o o termey
de H dans G(D,Z). Alors pour toute relation r € U(H), avec fy( ) = (Z1,-..,), il

existe ' € U(G(D, 1)) telle que 7(r') < 7(r) et v(r') = (7'(x1), ..., 7' (x;)). Par construc-
tion, cette relation a été construite car il existe v’ € U(G ), avec 7(r'") < 7(r'), et
v(r'") = (termeg' (o= (n'(x1))),. .., termeg' (o~ (7' (x;)))). Donc termez' oa~lon’ = 7
est bien une projection de H dans G. O

3.3.3 Discussion : SG et logique du premier ordre

Nous avons préféré inclure cette démonstration dans ce mémoire, plutot que de référen-
cer simplement la preuve existante de [Chein and Mugnier, 1992|, pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, nous avons trouvé intéressante cette facon de voir d’'une méme maniére,
par des projections, le mécanisme de déduction sur les graphes élémentaires et le plonge-
ment d’un graphe élémentaire dans un modeéle (qui intégre a la fois la traduction des som-
mets concepts, la substitution des variables, et ’assignation de ces variables aux constantes
du domaine). Le Lemme 3.2 identifie trés clairement les relations entre une valuation a vrai
dans un modéle et 1’existence d’une projection.

De plus, nous avons également précisé dans cette démonstration en quoi 'injectivité de
la traduction est importante, et quelles conditions plus faibles sont suffisantes. Les résultats
d’équivalence et de complétude des modéles de graphes conceptuels simples obtenus en
rajoutant marqueurs individuels et/ou liens de co-référence seront alors immeédiats.

d(H) H
, termey
o -

0. . '

— @ G
a o -
termeg

FORMULES

(GRAPHES ELEMENTAIRES
T

9(D,1) MODELES

FiG. 3.10 — Graphes élémentaires, traduction logique, et modéles.

Nous souhaitons enfin mettre en lumiére plusieurs points abordés dans cette section.



58 CHAPITRE 3. GRAPHES ELEMENTAIRES

Projection et bases de données

Cette démonstration unifie aussi différents résultats : ’équivalence entre la projection de
graphes élémentaires et la déduction logique (dans le fragment positif, conjonctif, existentiel
de la logique du premier ordre), mais aussi la satisfaction d’une requéte positive conjonctive
en bases de données (en considérant le graphe d’interprétation comme une instance d’une
base de données et le graphe G comme une requéte conjonctive — sans constantes, mais
nous les intégrerons a la section suivante, voir [Abiteboul et al., 1995]), ce qui nous raméne
au théoréme d’homomorphisme en bases de données [Chandra and Merlin, 1977]. De plus,
en voyant H et G' comme deux requétes conjonctives, une projection de H dans G signifie
que tous les modéles de H sont des modéles de GG : nous avons donc une autre version de
I’équivalence entre projection et inclusion de requétes conjonctives (prouvée indirectement
par 1’équivalence entre inclusion de requétes conjonctives et satisfaction d’un réseau de
contraintes [Kolaitis and Vardi, 1998]).

Support conjonctif et conjonction de types

Une bréve remarque a propos des graphes élémentaires compressés sur un support
conjonctif §* : comme la S*-projection sur ces graphes est équivalente a la S-projection
sur leur expansion (Cor. 3.1), il est naturel de leur associer la méme traduction logique.
La traduction d’une relation r dont le type est {¢1,...,%,} et dont les arguments sont
(@1,...,x,) sera donc ¢(r) =t (1, ..., Tn) Ao Atp(z1, ..., 20).

La traduction d’une relation typée par un ensemble étant équivalente & une conjonction
de traductions, nous noterons donc :

{ti,...;ta} = 400Nty
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Nous avons pour l'instant présenté un modéle formel de raisonnement comme un for-
malisme de §G : les graphes élémentaires. Ce formalisme est une version simplifiée de celui
des graphes conceptuels simples [Sowa, 1984, Chein and Mugnier, 1992], qui en conserve
les propriétés essentielles. Nous présentons maintenant plusieurs formalismes étendant les
graphes conceptuels simples, et les comparons aux graphes élémentaires que nous avons
définis et étudiés. Nous nous attacherons & montrer d’un coté, d’un point de vue représen-
tation de connaissances, I'intérét (abstraction, structuration, lisibilité) de ces différentes
constructions, et d’un autre c6té, d’'un point de vue théorique, que tous ces formalismes
sont équivalents. A la lumiére des résultats que nous venons de prouver sur les graphes
élémentaires, nous étudierons 1’'utilité des différentes restrictions imposées habituellement
dans ces modéles.

Dans les graphes élémentaires, seules les relations sont typées. Avec le formalisme des
graphes conceptuels trés simples (utilisé comme formalisme de base dans |Baget, 2000)),
nous rajouterons des types aux sommets concepts. Nous rajouterons ensuite d’un méme
élan les marqueurs individuels (ce qui aurait suffit a obtenir les graphes conceptuels simples),

29
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et les liens de co-référence, puisqu’ils présentent exactement les mémes problémes (une tra-
duction par ® des sommets concepts en variables/constantes qui n’est pas injective), et
les mémes solutions (la considération d’une forme normale). Nous parlerons ensuite des
graphes conceptuels emboités [Chein et al., 1998], ot un sommet concept peut étre décrit
par un graphe.

Pour chacun de ces différents formalismes, nous adopterons dans notre présentation une
démarche similaire :

1. rappeler les définitions usuelles des graphes et de leur projection dans ce formalisme ;
2. montrer ’équivalence de ce formalisme avec celui des graphes élémentaires ;
3. étendre la sémantique ® aux objets de ce formalisme.

Nous préciserons a cette occasion ce que nous entendons par équivalence entre SG et
le fragment positif, conjonctif, existentiel de la logique du premier ordre.

Notons que, dans chacun de ces formalismes, nous appellerons « projection » I’opération
de raisonnement, méme si elle est définie chaque fois de fagon différente. Afin d’éviter
une multiplication abusive des dénominations, nous demanderons au lecteur, a chaque
occurrence de ce terme, de lui substituer la définition donnée pour les objets sur lesquels
cette opération s’applique.

Formalisme Structure Support | Intérét

Graphes élémentaires | hypergraphes (TRr) Algorithmes
Graphes conceptuels | multigraphes bipartis (Tc, Tr) Formalisme inter-
trés simples meédiaire

Graphes  conceptuels | multigraphes bipartis + liens de co- | (T¢,Tg,Z)| Représentation de
simples référence connaissances

Graphes  conceptuels | multigraphes bipartis hiérarchisés + | (T¢,Tg,Z)| Représentation de
embofités liens de co-référence connaissances

TAB. 4.1 — Structure des graphes employés dans les différents formalismes de SG

La table 4.1 récapitule les différents formalismes de SG, en indiquant la structure des
objets utilisés, la composition du support, et les raisons que ’on a de s’y intéresser.

4.1 Graphes conceptuels trés simples

Ce formalisme, employé comme modéle de base dans [Baget, 2000], est le plus proche
des graphes élémentaires. Cas particulier, sans marqueurs individuels, du formalisme des
graphes conceptuels simples de [Sowa, 1984, il ne différe syntaxiquement des graphes élé-
mentaires que par l'identification de certains types de relations d’arité 1 & des types de
concepts. Nous mettrons cependant en valeur les différences entre la projection des graphes
élémentaires (qui ne prend en compte que des sommets concepts) et la projection des
graphes conceptuels (qui prend en compte aussi bien les sommets concepts que les som-
mets relations).
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4.1.1 Deéfinitions usuelles

Comme pour les graphes élémentaires, nous définirons le support, qui encode la connais-
sance ontologique, les graphes, qui encodent les connaissances factuelles, et la projection,
opération de raisonnement.

Le support

Définition 4.1 (Support) Un support de (graphes conceptuels trés simples) est une struc-
ture S = (Te, <¢), Tr = (T}, <%), ..., (Tk, <k)), 0) telle que :

- Tc est l’ensemble de types de concepts, et <¢ un ordre (partiel) sur Tc ;

— T% est un ensemble de types de relations d’arité i, et <% un ordre (partiel) sur T% ;

— la signature o associe & chaque relation d’arité i un élément de (T¢)*.

Notons que T comme les différents 7% admettent souvent chacun un élément maxi-
mum, qui sont notés respectivement T¢, Tk, ..., T |[Mugnier, 2000 n’impose un maxi-
mum que pour ’ensemble Tz des types de concepts. Nous verrons, par ’équivalence de ce
modele avec celui des graphes élémentaires, qu’aucune de ces restrictions n’est nécessaire
aux résultats théoriques. Cependant, ’existence d’un élément maximum est caractéristique
des ontologies utilisées en représentation de connaissances. Bien qu’elle ne soit pas théori-
quement nécessaire, la définition d’un élément maximum T pour chacune de ces hiérarchies
doit étre vue comme une « bonne habitude » de modélisation.

La signature (voir Chap. 2) est présente dans [Sowa, 1984]. Bien qu’intéressante d’un
point de vue représentation de connaissances, elle n’a aucune influence sur les raisonne-
ments. La signature o associe a chaque type de relation d’arité 7 un tuple de taille ¢ de
types de concepts. Il s’agit d’une contrainte (au sens que nous définirons au Chap. 7)
sur les graphes conceptuels que ’on est en droit de définir. En effet, un graphe concep-
tuel sera dit bien formé par rapport a o si, pour toute relation r dont le type est t, avec
o(t) = (t1,...,t), le type du ®™ voisin de r est plus spécifique que ¢; (il s’agit d’une
propriété de covariance couramment utilisée dans les langages a objets). Un prétraitement
linéaire des graphes conceptuels suffit & vérifier cette contrainte. Nous oublierons désormais
cette signature, qui n’a aucune incidence sur les raisonnements (ou considérerons, d’une
maniére équivalente, que la signature de tout type de relation d’arité ¢ est le tuple de taille

i(Tey. s To)).

Les graphes

Les graphes conceptuels trés simples ressemblent étrangement aux graphes élémentaires,
mis a part que les sommets concepts sont typés et que les relations sont des sommets.

Définition 4.2 (Graphes conceptuels trés simples) Un graphe conceptuel trés simple
sur un support S est un multigraphe biparti étiqueté G = (V = (Ve, Vr), E,€), ot :
— Vi et Vi sont deux ensembles finis distincts, respectivement de sommets concepts et
de sommets relations ;
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— F est un multiensemble d’aréles entre les sommets de Vo et ceuxr de Vg, les arétes
incidentes a un sommet relation de degré k sont numérotées par e de 1 a k ;

— € associe a tout sommet x son type, un élément de To si x est un sommet concept,
un élément de Tk si x est un sommet relation de degré i (e obéit, si besoin est, auz
contraintes définies par la signature : le graphe doit étre bien formé).

Les sommets concepts sont représentés par des rectangles, dans lesquels on inscrit leur
type, et les sommets relations par des ovales, dans lesquels on inscrit aussi leur type. Les
arétes sont représentées par des traits reliant leurs deux extrémités, et on inscrit a coté
d’elles leur numeéro.

Projection de graphes conceptuels trés simples

Le fait que les relations soient des sommets a une conséquence directe sur la projection,
dont les objets seront aussi bien les sommets concepts que les sommets relations :

Définition 4.3 (Projection) Soient H et G deux graphes conceptuels trés simples sur
un support S. Une projection de H dans G est une application 1 = (r¢c,nr) de V(H) dans
V(G), ou m¢ est une application de Vo (H) dans Vo (G) et mg est une application de Vr(H)
dans Vg(G), qui préserve l'ordre sur les types et conserve les arétes et leur numérotation,
ie. :
— pour tout sommet concept ¢ de Vo(H), e(mc(c)) < €(c);
— pour tout sommet relation v de Vi(H), e(mr(r)) < e(r);
— pour toute aréte e € E(H), notons ¢ son extrémité dans Vo(H), v son extrémité
dans Vg(H), et i son numéro. Alors il existe une aréte numérotée i dans G dont les
extrémités sont mc(c) et wr(r).

H ool T3 2 frd
¢ |

F1G. 4.1 — Les deux projections du graphe conceptuel trés simple H dans G.

La F1G. 4.1 montre un exemple (trés simple) de projection d’un graphe conceptuel
trés simple dans un autre. Le graphe H, considéré comme une requéte, s’interpréte par
« est-ce-qu’une personne est en relation avec quelque-chose ? ». Le graphe G, quant a lui,

s’'interpréte par : « une personne regarde sa voiture abimée. ». Il y a deux projections de
H dans G.
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4.1.2 Graphes conceptuels trés simples et graphes élémentaires.

Considérons les graphes de la F1G. 4.1. On pourrait les voir ou bien comme des graphes
conceptuels trés simples ou bien comme des graphes élémentaires pour lesquels nous avons
dessiné certaines des relations d’arité 1 a l'intérieur du sommet concept dont ils sont
arguments.

Des problémes équivalents

Un graphe élémentaire G peut étre vu comme un graphe conceptuel trés simple G’ =
E2TS(G) particulier : il n’y a qu’un seul type de concept, T, et les types de relations
restent inchangés. Les sommets concepts de G sont les sommets concepts de G, et les rela-
tions de G sont les sommets relations de G'. Les arguments des relations de G déterminent
les arétes de G’ : pour chaque relation r de G, pour chaque sommet concept x tel que
x = 7;(r), il existe une aréte numérotée i entre x et r dans G'. Il est immédiat de véri-
fier (ce n’est qu’une reformulation de la définition) qu’il existe une projection d’un graphe
élémentaire H dans un graphe élémentaire G si et seulement si il existe une projection
du graphe conceptuel trés simple H' = E2TS(H) dans le graphe conceptuel trés simple
G' = E2TS(@G). Voir, en effet, que si 7 est une projection de H dans G, il suffit de prendre
une des applications choix associant & chaque relation de H un de ses certificats dans G,
et (m, choix) est bien une projection (de graphes conceptuels trés simples) de H' dans G'.
Réciproquement, si (7¢, 7g) est une projection de H' dans G’, alors 7o est une projection
de H dans G (dont 7g est une fonction de choix). Cette transformation est illustrée dans
la F1G. 4.2.

1 1
H ersonne 1 T 2 H'’ @ L 1T¢ T 2 T¢

I
H : I
i . | i s LT T
3ch01x ™ ivChOIX ™ R : e} R
i

2 v v

F1G. 4.2 — Transformation de graphes élémentaires en graphes conceptuels trés simples.

De la méme fagon, on peut traduire un graphe conceptuel trés simple G' en un graphe
élémentaire G' = TS2E(G). Les types de relations d’arité 1 du nouveau support sont
I'union des types de concepts et des types de relations d’arité 1 de ’ancien support. Les
sommets concepts de G sont les sommets concepts de G', et, si un sommet concept z est
typé par t, alors on rajoute dans G’ une relation d’arité 1, de type ¢, incidente & z. Les
sommets relations deviennent des relations de méme type et de méme arité, et les arétes de
G déterminent leurs arguments : si un sommet concept c est relié par une aréte numérotée
i & un sommet relation r, alors, dans G, 7;(r) = c. Nous pouvons vérifier, comme ci-dessus,
que cette transformation conserve l’existence des projections. Si (7, Tg) est une projection
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de H dans G, alors 7¢ est une projection de H' dans G'. m¢ comme g servent & construire
la fonction choix qui justifie cette propriété : m¢ détermine implicitement le choix pour les
relations associées & un type de concept, et mr pour les autres. Cette transformation est
illustrée dans la F1G. 4.3.

H o pesome|——CTh 2 {re] g @emome> 1T P 0

F1G. 4.3 — Transformation de graphes conceptuels trés simples en graphes élémentaires.

Enfin, nous pouvons remarquer que E2TS(TS2E(G)) # G (nous ne savons pas comment
retrouver un type de concept a partir d’une relation d’arité 1).

Ces transformations posent deux problémes, le premier concernant la non conservation
du nombre de projections (car, dans un contexte de réponse a une requéte, nous nous
intéressons a toutes les solutions), et le deuxiéme concernant cette « perte de types de
concepts ».

Nombre de projections

Nous avons vu que les transformations E2TS et TS2E conservent 1’existence des pro-
jections, mais pas toutes les projections. Précisons un peu cette notion. Que ce soit par
la transformation E2TS ou par la transformation T'S2E, a toute projection 7 d’un graphe
élémentaire H, dans un graphe élémentaire G, correspond un ensemble de projections de
la forme (7, 7). Comme 7y est déterminée par la fonction choix associée a m, il s’ensuit
qu’a chaque projection de graphes élémentaires peut correspondre un nombre exponentiel
de projections de graphes conceptuels trés simples (voir Sect. 3.1.1).

D’un point de vue algorithmique, nous ne pouvons que bénéficier de cette réduction du
nombre de projections : en traduisant les graphes conceptuels trés simples dans le forma-
lisme des graphes élémentaires, chaque projection que nous obtenons par un algorithme
d’énumération représente une classe d’équivalence (potentiellement de taille exponentielle)
des projections de graphes conceptuels trés simples que nous aurions eu a énumérer. De
plus, nous verrons a la Sect. 5.2.2 (inspirée des travaux de |[Bessiére et al., 1999|) que,
méme lorsque I'on ne s’intéresse pas a I’énumération des projections mais a la recherche
d’une projection, la vision hypergraphe des graphes élémentaires permet d’implémenter
des algorithmes plus efficaces.

Cependant, d’un point de vue représentation de connaissances, la perte de ces pro-
jections peut ne pas étre souhaitable. Reprenons 'exemple de la FiG. 4.3. A la ques-
tion « existe-t-il une personne en relation avec quelque-chose ? », la projection de graphes
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conceptuels trés simples apporte deux réponses « une personne regarde une voiture », et
« une personne posséde une voiture ». La projection de graphes élémentaires ne considére
qu’une seule de ces réponses, qui sera déterminée par la fonction choix utilisée comme
certificat de la projection. Il est a craindre que ceci ne satisfasse pas un utilisateur.

La premiére solution est immédiate : pour chaque projection 7 de graphe élémentaire
obtenue, nous pouvons générer ’ensemble des fonctions choix pour 7, et ainsi obtenir
toutes les projections de graphes conceptuels trés simples. La deuxiéme solution, que nous
allons aborder maintenant, est d’utiliser la conjonction de types et les graphes minimaux
(Sect. 3.2.1), afin de répondre « une personne (posséde et regarde) une voiture », réponse
encore plus satisfaisante puisqu’elle fait le lien entre les deux réponses précédentes.

Traduction des types de concepts et conjonction de types

Il se pose un autre probléme concernant les transformations E2TS et TS2E que nous
avons présentées. En effet, pour un graphe conceptuel trés simple donné, E2TS(TS2E(G)) #
G. Ce qui veut dire que, si nous éditons un graphe conceptuel trés simple, calculons les
projections dans le formalisme des graphes élémentaires, puis retraduisons le résultat (les
images homomorphes) dans le formalisme des graphes conceptuels trés simples pour les
visualiser, nous n’avons plus les mémes graphes...

F1G. 4.4 — Transformations utilisant les données du support et/ou les types conjonctifs.

La F1G. 4.4 illustre trois transformations alternatives des graphes élémentaires en
graphes conceptuels trés simples qui, si elles conservent aussi toutes les projections (&
une classe d’équivalence prés), vérifient cette fois les propriétés TS2E o E2TS = Id, et
E2TS o TS2E = Id.

Dans la premieére, nous utilisons les connaissances encodées dans le support des graphes
conceptuels trés simples : nous y lisons quels types de relations d’arité 1 doivent étre
considérés comme des types de concepts. Ainsi, si chaque sommet concept de G est incident
a une et une seule relation d’arité 1 étiquetée par un type correspondant a un type de T,
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nous pouvons donner au sommet concept le type de cette relation (transformation E2TS’).
Dans I'exemple, seul FEtudiant est un type de concept de T¢, et si Enseignant 1’était aussi,
il n’y aurait aucun moyen de traduire le graphe élémentaire G.

Avec la seconde transformation, E2TS”, nous introduisons dans le formalisme des graphes
conceptuels trés simples la conjonction de types. Si Etudiant et Enseignant sont deux types
de T, alors le type du sommet concept obtenu est Etudiant M Enseignant. La comparaison
des types de concepts conjonctifs se fait alors comme indiqué dans la Sect. 3.2.1. Remar-
quons qu’il y a encore une limitation aux graphes élémentaires que 1’on est en droit de
traduire : il faut que tous les sommets concepts d’un graphe élémentaire G soient inci-
dents & au moins une relation typée par un type de 7. Cependant, nous pouvons éliminer
cette restriction en considérant le type vide (obtenu par une conjonction de 0 types) et T¢
comme équivalents. L’équivalence entre les graphes élémentaires et les graphes conceptuels
trés simples montre que I'introduction des types conjonctifs n’est pas un réel enrichissement
du modéle, et qu’il est implicitement présent de par la possibilité d’utiliser des relations
unaires jumelles.

Cela veut-il dire que, grace a la possibilité de représenter la conjonction de types de
concepts, les relations unaires sont désormais superflues 7 En effet, il est possible d’intégrer
toutes les relations unaires au type du sommet concept qui leur est incident, ce que fait
la transformation E2TS”’. En termes de représentation de connaissances, nous ne pensons
pas que ceci soit désirable. Le type conjonctif Voiture M abimé de I’exemple ne nous semble
pas particuliérement naturel. Bien que certains utilisateurs préférent un type conjonctif
Voiture M Objet abimé, d’autres préférent un sommet concept de type Voiture, sur le-
quel porte une relation d’arité 1. Pour répondre aux différents besoins de modélisation,
il apparait donc nécessaire de garder la possibilité d’avoir a la fois des types de concepts
et des relations d’arité 1, représentés de fagon distincte. Cependant, d’un point de vue
algorithmique, le graphe minimal d’un graphe élémentaire sur lequel nous calculerons les
projections (Chap. 5) va amalgamer, sans considération pour leur statut épistémologique,
types de concepts et types de relations d’arité 1.

Enfin, il serait possible de la méme maniére de représenter chaque classe de relations
jumelles par une seule relation, dont le type est la conjonction des types des relations de
la classe. Si on considére le critére de lisibilité du dessin d’un graphe, ceci ne semble pas
étre une bonne idée. Cependant, ceci permet de diminuer le nombre de projections de
graphes conceptuels trés simples (il sera identique au nombre de projections de graphes
élémentaires), et de faire le lien entre les réponses différentes engendrées par des relations
jumelles, comme nous en avons indiqué le besoin. Ne souhaitant pas trancher entre ces
avantages/inconvénients (lisibilité des données et lisibilité des réponses aux requétes), nous
maintiendrons le status quo ante et ne considérerons la conjonction de types que pour
les types de concepts. D’un point de vue algorithmique (Chap. 5), nous utiliserons cette
conjonction de types de relations puisque nous considérerons les graphes minimaux.
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4.1.3 Une méme sémantique logique

La formule logique ®(S) associée a un support et la formule logique ®(G) associée a
un graphe conceptuel trés simple G sont définies de la facon suivante :

Formule logique associée au support

La définition de cette formule est identique & celle qui était donnée dans le cas des
graphes élémentaires (Sect. 3.3). Nous en donnons toutefois 'adaptation (immeédiate) aux
graphes conceptuels trés simples afin que ce chapitre puisse se lire de facon autonome.

Soit 8 = ((Te, <¢), Tk = (T4, <k),- .., (Tk <)), o) un support donné par les rela-
tions de couverture <g', §}z', cen, §’}EI. Nous pouvons construire une traduction ®(S) de la
fagon suivante :

1. a chaque type de concept ¢ nous associons un symbole de prédicat d’arité 1, que nous
noterons de la méme facon ¢;

2. a chaque type de relation v d’arité n dans le support nous associons un symbole de
prédicat d’arité n, que nous noterons de la méme fagon u ;

3. nous disposons d’un ensemble dénombrable de variables Var = {z1,...,2p,..., };

4. a chaque couple (¢,1") de types de concepts tel que ¢ <[, ¥, nous associons la formule
o(t, 1) = Va(t(z) — t'(z));

5. pour chaque T% de S, a chacun des couples (¢,#') tel que tgzélt’ nous associons la
formule ¢(t,t") =Vay ...V (t(z1, ..., x;) = (21, .., 25));

6. une formule ®(S) qui traduit le support est la conjonction de ces formules ¢(¢,¢').

Formule logique associée & un graphe conceptuel trés simple

De la méme facon, 'adaptation aux graphes conceptuels trés simples de la sémantique
logique des graphes élémentaires est immédiate. Soit G' un graphe élémentaire sur un
support S.

1. on se donne une application injective, terme : Vo(G) — Var, mais, pour alléger les
notations, nous pourrons noter de la méme maniére z, un sommet concept de G, et
x = terme(x), la variable qui lui est associée;

2. chaque sommet concept ¢ de G, avec €¢(z) =t est traduit par la formule ¢¢(c) = t(c)
(si le type de ¢ est un type conjonctif T = ¢; M --- M t,, sa traduction est ¢c(c) =
BE) A+ A ty(0)):

3. chaque sommet relation r de G, dont les arguments sont, dans cet ordre, ¢i,...,c,
et dont le type est u est traduit par la formule ¢g(r) = u(cy, ..., ¢p);

4. nous notons ¢(G) la conjonction des ¢¢(c), pour ¢ € Vo(G) et des ¢g(r) pour r €
Vr(G);

5. une formule ®(G) qui traduit le graphe G est la fermeture existentielle de la formule

¢(G).
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Nous pouvons par exemple associer au graphe G de la FiG. 4.3 la formule :

Personne(z) A Voiture(y) A regarde(z,y) A posséde(z,y) N abimé(y)

Adéquation et complétude

Nous retrouvons a l'identique, dans le modéle des graphes conceptuels trés simples, le
théoréme d’adéquation et complétude de [Sowa, 1984, Chein and Mugnier, 1992 :

Corollaire 4.1 Soit S un support et H et G deux graphes conceptuels trés simples sur S.
Alors il existe une projection de H dans G si et seulement si ®(S), ®(G) = ®(H).

Preuve: Soit G' un graphe conceptuel trés simple sur un support S. Considérer le support
S’ = TS2E(S) et le graphe élémentaire G' = TS2E(G). Vérifier que ®(S) = ®(S’), et que
®(G) = ¢(G"). Comme nous avons vu que les projections de H dans G sont identiques (a
une classe d’équivalence prés) aux projections de TS2E(H) dans TS2E(G), nous n’avons
plus qu’a appliquer le théoréme d’adéquation et de complétude démontré dans le cadre des
graphes élémentaires (Th. 3.5) pour conclure. O

4.2 Graphes conceptuels simples

Un des intéréts de la représentation par des graphes conceptuels réside dans la lisibi-
lité des graphes. Or cet avantage disparait rapidement dés lors que les graphes deviennent
grands. Un grand graphe ne peut étre visualisé que par une succession de graphes plus pe-
tits, ce qui est impossible, & moins qu’il ne soit composé de plusieurs composantes connexes,
dans le modéle des graphes conceptuels élémentaires.

Afin de pouvoir éditer un graphe « par morceaux », il est donc nécessaire de pouvoir
indiquer que deux sommets concepts représentent la méme entité. Ceci pourra se faire en
nommant l'entité par un marqueur individuel (que I’on peut voir comme une constante en
logique), ou en reliant deux sommets concepts par un lien de co-référence.

L’intérét et I'expressivité des liens de co-référence ne réside pas seulement dans la lisi-
bilité des graphes. Comme on le verra a la Sect. 4.3, avec les graphes conceptuels emboités,
les liens de co-référence permettent de représenter des situations qui ne seraient pas expri-
mables dans ce formalisme sinon.

Nous verrons que marqueurs individuels et liens de co-référence présentent exactement
les mémes problémes et nécessitent exactement les mémes solutions. Nous les rajoutons
donc en méme temps au formalisme des graphes conceptuels trés simples. Le formalisme
ainsi obtenu est celui des graphes conceptuels simples.

4.2.1 Mise a jour des définitions

Nous voyons maintenant comment la prise en compte des marqueurs individuels et
des liens de co-référence modifie les définitions que nous avons données pour les graphes
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conceptuels trés simples. Nous insistons aussi sur les intéréts additionnels de la conjonction
de types dans ce formalisme.

Support

Le support S = (T¢, Tr,Z) comprend maintenant un ensemble Z de marqueurs indi-
viduels, et nous utilisons un marqueur particulier, dit générique, noté *, indépendant du
support. Nous considérons une relation d’ordre sur ZU{x*}, telle que le marqueur générique
* est plus général que tous les marqueurs individuels de Z, et les marqueurs individuels de
7 sont deux & deux incomparables.

Habituellement, une relation de conformité associe & chaque marqueur individuel un
type de T¢. Cette relation de conformité a deux objectifs. D’une part, cette relation « ex-
plique » le marqueur individuel, en explicitant quel doit étre le type d’un sommet concept
étiqueté par ce marqueur. D’autre part, cette relation de conformité assure que ’on pourra
fusionner deux sommets concepts ayant méme marqueur individuel (cependant, cette né-
cessité disparait lorsque 'on utilise des types conjonctifs).

Graphes

Nous ne donnons dans la définitions suivante des graphes conceptuels simples aucune
restriction concernant les sommets concepts que 1’on peut étiqueter par un méme marqueur
individuel ou déclarer appartenir & une méme classe de co-référence. Des restrictions seront
cependant nécessaires, et nous discuterons des différentes possibilités au cours de cette
section.

Définition 4.4 (Graphes conceptuels simples) Un graphe conceptuel simple sur un
support S est un multigraphe biparti étiqueté G = (V = (Vi, V), E, €, co-ref), ot :
- Vi et Vi sont deux ensembles finis distincts, respectivement de sommets concepts et
de sommets relations ;
— E est un multiensemble d’arétes entre les sommets de Vi et ceur de Vg, les arétes
incidentes a un sommet relation de degré k sont numérotées par € de 1 a k ;
— € associe & tout sommet concept ¢ un type de Tc et un marqueur de T U {x}; et a
tout sommet relation r un type de Tk, ot i est le degré de r.
— co-ref est une classe d’équivalence sur les sommets concepts de G.

Les sommets concepts sont maintenant étiquetés par un type de concept, et par un
marqueur, qui peut étre individuel ou générique. Dans le premier cas, on dit que c’est un
sommet concept individuel, sinon, que c’est un sommet concept générique. Si le sommet
concept est individuel, alors son type doit étre celui associé & son marqueur par la relation
de conformité. Dans le dessin du graphe, 1’étiquette d’un sommet concept est représentée
sous la forme type : marqueur. Pour alléger les notations, nous pourrons représenter
I’étiquette d’un sommet concept générique sous la forme type. Plusieurs sommets concepts
individuels ayant le méme marqueur représentent la méme entité.
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De la méme fagon, pour représenter que plusieurs sommets concepts génériques re-
présentent la méme entité, nous pouvons indiquer (de fagon externe aux sommets, il ne
s’agit plus d’une étiquette) que ces sommets concepts appartiennent a une méme classe
d’équivalence, qui est appelée classe de co-référence. Deux méthodes sont habituellement
utilisées pour représenter que deux sommets sont co-référents : tout d’abord, nous pouvons
utiliser des marqueurs génériques « nommés », comme « *x123 ». Deux sommets ayant le
méme marqueur générique nommeé appartiennent & la méme classe de co-référence. Un tel
mode de représentation est nécessaire lorsqu’un grand graphe est représenté par plusieurs
graphes plus petits, qui ne sont pas représentables en méme temps sur une méme feuille
de papier ou un méme écran d’ordinateur.

Un autre mode de représentation, lorsque les graphes sont représentables sur un méme
support (ce qui sera toujours le cas pour les petits graphes présentés dans cette thése), est
de représenter la relation de co-référence par des traits en pointillés reliant les sommets
co-référents. Notons que, pour une classe de co-référence de taille k, il n’est pas nécessaire
de représenter k(k —1)/2 traits entre chaque paire de sommets co-référents. Nous pouvons
dessiner seulement k-1 traits, qui suffisent (par l'intermédiaire de la fermeture réflexo-
transitive de la relation représentée) a définir la relation de co-référence.

Enfin, de fagon a éviter tout probléme de fusion de sommets, on impose habituellement
a deux sommets concepts génériques co-référents d’avoir le méme type. Notons que cette
restriction est aussi imposée aux sommets concepts individuels ayant méme marqueur, par
I’intermédiaire de la relation de conformité. Nous verrons au cours de cette section que
ce critére peut étre relaché, et étudierons différentes possibilités de fusion de classes plus
larges de sommets concepts.

[Chein et al., 1998] introduisent la notion de classe de co-identité, qui unifie les notions
de co-référence et de sommets concepts individuels ayant méme marqueur :

Définition 4.5 (Classes de co-identité) Deuz sommets concepts d’un graphe concep-
tuel simple G appartiennent G la méme classe de co-identité (sont co-identiques) si et
seulement st ce sont deur sommetls concepts individuels ayant méme marqueur, ou si ce
sont deuzr sommets concepts génériques co-référents.

Considérons le graphe conceptuel simple de la F1G. 4.5. Les sommets concepts indivi-
duels = et y appartiennent a la méme classe de co-identité (car ils ont méme marqueur
individuel), et représentent donc la méme entité (Paul). Les sommets concepts génériques
z et t sont co-référents, car ils ont le méme marqueur générique nommé, et les sommets
t et u sont co-référents, car ils sont explicitement reliés par un lien de co-référence. Par
transitivité, les sommets concepts génériques z,¢ et u appartiennent a la méme classe de
co-référence, et donc la méme classe de co-identité : ils représentent la méme Voiture. Les
zones grisées matérialisent les classes de co-identité.

Projection

La définition de la projection est, elle aussi, mise & jour pour prendre en compte les
sommets concepts individuels. Il s’agit d’une projection au sens des graphes conceptuels
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Voiture : %18

Personne : Paul

Voiture : %18

Personne : Paul

oiture

N

Classes de co-identité

Fi1G. 4.5 — Graphe conceptuel simple et représentations de la co-référence.

trés simples, qui doit de plus respecter I'ordre sur les marqueurs et préserver les classes de
co-référence.

Définition 4.6 (Projection) Soient H et G deuz graphes conceptuels simples sur un
support . Une projection de H dans G est une application m = (n¢,mg) de V(H) dans
V(G), telle que :

— pour tout sommet concept ¢ de Vo(H), e(mc(c)) < €(c) (ou < est lordre produit
obtenu & partir de celui sur les types de concepts et de celui sur les marqueurs) ;

— pour toute paire (c,c) de sommets concepts génériques de H appartenant & la méme
classe de co-référence, mc(c) et mo(c') appartiennent a la méme classe de co-identité
dans G ;

— pour tout sommet relation r de Vr(H), e(mr(r)) < €(r);

— pour toute aréte e € E(H), notons ¢ son extrémité dans Vo(H), r son extrémité
dans Vr(H), et i son numéro. Alors il existe une aréte numérotée i dans G dont les
extrémités sont mo(c) et wr(r).

La F1G. 4.6 illustre une projection d’un graphe conceptuel H dans un graphe conceptuel
G. Nous y voyons que la conservation des classes de co-identité restreint le nombre de
projections : ainsi, le sommet concept a ne peut se projeter dans le sommet concept v,
sinon, pour les deux sommets co-référents a et b, 7 (a) = v et m(b), qui est nécessairement
1y, ne seraient pas dans la méme classe de co-identité. Notons aussi que le sommet concept
générique ¢, dont le marqueur est un marqueur individuel nommé, se projette dans un
sommet concept générique ayant un marqueur générique nommé différent : en effet, le
nom d’un marqueur générique est local & un graphe, tandis qu’on peut voir un marqueur
individuel comme un nom global, valable pour tous les graphes définis sur un méme support.
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F1G. 4.6 — Projection de graphes conceptuels simples et conservation de la co-identité.

4.2.2 Forme normale et graphes élémentaires

Nous avons présenté 1’ajout de la co-identité (terme regroupant a la fois I'introduction
des marqueurs individuels et celle des liens de co-référence) comme une méthode permet-
tant de représenter « par morceaux » un grand graphe, dont les sommets sont obtenus en
fusionnant tous les sommets appartenant & une méme classe de co-identité. Cette opéra-
tion est appelée la mise sous forme normale d’un graphe conceptuel simple. Remarquons
immeédiatement que la fusion de sommets concepts quelconques ne peut se faire que sous
certaines conditions.

Problémes de fusionnabilité d’une classe de co-identité

Définition 4.7 Soit S un support, et G un graphe. Alors un ensemble de sommets concepts
{c1,..., ¢y} est dit fusionnable si on peut construire sur S un sommet C dont ’étiquette

est la borne inférieure des étiquettes de cy,. .., cp.

Intuitivement, il faut pouvoir déterminer de facon unique un sommet concept C' tel que
ci,...,Cp peuvent se projeter dans C.

Les restrictions que nous avons données a la relation de co-identité (relation de confor-
mité, et méme type pour tous les sommets concepts génériques appartenant & une méme
classe d’équivalence) sont suffisantes pour que toute classe de sommets co-identiques soit
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fusionnable : le sommet concept obtenu a le méme type et le méme marqueur que tous les
sommets de la classe. Nous pouvons méme relacher ces restrictions, et obtenir une condition
nécessaire et suffisante :

Propriété 4.1 Soit S un support, et G un graphe. Alors un ensemble de sommets concepts
{c1,..., ¢y} est fusionnable si et seulement si l’ensemble des marqueurs individuels contient
au plus un marqueur, et si [’ensemble des types de concepts présents dans cette classe
contient un type inférieur a tous les autres.

Preuve: Chacun des sens de cette équivalence est immédiat :

(<) Le marqueur du sommet concept C' que nous construisons est 'unique marqueur
individuel, s’il existe, présent dans ’ensemble de sommets concepts, et est le marqueur
générique dans le cas contraire. Le type de C' est le type minimum pour les types de cet
ensemble. Vérifier que ce sommet C' vérifie le critére de la Def. 4.7 est immédiat.

(=) Evident si I’ensemble de marqueurs individuels de cet ensemble est de taille supérieure
ou égale & 2 : soient a et b ces marqueurs, on ne peut pas trouver de terme z ni de prédicats
tels que t(z) = t'(a) A t'(b). Voir de méme que le plus petit type équivalent aux types de
I’ensemble est la conjonction des éléments minimaux de cet ensemble. Cette conjonction
n’est équivalente a un type unique que si elle est de taille 1, i.e. contient un minimum. [l

Etudiant ‘ Etre vivant : Paul ‘

N

S ~ ) N
[Personne : Paul Personne

— Etudiant : Paul

Fi1G. 4.7 — Co-identité utilisant un critére relaché de fusion des sommets.

Ce critére de fusionnabilité, plus large que celui proposé habituellement, permet de
représenter des liens de co-référence qui seraient interdits par la définition usuelle (voir
F1G. 4.7).

Afin de relacher le critére de fusionnabilité, d’autres auteurs considérent que les types
de concepts du support S doivent étre ordonnés par un treillis (un inf-demi-treillis serait ce-
pendant suffisant). Dans ce cas, le type donné au sommet concept obtenu par la fusion d’un
ensemble de sommets concepts est la borne inférieure des types présents dans cet ensemble
(qui n’appartient pas forcément a cet ensemble). Acceptable d’un point de vue théorique
(en toute rigueur, il faudrait cependant modifier la sémantique ® du support et y ajouter
des formules du type Vz ((Enseignant(z) A Etudiant(z)) — Enseignant-Etudiant(z))), cette
interprétation d’une hiérarchie de types par un treillis (lattice-theoretic interpretation) est
souvent critiquée dans un contexte de représentation de connaissances |Beierle et al., 1992,
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Wermelinger and Lopes, 1994, Cao, 1999].! Parmi les arguments avancés contre cette inter-
prétation (qui n’est d’ailleurs pas celle de la sémantique ® de [Sowa, 1984]), nous pouvons
citer :

— la difficulté, pour le concepteur du support, d’organiser les types en un treillis;

— la nécessité de définir une borne inférieure, méme lorsqu’elle n’a « aucun sens » ;

Le deuxiéme point est souvent résolu par 1'utilisation du type de concept absurde, L, qui
ne doit étre présent dans aucun graphe. Cette solution nous semble dangereuse, puisqu’elle
associe une signification particuliére & un type, et introduit dans le formalisme des graphes
simples la notion de validité. Bien qu’on puisse voir cette notion de validité comme un
critére syntaxique tant qu’on reste dans le modéle SG (de la méme maniére que, par
exemple, la relation de conformité), ce ne sera plus le cas, par exemple, avec les régles
de SR, ou la validité devra étre vérifiée a chaque étape de la résolution. Nous souhaitons
éviter cette introduction d’une notion de validité dans un modéle qui ne la nécessite pas,
et estimons que ce probléme est du ressort des contraintes (dans SGC et ses modéles plus
généraux).

Comme [Cao, 1999, nous préférerons garder une interprétation de la hiérarchie des
types par un ordre (order-theoretic interpretation), ce qui est possible en utilisant les types
conjonctifs. En effet, un ensemble de sommets concepts {ci,...,c,} contenant au plus
un marqueur individuel et les types de concepts {¢,...,t,} peut étre fusionné en un
sommet concept dont le type est t; 1 --- 1%, (ou le type irredondant associé a ce type,
voir Sect. 3.2.1). Grace aux types conjonctifs, nous relachons complétement le critére de
fusionnabilité 2, tout en préservant l’'interprétation par ordre du support. Nous avons vu
a la section précédente que ’ajout de la conjonction de types, si elle apporte des facilités
quant & la modélisation (et nous en avons ici une autre confirmation), n’augmente pas
I’expressivité du modéle, et nous verrons dans le Chap. 5 que cet ajout n’augmente pas
le cotit de la recherche des projections. Cependant, nous verrons a la Sect. 6.3 que notre
optimisation du mécanisme d’application de régles est sérieusement handicapée par la
considération d’'un support conjonctif.

Forme normale

Définition 4.8 (Graphe conceptuel simple bien formé) Un graphe conceptuel simple
sur un support S est dit bien formé si et seulement sl est muni d’une relation de co-
référence telle que toutes les classes de co-identité soient fusionnables.

Grace a cette définition, nous n’avons plus & considérer la facon dont la fusion doit étre
faite, ni quel critére de fusionnabilité est envisagé. Plusieurs solutions ont été proposées et
discutées dans la section précédente, et nous préférons laisser la liberté de choix au lecteur.

!Notons que, contrairement & ce qui est affirmé dans [Cao, 1999|, l'interprétation de la hiérarchie de
types de concepts dans [Chein and Mugnier, 1992, Salvat, 1997] n’est pas celle du treillis : les restrictions
qu’ils se donnent (relation de conformité, mémes types dans chaque classe de co-référence) permettent la
fusion, comme nous 1’avons vu, sans recourir & cette interprétation.

2Qui n’impose que la présence d’au plus un marqueur individuel dans une classe de co-identité. Méme
cette condition est supprimée dans [Baget, 2000], qui considére les marqueurs individuels comme des alias.
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Nous pouvons maintenant utiliser cette abstraction pour définir la forme normale, et la
mise sous forme normale d’un graphe.

Définition 4.9 (Forme normale) Un graphe conceptuel simple sur un support S est dit
sous forme normale si chacune de ses classes de co-identité est de taille 1.

Soit G un graphe conceptuel simple bien formé sur un support S. Alors on appelle
forme normale de G et on note nf(G) le graphe obtenu en fusionnant chaque classe de
co-identité en un seul sommet (dont le type et le marqueur sont déterminés par le critére
de fusionnabilité choisi). Nous obtenons ainsi un graphe sous forme normale.

F1G. 4.8 — Projection d’un graphe conceptuel simple dans sa forme normale.

La mise sous forme normale d’un graphe est illustrée dans la F1G. 4.8. Cette mise sous
forme normale correspond bien & l'idée intuitive de la co-identité des sommets concepts :
les sommets co-identiques sont des représentations partielles de la méme entité. Cependant,
nous allons voir qu’un graphe et sa forme normale ne sont pas équivalents au sens de la
projection.

Propriété 4.2 Soit G un graphe conceptuel simple bien formé sur un support S. Alors
nf(G) X G, mais ces deux graphes ne sont pas équivalents.

Preuve: L’application (7¢,7Tr) qui associe a tout sommet concept ¢ de G le sommet de
nf(G) obtenu par la fusion de la classe de co-identité de ¢ et & tout sommet relation de G
son sommet correspondant dans nf(G) est bien une projection (voir FIG. 4.8).
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Remarquer, sur la méme figure, que nf(G) ne se projette pas dans G (en effet, si on
projette le sommet concept a dans x, x n’est pas voisin de posséde, et si on projette a dans
y, y n’est pas voisin de regarde). O

Précisons un peu plus la fagon dont la mise sous forme normale influe sur les projections :

Propriété 4.3 Soient H et G deux graphes conceptuels simples bien formés sur un support
S. Alors :

(i) si G = H, alors nf(G) < H (mais la réciproque n’est pas vraie) ;

(ii) si G = H, alors nf(G) < nf(H) (mais la réciproque n’est pas vraie) ;

(iii) nf(G) X H si et seulement si nf(G) < nf(H).

L’absence de réciproque pour (ii) est trés importante, puisqu’elle est la source du
contre-exemple & la complétude de la projection par rapport a la sémantique logique ® de
[Sowa, 1984]. Ce contre-exemple a été remarqué simultanément par [Chein and Mugnier, 1995|
et par [Gosh and Wuwongse, 1995|, qui y ont apporté des solutions différentes : la forme
normale dans le premier cas, une forme dite antinormale dans le second. Nous n’insisterons
pas sur cette forme antinormale dans ce mémoire. En effet, celle-ci nécessite la décompo-
sition du graphe requéte en ses entités atomiques, en éclatant ce graphe en sous-graphes
comportant au plus un sommet relation, reliés par des liens de co-référence. Cette forme
antinormale perd ainsi la structure du graphe, sur laquelle nous nous basons pour écrire
nos algorithmes.?

Preuve: Vérifions successivement ces trois propriétés :

(i) Si 7 est une projection de H dans G, alors considérons 7' une projection de G' dans
nf(G) (elle existe, voir Prop. 4.2) : 7’ o 7 est une projection de H dans nf(G). Un contre-
exemple & la réciproque est proposé dans la F1G. 4.9, ou les types de relations unaires t;
et to sont incomparables.

H
)
)& 37TR 37Tc ‘ TR
/ h | | |
v v v
Go—Tre ) —(t)
G nf(G)
Pas de projection de H (ni de nf(H)) dans G Projection de H (ou de nf(H)) dans nf(Q)

FiG. 4.9 — Contre-exemple aux deux réciproques de la Prop. 4.3.

3Cette forme antinormale a cependant un avantage, puisqu’elle ne nécessite pas de prétraitement sur le
graphe de faits G, qui est souvent un « gros graphe ». [Guinaldo and Haemmerlé, 1998], en changeant la
définition de la projection, proposent un algorithme qui ne nécessite pas de prétraitement, ni de la requéte,
ni des faits, pour arriver au méme résultat : ’adéquation et complétude par rapport & la sémantique ®.
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(ii) Si (m¢,mg) est une projection de H dans G, alors il existe une projection (7, 7%) de
nf(H) dans nf(G). Comme tous les sommets concepts d’une méme classe de co-identité
de H sont projetés dans une méme classe de co-identité de GG, alors m¢ détermine une
application 7y, des sommets concepts de nf(H) dans les sommets concepts de nf(G) :
si ¢ est un sommet concept de nf(H) obtenu par la fusion d’une classe de sommets
concepts de H dont cy est un représentant, et si ¢, est un sommet concept de nf(G)
obtenu par la fusion d’une classe de sommets concepts de G' dont cg est un représentant,
alors mo(cy) = c¢ = mp(cy) = . Il reste & vérifier que le type de ¢; est plus spécifique
que le type de ¢f;. Comme chacun des types des sommets concepts de la classe de co-
identité de cg est plus spécifique que celui d’un sommet concept de la classe de cg (sinon,
(m¢, mr) ne serait pas une projection), alors le type de cj; est plus spécifique que le type
de ¢ (sinon, le type de ¢, ne serait pas une borne inférieure pour les types de la classe de
co-identité de cy, condition donnée par la Def. 4.7). Le contre-exemple pour la réciproque
est le méme que pour la propriété (i), et est donné par la F1G. 4.9.

(iii) Le sens (=) de ’équivalence est une conséquence de (ii) (prendre nf(G) pour G, et
vérifier que nf(nf(G)) = nf(G)), tandis que le sens (<) est obtenu par composition de la
projection de nf(H) dans nf(G) avec celle de H dans nf(H). O

Nous allons maintenant montrer que la projection de graphes conceptuels simples sous
forme normale peut étre calculée par la projection de graphes élémentaires.

Equivalence avec les graphes élémentaires

Les transformations que nous utiliserons, S2E et les différentes versions de E2S, sont
extrémement similaires a celles que nous avons présentées a la Sect. 4.1 dans le cadre des
graphes conceptuels trés simples. La seule différence est que nous allons devoir considérer
les marqueurs individuels, qui seront traduits de la méme fagon qu’un type.

La transformation S2E, qui transforme un graphe conceptuel simple, sous forme nor-
male, G sur un support S en graphe élémentaire, est définie de la fagon suivante :

— les types de relations d’arité 1 du support sur lequel est défini S2E(G) sont ceux de T¢,

de T}, auxquels nous rajoutons les marqueurs individuels de S, tous incomparables
a n’importe quel autre type;

— chaque sommet concept ¢ de G est transformé en un sommet concept de S2E(G),
incident a une relation d’arité 1 dont le type est celui de ¢ (il y en a plusieurs si le
type est conjonctif) et, dans le cas ot ¢ est un sommet concept individuel, le sommet
concept obtenu est incident & une relation d’arité 1 typée par le marqueur individuel
de c;

— les sommets relations et les arétes deviennent des relations (hyperarcs), comme indi-
qué pour la transformation TS2FE de la Sect. 4.1.

Cette transformation est illustrée par la transformation du graphe G de la F1G. 4.10. Le
lecteur pourra vérifier que, comme la transformation TS2E, S2E conserve, a une classe
d’équivalence preés, toutes les projections.

Il est immédiat de transformer un graphe élémentaire en graphe conceptuel simple sous
forme normale : il suffit, ce que nous savons déja faire, de le transformer en graphe concep-
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raphe conceptuel simple
sous forme normale

[Personne : Paul

2

posséde

S2E E2S5”

Personne

1

Personne
Personne

E2S’ = E2TS” ¢

Graphes conceptuels trés simples o
(= graphes sous forme normale sans marqueurs indiwviduels)

F1a. 4.10 — Transformations de graphes sous forme normale en graphe élémentaire.

tuel trés simple. Si nous n’avons aucune connaissance relative au support sur lequel sera
défini la traduction (i.e. nous ne savons pas partitionner les relations d’arité 1 du graphe
élémentaire en types de concepts, marqueurs individuels et types de relation), nous pouvons
utiliser les transformations E2TS et E2TS”’ d’un graphe élémentaire en graphe conceptuel
trés simple (Sect. 4.1). Ces transformations déterminent les transformations E2S et E2S’
qui transforment un graphe élémentaire en un graphe conceptuel simple sans marqueur
individuel (la deuxiéme utilisant un support conjonctif). Ces deux transformations sont
illustrées dans la F1G. 4.10. Il est intéressant de remarquer, avec la transformation E2S’,
qu’aprés son role dans la mise sous forme normale, un marqueur individuel se comporte
exactement comme un type dans la projection de graphes sous forme normale.

Enfin, si nous connaissons le support sur lequel nous voulons traduire un graphe élé-
mentaire G (les types de relations d’arité 1 sont organisés en deux hiérarchies distinctes,
que nous associons & T¢ et a T, et en un ensemble de types incomparables, que nous asso-
cions a ’ensemble M des marqueurs individuels), nous pouvons définir la transformation
E2S” (aussi illustrée dans la F1G. 4.10) de la fagon suivante :

— & tout sommet concept ¢ de G, nous associons un sommet concept ¢ de E25”(G),
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puis examinons chaque relation r d’arité 1 incidente a c :
— si le type de r correspond a celui d’un type de relation, r est transformé en un
sommet relation de degré 1 relié a ' ;
— si le type de r correspond a celui d’un type de concept, alors ce type devient celui
de ¢ (dans le cas d’un support conjonctif, il est rajouté au type conjonctif) ;
— si le type de r correspond & un marqueur individuel, alors ce marqueur devient
celui de ¢
— les relations d’arité supérieure ou égale & 2 sont transformées de la méme maniére
que pour la transformation E2TS.
Cette transformation conserve elle aussi toutes les projections. Son intérét est que, cette
fois-ci, il s’agit bien de la réciproque de S2E. Nous pouvons donc retraduire les résultats
d’un raisonnement, effectué dans le formalisme des graphes élémentaires, vers le graphe
conceptuel simple initial. Cette transformation met donc en bijection les graphes concep-
tuels simples sous forme normale avec un sous-ensemble des graphes élémentaires, immédiat
a caractériser :
— tout sommet concept est incident & au plus une relation d’arité 1 assimilable & un
marqueur individuel ;
— il ne peut y avoir deux relations d’arité 1 assimilables & un méme marqueur individuel ;
— tout sommet concept est incident & au moins une relation d’arité 1 assimilable & un
type de concept ;
— les relations d’arité 1, assimilables a des types de concepts, incidentes 4 un méme
sommet concept doivent étre fusionnables (Def. 4.7).

4.2.3 Introduction de constantes dans la sémantique logique

Nous allons maintenant étendre la sémantique ® des graphes élémentaires et des graphes
conceptuels trés simples afin de prendre en compte les marqueurs individuels. Avant cela,
nous examinerons une autre sémantique logique, qui s’obtient de facon immédiate grace
aux résultats précédents, Y. Enfin, nous évoquerons briévement la sémantique ¥ proposée,
comme une alternative a ®, par [Simonet, 1998|.

Une sémantique logique immeédiate : T

Ces transformations nous permettent d’obtenir immédiatement une sémantique logique
pour les graphes conceptuels simples, que nous appellerons Y. Soit G un graphe conceptuel
simple sur un support S, et soient S’ et G’ le support de graphe élémentaire et le graphe
élémentaire obtenus en appliquant la transformation S2E & S et a nf(G). Alors nous
pouvons définir une sémantique YT par 'intermédiaire de la sémantique ® des graphes
élémentaires : T(S) = &(S') et T(G) = ¢(G).

Du Th. 3.5 (adéquation et complétude de la projection de graphes élémentaires par
rapport a la sémantique ®) et de la Prop. 4.3 (étudiant les effets de la mise sous forme nor-
male pour l'existence de projections), nous pouvons déduire immédiatement les corollaires
suivants :
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Corollaire 4.2 Soient H et G deux graphes conceptuels simples sur un support S. S’il
eriste une projection de H dans G, alors Y(S),Y(G) = Y(H). La réciproque n’est pas
vrate en général.

Preuve: S’1l existe une projection de H dans G, alors il existe une projection de nf(H)
dans nf(G) (Prop. 4.3, (ii)), donc une projection de S2E(nf(H)) dans S2E(nf(G)) (voir
Sect. 4.2.2), et il s’ensuit que Y(S), T(G) = Y(H) (Th. 3.5 et définition de T).

Pour la réciproque, considérer de nouveau ’exemple de la FiG. 4.9. Il n’y a pas de
projection de H dans G, et pourtant Y(H) = Jz(Tc(x) Ati(x) A ta(x)) est équivalente &
Y(G) = Fx(Te(x) A Te(z) At () Ata(x)). O

Corollaire 4.3 Soient H et G deuzx graphes conceptuels simples sur un support S. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(i) il existe une projection de H dans nf(GQ)

(ii) il existe une projection de nf(H) dans nf(GQ)

(i) Y(S),Y(G) = ®(H)

Remarquons que I’équivalence (i) < (ii) est déja donnée par la Prop. 4.3. Ce corollaire
est souvent exprimé (pour la sémantique ® des graphes conceptuels) sous la forme (i) <
(iii), mettant en valeur le fait que la projection est calculée de H dans la forme normale
de G. Or nous sommes plus intéressés par sa version (ii) < (iii) (car nous calculons les
projections sur les graphes élémentaires obtenus a partir des formes normales de H et de
G, supprimant ainsi le besoin de prendre en compte les classes de co-identité au cours de la
projection). Nous présentons ce corollaire sous cette forme afin de concilier ces deux visions
du probléme.

Preuve: Nous n’avons donc a prouver que (ii) < (iii), ce que nous ferons par équivalences
successives. Il existe une projection de nf(H) dans nf(G) < il existe une projection de
S2E(nf(H)) dans S2E(nf(G)) (voir Sect. 4.2.2) < T(S), Y(G) = ®(H) (Th. 3.5 et définition
de T). O

Cette sémantique est trés similaire & la sémantique ®, qui nécessite aussi 'utilisation de
graphes sous forme normale. Elle est moins intéressante que ®, qui considére les marqueurs
individuels comme des constantes, ce qui est plus naturel et génére de plus petites formules.
Il faut cependant retenir I'intérét de la démarche effectuée pour définir Y : une transfor-
mation d’un formalisme de graphes en graphes élémentaires est suffisante pour définir une
sémantique logique adéquate et compléte.

Les marqueurs vus comme constantes : la sémantique ¢

Il est bien plus naturel, ce qui est fait dans la sémantique ® de [Sowa, 1984], de tra-
duire les marqueurs individuels par des constantes. Nous rappelons ici cette sémantique,
et prouvons les résultats d’adéquation et de complétude en utilisant la méme démonstra-
tion (mais cette fois-ci en version considérablement abrégée) que dans le cadre des graphes
élémentaires.
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La traduction par ® du support se fait de la méme maniére que dans le cas des graphes
conceptuels trés simples (Sect. 4.1.3) ou des graphes élémentaires (Sect. 3.3). Ceci veut
dire que nous choisissons ici une « interprétation par ordre » (order-theoretic interpreta-
tion) du support (le lecteur pourra se référer a la discussion sur les différents critéres de
fusionnabilité de la Sect. 4.2.2).

Nous associons & chaque marqueur individuel m du support une constante distincte, et
dénotons de la méme facon le marqueur individuel et la constante qui lui est associée.

Traduisons maintenant par ® un graphe conceptuel simple bien formé G (qui, notons
le, n’a pas besoin d’étre sous forme normale).

1. on se donne une application injective classe, qui associe & toute classe C' de som-
mets concepts co-identiques une variable si tous les sommets sont génériques, et la
constante associée a I'unique marqueur individuel distinct étiquetant les sommets de
cette classe dans le cas contraire ;

2. on se donne une application (notons qu’elle n’est pas injective), terme, qui associe a
chaque sommet concept c¢ le terme classe(C) (variable ou constante) déterminé par
sa classe de co-identité C';

3. chaque sommet concept ¢ de G, dont le type est ¢, est traduit par la formule ¢¢(c) =
t(terme(c)) (sile type de c est un type conjonctif T' = ¢; M- --Mt,, sa traduction est
dc(c) = ti(terme(c)) A - - - A ty(terme(c))) ;

4. chaque sommet relation r de G, dont les arguments sont, dans cet ordre, ¢i,...,c,
et dont le type est u est traduit par la formule ¢g(r) = u(terme(c,), . . ., terme(c,)) ;

5. nous notons ¢(G) la conjonction des ¢¢(c), pour ¢ € V(G) et des ¢g(r) pour r €
Vr(G);

6. une formule ®(G) qui traduit le graphe G est la fermeture existentielle de la formule
¢(G).

Prenons par exemple le graphe G de la F1G. 4.8. Sa traduction par ® est :

Jx Jy (Personne(Paul) A Personne(Paul) A Voiture(x) A Voiture(x) A Voiture(x)
A Personne(y) A regarde(Paul,x) A posséde(Paul,z) A abimée(x) A regarde(y,z))

Cette formule se simplifie immeédiatement (en enlevant les occurrences multiples d’un
méme atome) en une formule qui est U'interprétation par ® de nf(G) :

dz Jy (Personne(Paul) A Voiture(z) A Personne(y) A
regarde(Paul, x) A posséde(Paul,z) A abimée(x) A regarde(y,z))

Ce résultat (®(G) = ®(nf(G))) est toujours vérifié si nous utilisons une des trois meé-
thodes de fusion des sommets basées sur une interprétation par ordre du support (voir
Sect. 4.2.2). Cependant, si nous utilisons une interprétation par treillis (avec la mise a jour
de la traduction du support que nous avons évoquée), nous avons un résultat d’équivalence
plus faible : ®(S),®(G) = ®(S), ®(nf(G)). Notons que, si G est un graphe conceptuel
simple sans marqueurs individuels, alors ®(nf(G)) = T(G).

Le résultat d’adéquation de la projection de graphes conceptuels simples par rapport a
la sémantique logique ® est di & [Sowa, 1984] :



82 CHAPITRE 4. AUTRES FORMALISMES DE §G

Corollaire 4.4 Soient H et G deux graphes conceptuels simples sur un support S. S’il
existe une projection de H dans G, alors ®(S), ®(G) = ®(H).

Preuve: Si il existe une projection de H dans G, alors il existe une projection de nf(H)
dans nf(G) (Prop. 4.3, (ii)). Il reste a prouver que si il existe une projection de nf( H) dans
nf(G), alors ®(S), ®(G) = ®(H). De par la remarque précédente (®(G) = ®(nf(G)), il
suffit de prouver la propriété suivante : si H et G sont deux graphes conceptuels simples
sous forme normale, alors ®(S), ®(G) = ®(H).

Pour prouver ceci, nous devons reprendre le sens (=) de la démonstration du Th. 3.5
sur I’adéquation et la complétude de la projection de graphes élémentaires par rapport a la
sémantique ®. Nous invitons le lecteur a reprendre cette démonstration, en y apportant les
modifications suivantes (la F1G. 4.11 reprend le schéma de principe de cette démonstration,
en incluant les constantes) :

FORMULES (GRAPHES ELEMENTAIRES
Constantes Var (I)(G) ¢
: ermeg
——nnnnmmnun p——==iii G
\ V\\\ /V\\ o P -
id R B
N Vo

¢(D,1) MODELES

F1G. 4.11 — Graphes conceptuels simples, traduction logique, et modéles.

— Valuation d’une formule dans un modéle : sans changer les régles de valuation, nous
pouvons les considérer de facon quelque peu différente ’application d’assignation a.
Nous définissons « : VarUD — D, qui a toute variable z associe une constante o/ (z)
(o est donc I'assignation « habituelle »), et & toute constante c associe id(c). Nous
appelons aussi assignation cette application o = (¢, id).

— Construction du graphe d’interprétation : inchangée.

— Graphe d’interprétation cohérent pour un support : la définition comme le lemme 3.1
restent inchangés.

— Projection et valuation dans un modéle : grace a notre modification de la définition
de a (qui conserve cependant les mémes valuations), le lemme 3.2 comme sa dé-
monstration restent inchangés. Notons que I'application o considérée est cette fois
ci composée de deux applications. La premiére, o', utilisée pour les variables, est la
résultante des substitutions de variables de la régle 2., tandis que la seconde, définie
pour les constantes, est I'identité id.



4.2. GRAPHES CONCEPTUELS SIMPLES 83

— Démonstration du théoréme : nous n’avons besoin que du sens (=) de cette démons-
tration, qui reste valide si la traduction et la projection utilisées respectent ce que
nous avons appelé condition faible : la projection 7 conserve les classes d’équivalence
induites par la traduction terme. Cette condition est trivialement vérifiée, puisque
les classes d’équivalence pour la traduction par terme sont les classes de co-identité

du graphe, conservées par la projection.
O

La réciproque du Cor. 4.4 n’est pas nécessairement vraie, comme |’ont remarqué si-
multanément [Chein and Mugnier, 1995] et [Gosh and Wuwongse, 1995]. Le méme contre-
exemple peut une nouvelle fois étre utilisé : dans la F1G. 4.9, il n’y a pas de projection
de H dans G, et pourtant ®(H) = (Fz(Tc(z) A t1(x) Ate(z))) = (Fz(Te(z) A Tel(z) A
t1(z) A ta(z))) = ®(G). Comme le montre le résultat suivant, la mise sous forme normale
du graphe représentant les faits, proposée par [Chein and Mugnier, 1995] (comme la mise
sous forme antinormale de la requéte proposée par [Gosh and Wuwongse, 1995]) est une
maniére d’obtenir la complétude par rapport & la sémantique .

Corollaire 4.5 Soient H et G deuzx graphes conceptuels simples sur un support S. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(i) il existe une projection de H dans nf(GQ)

(i) il existe une projection de nf(H) dans nf(G)

(i) ®(S),®(G) = ®(H)

Preuve: Comme nous 1’avons déja remarqué (Prop. 4.3), (i) et (ii) sont équivalents. Nous
n’avons plus qu’a démontrer, par exemple, que (ii) et (iii) sont équivalents. Le sens (=) de
cette équivalence est donné dans la démonstration du Cor. 4.4. Continuons ’adaptation de
la preuve du Th. 3.5 utilisée pour prouver le Cor. 4.4. Il nous reste maintenant & vérifier que
le sens (<) de I’équivalence est encore valide, ce qui découle de I'injectivité de ’application
terme utilisée pour traduire un graphe sous forme normale. U

Une sémantique qui ne nécessite pas la mise sous forme normale : ¥

[Simonet, 1996, Simonet, 1998| propose une autre sémantique, ¥, pour laquelle ’adé-
quation et la complétude de la projection ne dépendent pas d’un critére de normalité 4. En
cela, ¥ est une sémantique qui traduit exactement la projection. Si on considére cette sé-
mantique, un ensemble de sommets concepts co-identiques ne sont plus des représentations
partielles d’'une méme entité, mais des points de vue différents sur cette entité.

La traduction par ¥ d’un support S est légérement modifiée. En effet, & tout type de
concept de T nous associons maintenant un symbole de prédicat binaire. Ceci se répercute
sur la traduction du support, puisque chaque paire (¢,t') de types de concepts telle que t'
couvre t est traduite par ¢ (¢,t') = (Vz Vy(t(z,y) — t'(z,y))). La traduction des types de
relations est la méme que pour la sémantique ®.

“Dans le méme but, [Preller et al., 1998] proposent de traduire les graphe en « formules colorées ».
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La traduction par ¥ d’un graphe conceptuel simple (pas nécessairement sous forme
normale) G sur un support S est obtenue de la fagon suivante :

1. 'application injective classe associe a toute classe C' de sommets concepts co-identiques
une constante ou une variable, comme indiqué pour la sémantique @ ;

2. 'application injective terme associe a chaque sommet concept une variable distincte ;

3. chaque sommet concept ¢ de G, dont le type est ¢, est traduit par la formule ¥¢(c) =
t(classe(c), terme(c)) (si le type de ¢ est un type conjonctif T = ¢, M ---Mt,, sa
traduction est ¢ (c) = t1(classe(c), terme(c)) A - - - A t,(classe(c), terme(c))) ;

4. chaque sommet relation r de G, dont les arguments sont, dans cet ordre, ci,...,c,
et dont le type est u est traduit par la formule ¢g(r) = u(terme(c,), . .., terme(c,)) ;

5. nous notons ¥(G) la conjonction des ¥c(c), pour ¢ € V(@) et des g(r) pour
r € Vr(G);

6. une formule ¥U(G) qui traduit le graphe G est la fermeture existentielle de la formule
P(G).
La traduction par ¥ du graphe G de la F1G. 4.12 (une copie du graphe G de la F1G. 4.8,
ou nous avons indiqué les termes associés aux classes de co-identité et les variables associées
aux sommets concepts) est donc :

dey ey g Frg 23 x4 Jxs Jug (Personne(Paul, x1) A Personne(Paul, x5) A Voiture(cy, x3)
A Voiture(cy, z4) A Voiture(c, x5) A Personne(cs,zg) N regarde(xy, z3) A posséde(zy, xs)
A abimée(z4) N regarde(xg,zs))

1 3

1 2
Eersonne : Paul @rdy Voiture : %18
T4
Voiture : %18
2 ="
ersonne : Paul ! d 2 -
E rsonne : Pau @

Paul

Q
Co

F1G. 4.12 - Traduction logique d’un graphe par le biais de la sémantique W.
Enfin, la projection de graphes conceptuels simples est adéquate et compléte pour la
sémantique ¥, sans condition de normalité [Simonet, 1996, Simonet, 1998| :

Corollaire 4.6 Soient H et G deuz graphes conceptuels simples sur un support S. Alors
il existe une projection de H dans G si et seulement si ¥(S), ¥(G) = V(H).
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Voiture : x18

Voiture : %18

“
¢ expmark
N
GI
2 1
1
) 2
= -
)
untype
p
2 n
1 (Personne 2 Ty 1 @2 Ty G
1 Personne T 1 @ 2 T
§ 5 LY possede | U |
2 1

(Voiture )
1 abimée

F1G. 4.13 — Transformations utilisées pour prouver 1’adéquation et la complétude pour V.

La communauté « Graphes Conceptuels » n’a pas accordé i cette sémantique 1'intérét
qu’elle mérite. En effet, U décrit exactement la projection, et ne nécessite pas de passer par
un mécanisme de raisonnement externe qui est la mise sous forme normale. Une critique de
cette sémantique U est qu’elle n’accorde a la co-identité qu’une signification minimaliste :
des sommets co-identiques appartiennent a une méme classe d’équivalence, qui ne peut étre
perdue par la projection. La sémantique @, elle, traite la co-identité comme ’égalité : toute
information portant sur un sommet concept est valable pour tous les sommets concepts
de sa classe de co-identité. Nous avons montré, dans [Baget, 1998, Baget, 1999, que ces
« connaissances ajoutées » de la sémantique ® pouvaient étre implémentées par des régles de
graphes. Ceci permet d’obtenir I'expressivité de la sémantique ®, et de garder la sémantique
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U qui ne nécessite pas de mise sous forme normale. L’inconvénient de cette méthode est
le cotit algorithmique de cette interprétation du mécanisme de mise sous forme normale,
son intérét est de pouvoir prendre en compte des sémantiques intermédiaires de la co-
identité. En considérant que seules certaines informations portant sur un sommet concept
sont partagées par les sommets de sa classe de co-identité, nous pouvons implémenter, par
exemple, des mécanismes de protection (données privées/publiques).

Preuve: Nous donnons ici une démonstration originale de ce résultat, pour laquelle nous
nous servirons de I’adéquation et de la complétude de la projection de graphes sous forme
normale par rapport & ® (Cor. 4.5), par I'intermédiaire des transformations de graphes
illustrées dans la Fi1G. 4.13.

La premiére transformation (voir F1G.4.13) que nous allons utiliser est expmark. Si G
est un graphe conceptuel simple, nous obtenons le graphe G' = expmark(G) en rajoutant
au graphe GG un sommet concept de type Classe pour chaque classe de co-identité de G.
Ce sommet aura un marqueur générique si tous les sommets de la classe représentée sont
génériques, et aura I'unique marqueur individuel présent dans cette classe sinon. Chaque
sommet concept de GG est ensuite relié, par I'intermédiaire d’une relation binaire de type
€, au sommet concept qui représente sa classe de co-identité. Le marqueur individuel d’un
sommet concept étant représenté dans sa classe, nous pouvons le supprimer. Notons que
nous devons rajouter au support ces nouveaux types Classe et €, qui ne sont comparables
a aucun autre type du support.

Il est immédiat de vérifier que, si H et G sont deux graphes conceptuels simples, alors 7
est une projection de H dans G = 7' est une projection de expmark(H) dans expmark(H)
(ou 7" associe & un sommet concept de expmark(H) issu d’'un sommet concept ¢ de H le
sommet concept de expmark(G) issu de m(c); et & un sommet concept représentant une
classe le sommet concept représentant la classe de I'image par m de I'un de ses éléments).
Réciproquement, si 7’ est une projection de expmark(H) dans expmark(H ), alors la restric-
tion de 7’ aux sommets concepts issus de sommets concepts de H détermine une projection
de H dans G.

La seconde transformation (voir F1G.4.13) est appelée untype. Elle remplace le type de
chaque relation de type € par le type de son deuxiéme argument (si ce type est conjonctif,
il faudra la remplacer par des relations jumelles, une par type primitif). Le type de chaque
sommet concept étant maintenant déterminé par celui d’une relation dont le type était €
(le type Classe s’il est le premier argument d’une telle relation, le type de cette relation
si il est le second argument), on peut sans perte d’information remplacer tous les types
de concepts par un type unique, disons Ty. Le support doit aussi étre modifié de facon
adéquate, puisque T devient 'union de T¢ et de T, tandis que T ne contient plus qu'un
nouveau type de concept, Ty.

La encore, cette transformation ne change rien aux projections. Si H et G sont deux
graphes conceptuels, notons H' = expmark(H) et G' = expmark(G). Alors une appli-
cation 7 est une projection de H' dans H si et seulement si c’est une projection de
H" = untype(H') dans G” = untype(G").

Remarquons que G',G"”, H' et H" sont des graphes sous forme normale. Alors, de par
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le Cor. 4.5, il existe une projection de H"” dans G” si et seulement si ®(S"), ®(G") =
®(H"). Donc (voir ci-dessus), il existe une projection de H dans G si et seulement si
®(S8"),®(G") = ®(H"). Remarquons aussi que ®(S8") = ¥(S), car les types de concepts
sont devenus des types de relations binaires, et sont donc traduits par des symboles de
prédicats binaires.

La derniére étape nécessite de considérer les formules. Considérons la transforma-
tion simp qui supprime d’une formule tous les atomes dont le prédicat est Ty. Alors
U(S),2(G") E ®(H") si et seulement si ¥(S), simp(®(G")) & simp(®(H")) (ces atomes
ne codent que de l'information redondante, déja encodée dans la traduction par ¢ des
relations binaires issues de relations marqueur).

Enfin, il ne nous reste plus qu’a vérifier que, pour tout graphe conceptuel simple G,
simp(®(untype(expmark(G)))) = ¥(G) pour conclure. O

Rapports entre SG et le fragment FOL(A, 3)

Nous avons affirmé précédemment que le modéle SG était équivalent au fragment positif,
conjonctif, existentiel de la logique du premier ordre (sans fonctions), que nous noterons
FOL(A, 3). Or les formules associées au support par ® sont quantifiées universellement, et
elles interviennent dans le processus de déduction.

Cependant, on peut associer & un graphe une formule, toujours quantifiée existentiel-
lement, qui intégre les connaissances du support intervenant dans la déduction, et rend
inutile I'utilisation de ®(S). Soit @' cette nouvelle sémantique. A un graphe élémentaire
G sur un support S, on associe un graphe G' = desup(G,S) obtenu a partir de G de la
fagon suivante : pour toute relation r de type ¢, de G, pour chaque type de relation ¢, du
support telle que ¢, < ¢, on ajoute & G' une relation jumelle & r dont le type est .. Nous
notons desup(S) le support obtenu & partir de S en supprimant toute comparabilité entre
les types (< est l'identité Id).

Cette transformation vérifie la propriété suivante :

Propriété 4.4 Soient H et G deux graphes élémentaires sur S. Notons §' = desup(S),
H' = desup(H,S) et G' = desup(G, S). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ™ est une S-projection de H dans G
(ii) 7 est une S'-projection de H dans G’
(iii) 7 est une S'-projection de H' dans G’

Preuve: L’équivalence (i) < (i7) est utilisée dans la démonstration du Th. 3.5. En effet, le
graphe G’ est construit de la méme maniére que le graphe Mg que nous construisons pour
prouver la partie (<) du théoréme. La partie (ii) < (4i7) est tout aussi immeédiate. O

On peut également adapter la transformation précédente pour ne pas considérer tous
les types t.. supérieurs a un type ¢,, mais seulement ceux qui sont susceptibles d’étre utiles
pour le calcul des projections de H dans G. On pose alors H' = H, quant & G', il est
obtenu & partir de G' en ne considérant cette fois pour une relation de type t. que les
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types ¢, apparaissant dans H tels que ¢, < t/. Cette seconde transformation a I’avantage
de pouvoir étre utilisée méme dans le cas ou le support est de taille infinie.
Si nous notons ¥'(G, S) = ®(desup(G, S)), alors nous avons les équivalences suivantes :
il existe une S-projection de H dans G
& il existe une S’-projection de H' dans G’ (Prop. 4.4)
& P(8), (G E ®(H') (Th. 3.5)
& (G,S) = '(H,S) (par def. de &', et voir que ®(S’) est un ensemble vide de
formules)
Précisons maintenant ce que nous entendons par équivalence entre les graphes élémen-
taires et le fragment FOL(A, ) :

Propriété 4.5 (Plongement de FOL(A, 3) dans 8G) Soient g et h deuz formules de
FOL(A,3). Soient G et H leurs graphes conceptuels naturellement associés sur un support
trivial (G = ®71(g) et H = ®~'(h)). Alors g = h si et seulement s’il existe une projection
de H dans G.

Propriété 4.6 (Plongement de SG dans FOL(A, 3)) Soient H et G deux graphes élé-
mentaires sur un support S. Soit g = ®'(G,S) et h = ®'(H,S) deuz formules de FOL(A, 3).
Alors il eriste une projection de H dans G si et seulement si g = h.

4.3 Graphes conceptuels emboités

Les graphes conceptuels emboités sont une autre extension du modele de base. L’emboi-
tement permet d’ajouter de 'information a I'intérieur d’'un sommet concept. La présenta-
tion qui en est faite ici est basée sur celle de [Mugnier and Chein, 1996, Chein et al., 1998|.
Nous évoquons I’extension qui en est faite aux « graphes de boites » par [Baget, 1998]. Les
résultats d’équivalence avec les graphes élémentaires sont basés sur ceux de [Baget, 1998|,
et montrent que ces formalismes sont équivalents aux autres formalismes de SG : il existe
une projection d’un graphe emboité H dans un graphe emboité G si et seulement si il existe
une projection de f(H) dans f(QG).

4.3.1 Graphes emboités et graphes de boites

Les graphes emboités permettent d’associer aux sommets concepts une description pré-
sentée sous la forme d’un graphe emboité. Le support sur lequel nous construisons ces
graphes est défini de la méme facon que pour les graphes conceptuels simples. Nous défi-
nissons ces objets et la projection utilisée pour raisonner sur ceux-ci, puis proposons une
extension utilisée dans |[Baget, 1998, Baget, 1999, les graphes de boites.

Graphes conceptuels emboités

La F1G. 4.14 est un exemple de graphe conceptuel emboité. Ce graphe peut s’interpréter
par : « une personne regarde une photographie, et cette photographie représente cette
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Personno} L 2 [Batean
el |_ Personne (dans » Bateau

G

F1G. 4.14 — Un exemple de graphe conceptuel emboité.

méme personne (le lien de co-référence) sur un bateau ». Les graphes conceptuels emboités
permettent de structurer hiérarchiquement les connaissances. On peut imaginer qu’une
application bénéficie de cette structuration pour aider le lecteur & visualiser, & parcourir
un graphe. Par exemple, en lisant le graphe [Personne/— (regarde)— [Photographie/, cliquer
sur le sommet concept [Photographie/ permet d’accéder a sa description.

Définition 4.10 Soit G un graphe conceptuel simple sur un support S. On construit un
graphe conceptuel emboité dit basique G’ a partir de G en rajoutant & chaque sommet
concept de G un troisiéme champ, la description de ce sommet concept, initialisé a x*. La
profondeur de ce graphe emboité est 0, et nous notons V5 (G') = Ve (G) et Vi (G') = Vr(G)
les ensembles de sommets (concepts et relations) intervenant dans ce graphe.

St G est un graphe conceptuel emboité basique, c1,. .., c, des sommets concepts de G, et
Gy, ...,Gy des graphes conceptuels emboités non vides, alors le graphe G' obtenu & partir
de G en substituant, pour 1 < i < k, le graphe G; a la description de c¢; est un graphe
emboité. Sa profondeur est définie par profondeur(G') = 1 + mazi<;<x(profondeur(G;)).

Les ensembles de sommets (concepts et relations) intervenant dans G' sont respectivement
VE(@') = Vo(G) U (Liik VE (G1)) et VE(G') = VR(G) U (Ui<i<k Vi (Gi))-

Il est important de remarquer que si un graphe conceptuel simple (ou un graphe concep-
tuel emboité) H est utilisé plusieurs fois dans la construction d’un graphe conceptuel em-
boité G, alors nous utilisons & chaque fois une copie distincte de H (et pas le graphe H
lui-méme). Notons aussi que cette définition prend en compte la co-référence : si G est
un graphe conceptuel emboité, des sommets concepts génériques de V7(G) ayant méme
marqueur générique nommé (voir Sect. 4.2.1) seront considérés co-référents (et donc co-
identiques), méme s’ils n’appartiennent pas au méme graphe conceptuel simple. Nous repré-
senterons cette relation de co-référence par un trait en pointillé (qui peut donc « traverser
les boites ») reliant ces sommets (voir F1G. 4.14). Les classes de co-identité doivent respec-
ter un des critéres de fusionnabilité donnés dans la Sect. 4.2.2.

Un graphe conceptuel emboité peut étre représenté comme sur la F1G. 4.14, en dessinant
chaque graphe emboité a l'intérieur du rectangle représentant le sommet concept qu’il
décrit. Comme pour le marqueur générique *, nous ne représentons pas dans le graphe la
description vide *x.

Alternativement, nous pouvons utiliser une représentation arborée. En effet, a tout
graphe conceptuel emboité GG, nous pouvons associer un arbre enraciné A(G), dont les
sommets sont les graphes conceptuels simples utilisés dans la définition. Cet arbre peut
étre construit par induction structurelle, en notant racine(G) le graphe conceptuel simple
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qui est la racine de A(G). Si G est un graphe conceptuel emboité basique, obtenu a partir
d’un graphe conceptuel simple G’, dont les descriptions des sommets concepts cy, ..., Cg
ont été remplacées par les graphes emboités Gy, .. ., Gy, alors A(G) est construit a partir
des arbres enracinés A(G4), ..., A(Gg) en ajoutant le graphe racine(G) = G’ et k arétes
((G', ¢;), G;) reliant le sommet concept ¢; de G’ & la racine de A(G;). La F1G. 4.15 est la
représentation arborée du graphe G de la F1G. 4.14.

racine(QG)

Eersonne 1 regarde 2 ‘Photographi%

E 1 2
ersonne @ Bateau

A(G)

F1G. 4.15 — Représentation arborée du graphe G de la F1G. 4.14.

Projection de graphes conceptuels emboités

Nous pouvons maintenant définir récursivement la projection de graphes conceptuels
emboités :

Définition 4.11 Soient H et G deux graphes conceptuels emboités sur un support S. Alors
une projection Il de H dans G est une application de VS (H)UVE (H) dans VE(G)UVE(G)
définie par des applications w11y, ..., Iy telles que :

— 7 est une projection (au sens des graphes conceptuels simples) de racine(H) dans
racine(G) ;

— pour chaque sommet concept ¢; de racine(H) dont la description n’est pas vide, 11;
est une projection (au sens des graphes conceptuels emboités) de la description de ¢;
dans la description de m(c;) ;

— II préserve les classes de co-identité, i.e. si c et ¢ sont deux sommets co-référents de
VE(H), (c) et TI(') doivent étre deux sommets co-identiques de V5 (QG).

De fagon plus intuitive, on ne peut projeter un sommet concept ¢ de H dans un sommet
concept ¢ de G que si la description de ¢ se projette dans la description de ¢ (la description
vide *x étant assimilable au graphe conceptuel vide, que ’on peut projeter dans n’importe
quel graphe). La F1G. 4.16 illustre une telle projection. La racine du graphe requéte H
(que I'on peut interpréter par « une personne regarde-t-elle une image qui représente un
bateau? ») se projette dans la racine du graphe G, et la description du sommet concept
dont le type est Image se projette bien (par I1;) dans la description de I'image par 7 de ce
sommet.
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racine(H) T ‘ e S “\:\\ e Tl racine(G)
= = -7 = = -~

- - - A - S ~
— ~ . - 1 2 |
Eersonne 1 @ 2 | Image Photographig

A(H) A(G)

F1G. 4.16 — Exemple de projection de graphes conceptuels emboités.

Graphes de boites

Nous avons proposé, dans [Baget, 1998, Baget, 1999], une extension des graphes concep-
tuels emboités & des objets que nous avons appelé « graphes de boites ». Nous allons, trés
briévement, en rappeler les principes et les intéréts. Les différences avec les graphes concep-
tuels emboités sont :

— nous ne considérons pas une racine unique pour un graphe de boites G ;

— les arguments d’'un sommet relation peuvent étre des sommets concepts appartenant

a des graphes conceptuels simples différents de A(G), auquel cas ce sommet relation
est dit décontextualisé ;

— la projection d’une racine n’est pas obligatoirement dans une racine;

— sir est un sommet relation décontextualisé de H, dont les arguments sont ci, ..., cp,
alors son image par Il dans G doit étre un sommet relation (pas nécessairement décon-
textualisé), dont le type est plus spécifique et dont les arguments sont [1(c;), ..., II(c).

Un graphe de boites est donc défini par un ensemble de graphes emboités G, ..., G, et
par un ensemble de sommets relations décontextualisés dont les arguments appartiennent a
différents graphes élémentaires. Notons que les graphes emboités sont un cas particulier de
graphes de boites, qui n’ont pas de sommets relations décontextualisés, qui n’ont qu’un seul
graphe racine, et dont on force, d’'une maniére ou d’une autre, la projection a se calculer
de racine a racine.

La F1G. 4.17 montre les représentations arborées de deux graphes de boites H et G, et
une projection Il de H dans G qui, notons le, n’envoie pas la racine de H dans une des
deux racines de G.

Cette extension des graphes conceptuels emboités aux graphes de boites répond a plu-
sieurs besoins [Baget, 1998, Baget, 1999]. En particulier, la possibilité d’avoir plusieurs
racines, jointe & une projection qui n’est pas obligatoirement de racine a racine, permet
de poser des requétes sans connaitre la « méthodologie de hiérarchisation » utilisée pour
construire le graphe G. Par exemple, si nous enfermons chaque sommet concept d’un graphe
H dans sa propre racine, et si tous ses sommets relations sont décontextualisés, alors la
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[EEN N

Un graphe de boites G

Un graphe de boites H

F1G. 4.17 — Représentations arborées de graphes de boites et projection.

projection que nous calculons ne dépend pas de la hiérarchisation en boites du graphe G.
Cette possibilité a une grande importance pour pour pouvoir écrire des bibliothéques de
régles de graphes emboités génériques.

4.3.2 Transformations en graphes conceptuels simples

Nous allons maintenant montrer que la projection de graphes de boites comme celle
de graphes conceptuels emboités peut s’exprimer par la projection de graphes conceptuels
simples (et donc la projection de graphes élémentaires). Pour cela, nous allons exhiber
deux transformations similaires, B2S et CE2S, qui conservent toutes les projections. Le
probléme est que la forme normale des graphes conceptuels simples obtenus ne correspond
pas & un graphe obtenu par la transformation d’un graphe conceptuel emboité (resp. de
boites).

Des graphes conceptuels emboités aux graphes conceptuels simples

Dans chacune des transformations que nous allons utiliser, le support d’un graphe
conceptuel emboité (ou d’un graphe de boites) est enrichi par 'ajout d’un type de concept,
Box, et de deux types de relations binaires, desc (qui indiquera qu’une boite est la des-
cription d’'un sommet concept) et € (qui indiquera qu’un sommet concept appartient &
une boite). Ces nouveaux types sont incomparables avec tous les types présents dans le
support. Enfin, pour traduire les graphes conceptuels emboités, nous avons besoin d'un
autre type de concept, Root, et d’un marqueur individuel, €2, qui servira a identifier cette
racine.

Décrivons tout d’abord la transformation B2S qui transforme un graphe de boites G' en
un graphe conceptuel simple G'. Ce graphe G’ est constitué de I'union disjointe des graphes
conceptuels simples composant les sommets de A(G), auquel on rajoute les sommets rela-
tions décontextualisés, dont les arguments sont les sommets concepts correspondant a leurs
arguments dans G. Pour chaque sommet de A(G), nous rajoutons un sommet concept typé
par Box. Chaque sommet concept issu d’un sommet de G est alors relié par une relation
typée par € au sommet concept représentant sa boite. Chaque sommet concept typé par
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Un graphe conceptuel emboite G Un graphe de boites G’

F1G. 4.18 — Des graphes emboités (ou de boites) aux graphes conceptuels simples.

Box (sauf s’il représente une boite racine) est relié par une relation typée par desc au
sommet concept dont cette boite est la description.

La transformation CE2S, qui transforme un graphe conceptuel emboité en un graphe
conceptuel simple est identique, mis & part qu’elle n’a pas a considérer de sommets relations
décontextualisés, est que I'unique sommet concept représentant une boite racine est relié
par desc & un sommet concept de type Root et de marqueur individuel (2.

Ces deux transformations sont illustrées dans la FiG. 4.18. Notons que ces transfor-
mations permettent facilement de retrouver le graphe conceptuel emboité (ou de boites) &
partir duquel on a obtenu le graphe élémentaire. Nous ne donnerons pas ici, exercice qui
serait fastidieux, la caractérisation des graphes conceptuels simples que I’on peut retraduire
en graphes conceptuels emboités (ou de boites).

Il ne reste plus qu’a vérifier, ce qui est immédiat, que si II est une projection d’un graphe
conceptuel emboité H dans un graphe conceptuel emboité G, alors II peut s’étendre de
maniére unique a une projection 7 de CE2S(H) dans CE2S(G). Réciproquement, si 7 est
une projection de CE2S(H) dans CE2S(G), alors la restriction de 7 aux sommets qui sont
issus de H est une projection de H dans G. La méme propriété est vérifiable pour la
transformation B2S des graphes de boites.

Mise du graphe conceptuel simple obtenu sous forme normale

Le graphe conceptuel simple que nous obtenons, que ce soit par la transformation CE2S
ou par la transformation B2S, n’est pas nécessairement sous forme normale. Cependant, si
nous le mettons sous forme normale, nous obtenons un graphe conceptuel simple qui peut
ne plus se retraduire en un graphe conceptuel emboité (resp. de boites). Ceci est illustré
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F1G. 4.19 — Transformation en graphe conceptuel simple, et mise sous forme normale.

dans la F1G. 4.19. Un graphe de boites GG est traduit, par I'intermédiaire de B2S, en un
graphe conceptuel simple G’ qui est ensuite mis sous forme normale. Le graphe G" ainsi
obtenu ne correspond plus a la traduction d’un graphe de boites, puisque le sommet de
type Personne appartient & deux boites distinctes.

Note a l’attention des rapporteurs : Je me suis apercu au tout dernier moment que
les deux transformations CE2S et B2S, bien que conservant bien toutes les projections, ne
satisfont pas a deux propriétés que je trouve désirables, i.e. pour un graphe emboité G
donné :

1. ®(G) = ®(CE2S(G)) ou @ est 'extension usuelle de la sémantique ® aux graphes
emboités [Simonet, 1998|

2. U(G) = ¥(CE2S(G)) ou VU est I'extension ¥ aux graphes emboités ibid.

Je supprime donc cette partie erronée, et essaierai de trouver une telle transformation
respectant cette propriété. L’équivalence entre la projection de graphes emboités et la
projection de graphes élémentaires reste valide, ce qui est l'objectif principal de cette
section.
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Nous nous intéressons maintenant aux algorithmes permettant, étant donnés un support
S et deux graphes (élémentaires, simples, emboités...) G et H, de répondre aux questions
suivantes :

1. Existe-t-il une projection de H dans G 7 (probléme de décision)
2. Exhiber, si elle existe, une projection de H dans G (probléme de recherche)

3. Exhiber toutes les projections de H dans G (probléme d’énumération)

Nous avons vu qu’il était possible de résoudre ces problémes dans les différents modéles
de graphes conceptuels que nous avons évoqués en se ramenant aux graphes élémentaires
minimauz. Le choix de ce modéle particulier comme abstraction de la structure de données
utilisée dans tous ces modéles sera justifié au long de cette partie, mais nous en résumons
ici les principales raisons :

— la multiplicité des modéles de graphes pour lesquels la recherche de projection(s)

est I’opération élémentaire de raisonnement rend nécessaire 1'écriture d’algorithmes
génériques, et donc le choix d’une abstraction commune a chacun de ces modéles ;

95
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— la minimalité des graphes, obtenue en fusionnant les relations jumelles (nous aurions
pu définir cette opération dans n’importe lequel de ces modéles), peut réduire ex-
ponentiellement le nombre de projections comme le nombre d’échecs dans I'arbre de
recherche d’une solution ;

— la différence entre types de concepts et types de relations unaires n’intervient a aucun
moment, dans les algorithmes, utiliser les graphes élémentaires comme abstraction
simplifiera donc leur écriture;

— enfin, nous verrons que la vision n-aire du graphe, considérant les relations comme des
hyperarcs plutdt que comme des sommets, permet (en prenant certaines précautions),
d’écrire des algorithmes plus efficaces.

Nous nous intéresserons donc aux problémes PROJECTION ? (existence d’une projec-
tion), PROJECTION (recherche d’une projection), et PROJECTIONS (recherche de toutes
les projections) d’un graphe élémentaire minimal dans un autre. Nous commencerons par
rappeler la complexité théorique de ces problémes, et exhiberons deux transformations,
inspirées de [Mugnier and Chein, 1996|, qui prouvent ’équivalence entre le probléme PRO-
JECTION 7 et la satisfaction d’un réseau de contraintes (CSP, pour CONSTRAINT SA-
TISFACTION PROBLEM). L’équivalence trés forte entre ces deux problémes (conservation
de toutes les solutions, conservation de la structure du graphe requéte H) nous permet-
tra d’adapter de nombreux algorithmes étudiés dans la communauté CSP aux graphes
conceptuels. Enfin, nous proposerons un algorithme original, BCC, dont ’efficacité repose
sur la structure du graphe H, et plus précisément sur le nombre de ses composantes bicon-
nexes. Alors que nous avons développé cet algorithme dans le formalisme des réseaux de
contraintes binaires [Baget and Tognetti, 2001], nous ’adaptons ici aux graphes élémen-
taires n-aires.

5.1 Complexité

Nous rappelons ici la complexité théorique des différents problémes que nous avons évo-
qués : projection, projections, et irredondance. L’équivalence entre projection et satisfaction
de contraintes nous donnera un outil efficace pour adapter les algorithmes développés dans
la communauté CSP.

5.1.1 Complexité, rappels et notations

Pour évaluer 'efficacité d’un algorithme, nous calculerons, en fonction de la taille d’'une
instance d’un probléme, le nombre d’opérations élémentaires nécessaires a la résolution de
ce probléme. Cette évaluation pourrait se faire dans le pire des cas, dans le cas moyen, ou
dans le meilleur des cas. L’analyse dans le meilleur des cas ne présente pas un grand intérét.
L’analyse dans un cas moyen nécessite soit un modéle aléatoire de génération des instances,
soit des choix aléatoires dans I'exécution de I’algorithme (algorithmes dits « randomisés » ).
Nous nous intéresserons ici essentiellement & ’analyse dans le pire des cas.

Le probléme (de décision) qui nous intéresse est :
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S*-PROJECTION 7
Données : Deux graphes élémentaires minimaux G et H définis sur le support S*.
Résultat : VRAI si et seulement s’il existe une S*-projection de H dans G.

Et, pour résoudre ce probléme, il nous faudra faire appel a la résolution du sous-
probléme suivant, afin de pouvoir tester si deux types sont compatibles :

S-Sous-TYPE ?
Données : Deux types t et t' définis sur le support S.
Reésultat : VRAI si et seulement si ¢ et ¢ ont méme arité i et ¢ <; t'.

Mesure de la complexité

Nous utiliserons, pour mesurer la taille du probléme de projection, les paramétres sui-
vants :
— ng, le nombre de sommets concepts du graphe G (resp. ng, H);
— mg, le nombre de relations du graphe G (resp. myg, H);
k, I’arité maximale des relations (la méme dans G et H);
|7, la taille maximale des ensembles de types utilisés comme types des relations des
graphes élémentaires minimaux G et H ;
— dg, le nombre maximal de relations incidentes & un sommet concept de G (resp.
dH, H) 3
— t la taille du plus grand des 7; dans S;
— s la taille de la plus grande des relations de couverture <} sur S.
Soit, f(n) une fonction qui calcule, dans le pire des cas, le nombre d’opérations néces-
saires a ’exécution de l'algorithme en fonction de la taille n du probléme. Une approxima-
tion de cette fonction sera souvent donnée par la notation asymptotique (voir, par exemple,
le Chap. 2 de [Cormen et al., 1990]). Nous noterons :
- f(n) = O(g(n)) s'il existe c et ng telles que 0 < f(n) < cg(n) pour tout n > ng. On
dit que g(n) est une borne supérieure asymptotique de f(n).

— f(n) = Q(g(n)) s'il existe ¢ et ng telles que 0 < cg(n) < f(n) pour tout n > ny. On
dit que g(n) est une borne inférieure asymptotique de f(n).

— f(n) =06(g(n)) si f(n) =0(g(n)) et f(n) =2(g(n)). On dit que g(n) est une borne
asymptotique approchée de f(n).

Les mémes bornes peuvent se définir pour une évaluation dans le cas moyen ou le
meilleur cas. Elles seront aussi utilisées pour approximer [’espace mémoire utilisé au cours
de I'exécution d’'un algorithme.

Classes de complexité

Les algorithmes que nous proposons pour résoudre le probléme PROJECTION ? ont tous
une complexité exponentielle dans le pire des cas. En prouvant qu’un probléme est NP-
complet [Cook, 1971]|Garey and Johnson, 1979|, nous ne démontrons pas qu’il n’existe pas
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d’algorithme polynomial permettant de résoudre ce probléme. Cependant, nous montrons
qu’il est aussi compliqué que tous ceux d’une grande classe de problémes. Si un seul de
ces problémes admettait un algorithme polynomial de résolution, alors un tel algorithme
existerait pour tous les problémes de cette classe.

Un probléme de décision est dit appartenir a la classe NP g’il existe une machine de
Turing (voir Sect. 6.2.1) (non déterministe) résolvant effectivement ce probléme telle que,
pour toute instance du probléme a laquelle la réponse est OUI, il existe une dérivation de
longueur polynomiale par rapport a la taille du mot initial codant ce probléme telle que la
machine s’arréte.

En d’autres termes, on prouve qu’un probléme appartient & NP en montrant que, pour
toute instance du probléme a laquelle la réponse est OUI, on peut fournir un indice (de
taille polynomiale) permettant de vérifier cette réponse en un temps polynomial. Un tel
indice est appelé un certificat polynomial.

Enfin, pour prouver qu’un probléme de décision II appartenant & NP est NP-complet, il
nous faudra prouver qu’il est au moins aussi compliqué que tous les autres problémes de la
classe NP. Plus simplement, nous pouvons aussi prouver qu’il est au moins aussi compliqué
qu’un probléme IT' connu comme étant lui-méme NP-complet. Pour cela, nous utiliserons
une transformation polynomiale (une réduction au sens de [Karp, 1972]). Il s’agit d’une
application f : II' — II, calculable polynomialement, qui associe a toute instance I de IT'
une instance f(I) de II telle que la réponse a I est OUI si et seulement si la réponse a f(I)
est OUL

5.1.2 PROJECTION 7 : un probléme NP-complet

Nous montrons ici, par plusieurs réductions différentes, que PROJECTION ? est un pro-
bléme NP-complet. La premiére démonstration est immédiate, puisqu’elle repose sur le
fait que la projection est une généralisation de ’homomorphisme de graphes. La deuxiéme
transformation que nous utiliserons montre que toute instance de 3-SAT (satisfiabilité
d’une conjonction de clauses a trois variables) peut s’exprimer par une instance de PRO-
JECTION 7. Cette transformation sera la base des transformations plus complexes que nous
verrons au Chap. 7. Enfin, nous montrons 1’équivalence entre PROJECTION 7 et CSP, le
probléme de satisfaction d’un réseau de contraintes. Cette équivalence est a la base des
algorithmes proposés dans la Sect. 5.2.

Complexité de la projection

Nous montrons que PROJECTION 7 est un probléme NP-complet. Dans le cadre des
graphes conceptuels simples, ce théoréme a été prouvé par [Chein and Mugnier, 1992|, par
I’intermédiaire d’une transformation depuis CLIQUE.

Théoréme 5.1 Le probléeme S*-PROJECTION ? appartient a la classe NP si et seulement
st le probléeme S-SOUS-TYPE ? appartient a la classe NP.

Si, en outre, il existe un T; est non vide, avec © > 2, alors S*-PROJECTION 7 est un
probléme NP-complet.
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Preuve: Supposons que S-SOUS-TYPE? soit un probléme de la classe NP. Alors pour
chaque paire (¢,t') de types de S, t < t' admet un certificat polynomial. Un certificat
polynomial pour « il existe une projection de H dans G » est fourni par une application
7w : V(H) — V(G), un certificat, choix, pour les relations de H, et pour chaque relation
r de H, un certificat polynomial pour 7(choix(r)) < 7(r). On peut vérifier en temps
polynomial que, pour chaque relation r de H, les arguments de choix(r) sont les images
par w des arguments de r, et que 7(choix(r)) < 7(r) (puisque nous en avons un certificat
polynomial).

Réciproquement, si S-SOUS-TYPE ? n’appartient pas a NP (i.e. il n’est pas possible,
dans le cas général, de fournir un certificat polynomial), alors il n’est pas non plus possible
de fournir un certificat polynomial pour la projection d’un graphe contenant une seule
relation d’arité 1 dans un graphe ne contenant lui aussi qu’une seule relation d’arité 1.

S’il existe i > 2 tel que 7; est non vide, alors tout graphe G (non orienté, sans boucle,
sans étiquette) peut étre transformé par une transformation polynomiale f en un graphe
élémentaire de G¢(S), de telle facon que H est homomorphe & G si et seulement si il existe
une projection de f(H) dans f(G) (voir preuve du Th. 3.4). S*-PROJECTION 7 est alors au
moins aussi compliqué que le probléme HOMOMORPHISME DE GRAPHES, qui est un pro-
bléme NP-complet |Levin, 1973]. ! La NP-complétude de HOMOMORPHISME DE GRAPHES
dérive immédiatement de la remarque suivante : un graphe H est homomorphe a un K,
(le graphe complet & n sommets) si et seulement si H est n-colorable. HOMOMORPHISME
DE GRAPHES est donc un cas particulier du probléme k-COLORATION, prouvé NP-complet
dans [Karp, 1972| (transformation depuis 3-SAT).

[Karp, 1972]

[Chein and Mugnier, 19 Crique VerTEX COVER
Baget and Mugnier, 2001a) Karp, 1972]
[Cook, 1971]
[Levin, 1973]

PROJECTION 7 HoMOMORPHISME DE GRAPHES < k-COLORABLE 3-SAT

Chein and Mugnier, 1992] [Karp, 1972]  [Cook, 19!'!I
Mackworth, 1977]
[Mugnier and Chein, 1996

CSP

F1G. 5.1 — Quelques réductions prouvant la NP-complétude de PROJECTION 7.

Enfin, si les seuls types de relations du support sont unaires, le probléme devient :
vérifier que, pour chaque relation de H, il existe une relation de type plus spécifique dans
G. Ce probléme est polynomial si le test sur les types est polynomial. [l

Notons que le probléme GRAPH HOMOMORPHISM qui en rend compte dans [Garey and Johnson, 1979)
est en fait un cas particulier d’homomorphisme, répondant & la question « existe-t-il un homomorphisme
surjectif complet de H dans G 7 ».
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PROJECTION 7 et 3-SAT

Une autre preuve de la NP-complétude de PROJECTION 7 peut étre donnée par une
transformation du probléme 3-SAT.

3-SAT

Données : Une formule F sous la forme d’une conjonction de disjonctions (clauses),
chaque clause ayant au plus 3 littéraux.

Question : F est-elle satisfiable 7

Nous donnons cette transformation [Baget and Mugnier, 2001a] car elle forme le noyau
de plusieurs transformations qui seront utilisées dans le Chap. 7.

SN SN O O

7
Qa>  Qd> QAo Qad

|
oD@ e ! @@@@@@

F1G. 5.2 — Transformation d’une instance de 3-SAT en instance de PROJECTION ?.

Soit F = C} A ...Cy une instance de 3-SAT. Nous construisons le graphe G(F) de la
fagon suivante :

— pour chaque variable z de F, nous construisons trois sommets concepts, respective-
ment typés par x, xt, et xf, et deux relations binaires de type val reliant le premier
de ces sommets aux deux autres (intuitivement, ceci s’interpréte par « x peut étre
valué & VRAI ou a FAUX »);

— pour chaque clause C; = (xVyVz) de F (oi z, y et z sont des littéraux), nous ajoutons
7 relations de type C; représentant les 7 évaluations possibles de cette clause & VRAI
(chacune a pour premier argument xt ou xf, pour deuxiéme argument yt ou yf, et
pour troisiéme argument zt ou zf) ;

— pour les clauses de taille 2 ou 1, nous procédons de fagon similaire, en ajoutant 3
relations binaires dans le premier cas, et une relation unaire dans le second ;

Remarquons qu’imposer des clauses de taille maximale fixée par une constante k est d’'une
grande importance pour obtenir une transformation polynomiale, puisque cette transfor-
mation génére 2F — 1 relations pour chaque clause de taille k.

Dans le graphe H(JF), chaque variable z est représentée par un sommet concept typé
par x, relié par une relation binaire typée par val & un sommet concept typé par xv. Notons
que les types de la forme xv sont plus généraux que les types xt et xf, et que ce sont les
seules comparaisons possibles dans le support. Pour chaque clause C;, nous rajoutons une
relation dont I'arité est la taille de C; dont les arguments sont les sommets concepts de
la forme xv associés aux littéraux de la clause. Ce graphe, considéré comme une requéte,
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signifie « existe-t-il une valuation des variables telle que toutes les clauses soient valuées a
VRAIL? »

Cette transformation, associée a la formule de 3-SAT F = (a VbV —¢) A (—a V ¢V —d)
est illustrée dans la F1G. 5.2. Afin de sauvegarder la lisibilité du dessin, nous n’avons
pas représenté dans le graphe G(F) tous les traits reliant les clauses aux valuations des
variables. Il est immédiat de vérifier que F est satisfiable si et seulement s’il existe une
projection de H(F) dans G(F).

Projection et Satisfaction de contraintes

Nous allons ici nous intéresser a la grande similarité qui existe entre les problémes PRO-
JECTION ? et CSP (satisfaction d’un réseau de contraintes). Par l'intermédiaire de deux
réductions, nous allons non seulement montrer que ces deux problémes sont équivalents (ce
que l'on sait déja, puisqu’ils sont tous deux NP-complets), mais que ces transformations
conservent a la fois la structure du graphe et I’ensemble de toutes les solutions. Ceci nous
permettra de traduire les algorithmes d’un formalisme & ’autre.

Les réseaux de contraintes ont été utilisés des le début des années 60, mais leur premier
traitement algébrique est di a [Montanari, 1974]. Depuis [Mackworth, 1977], ces réseaux
de contraintes se sont répandus dans de nombreux domaines de I'Intelligence Artificielle,
et sont maintenant un outil utilisé dans de nombreuses applications.

Définition 5.1 (Réseau de contraintes) Un réseau de contraintes sur un domaine fini
D est un triplet N = {V,U,0} ou V est un ensemble de sommets appelés variables, U C V*
est un ensemble d’hyperarcs, et § est une application qui a tout hyperarc ¢ d’arité k associe
un ensemble de tuples de D*. Un couple (c,6(c)), ot c € U, est appelé une contrainte, et
d(c) contient les tuples de valeurs autorisées pour les arguments de c.

On appelle instanciation d’une variable z de V(N) I'assignation d’une valeur i(z) =
d € D a cette variable. Un réseau est dit instancié si toutes ses variables sont instanciées.
Une instanciation du réseau est dite consistante si, pour chaque contrainte (c,d(c)) du
réseau, dont le voisinage est y(c) = {z1,...,2,}, on a (i(z1),...,i(z,)) € d(c). Dans le cas
contraire, on dit que cette contrainte est violée. S’il existe une instanciation qui ne viole
aucune contrainte, le réseau est dit consistant. Le probléme CSP est donc :

CSP?
Données : Un réseau de contraintes N sur un domaine fini D.
Question : Existe-t-il une instanciation consistante de N ?

L’ensemble des instanciations consistantes d’un réseau N sera appelé I’ensemble des
solutions de N.

Nous représenterons un réseau de contraintes par un hypergraphe, de fagon similaire a la
représentation des graphes élémentaires. Nous dessinerons les variables par des rectangles,
et les contraintes par des ovales.
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Prenons par exemple le domaine D = {a, b, ¢}, et le réseau N défini par :

UN) = {1,223}
VIN) = {e1 = (x1,22,23),c0 = (T3, %2), 3 = (22), ¢4 = (23)}
d : d(cr) ={(a,b,b),(c,b,a),(c,a,b)};5(c2) = {(a,b),(b,a)};
6(cs) = 0(ca) = {(a), (b)}

La F1G. 5.3 illustre la représentation graphique de ce réseau. Notons que les contraintes
d’arité 1 sont souvent « intégrées » a la variable : si une variable z n’est incidente a
aucune contrainte d’arité 1, on dit que son domaine dom(z) est D, sinon son domaine
sera celui qui est autorisé par cette contrainte : soit ¢ telle que y(c) = (x), on pose
dom(z) = {d € D, (d) € 6(c)}. La représentation est plus simple, et on peut alors ignorer
les contraintes unaires en posant qu’une instanciation associe a une variable un élément
de son domaine. Les deux graphes de la FIG. 5.3 sont donc les représentations de deux
formulations équivalentes du méme probléme. Notons que cette transformation est iden-
tique a celle qui remplace les relations unaires par des types de concepts dans les graphes

élémentaires.

D ={a,b,c}

{a,b,c}

F1G. 5.3 — Deux représentations équivalentes d’un réseau de contraintes.

Ce réseau a deux instanciations consistantes : i; : x> ¢, o — a, T3* b et iy :

T ¢, To — b, 3+ a. On peut vérifier que toute autre instanciation des variables de
ce réseau viole au moins une contrainte.

De CSP a PROJECTION

[’équivalence trés forte entre projection et satisfaction de contraintes a été remarquée
par [Mugnier and Chein, 1996| et, de maniére indépendante dans un formalisme trés simi-
laire, par |[Rudolf, 1998|. Les transformations que nous présentons ici sont une variante de
celles utilisées dans [Mugnier and Chein, 1996].

Soit & un réseau de contraintes. Alors nous définissons la transformation C2P (réseau
de Contraintes a Projection) de la fagon suivante :

— construction du support S :

— a chaque variable x; du réseau, nous associons un type d’arité 1, ¢;;
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— a chaque valeur d; € D, nous associons un type d’arité 1, d;;
— pour chaque arité k£ de contrainte présente dans le réseau, nous avons un type de
relation d’arité k, ry ;
— tous les types de S sont incomparables.
— construction du graphe H :
— a chaque variable z; de N correspond un sommet concept z; de type ¢; (le type
associé a la variable) ;
— a chaque contrainte ¢ = (21, ..., xx) correspond une relation r = (z1,...,xy), dont
le type est 7.
— construction du graphe G :
— pour chaque variable z;, pour chaque valeur d; € dom(z;), nous créons un sommet
concept de type t;M1d;;
— pour chaque contrainte ¢ = (zi,...,x,) d’arité k, pour chaque tuple autorisé
(di,...,dx) € 6(c), nous créons une relation r de type 7 et d’arité k telle que,
pour 1 < i < k, v;(r) est le sommet dont le type est ¢; 1 d;.

t1|_|C

1o Mb

H 1 11b

N bl

t2|_|a

G

t3|_|CL t3|_|b

F1G. 5.4 — Les graphes H et GG obtenus par transformation du réseau de la F1G. 5.3.

La F1G. 5.4 illustre le résultat de cette transformation, appliquée au réseau de contraintes
de la F1G. 5.3. Notons que les graphes élémentaires obtenus sont minimaux, et que la struc-
ture du graphe H obtenu est exactement celle du réseau de contraintes initial.

Dans notre exemple, les seules projections de H dans G sont : 71 qui associe au sommet
concept de type t; le sommet concept de type t;M¢, au sommet concept de type ¢, celui de
type t2 Ma, et au sommet concept de type t3 celui de type t3Mb; et mo qui & ces sommets
concepts associe, dans 1’ordre, les sommets concepts de type t1 Mc, to b, et t3Ma.

Propriété 5.1 Soit N' un réseau de contraintes, et C2P(N') = (S, H,G). Alors N est
consistant ssi il existe une S*-projection de H dans G. De plus, il existe une bijection entre
les solutions du réseau de contraintes et les projections de H dans G.

Preuve: Nous montrons comment toute solution du réseau de contraintes peut étre trans-
formée en projection par une application injective, et réciproquement.



104 CHAPITRE 5. ALGORITHMES POUR LA PROJECTION

(=) Voir que si ((z1,d;,),--.,(x,,d;,)) est une solution du réseau de contraintes, alors
((t1,t1Mds,), - - -, (tn, taMd;,)) (ot nous identifions de maniére unique les sommets concepts
par leur type) est une projection de H dans G. Il est aussi immédiat de vérifier que cette
transformation des solutions est injective.

(<) Si ((t1,u1), ..., (tn,uy,)) est une projection de H dans G, alors cette projection est
nécessairement de la forme ((¢1,%,Md;,), ..., (ts, t, M d;,)) (sinon, les types ne seraient pas
compatibles). Alors ((z1,d;,), ..., (Tn,d;,)) est une solution du réseau de contraintes. La
aussi, vérifier I'injectivité de cette transformation est immeédiat. O

De PROJECTION & CSP

Réciproquement, prenons & un support, et deux graphes minimaux G et H sur S*.
Nous construisons le réseau de contraintes N' = P2C(S, H, G) de la fagon suivante :

— les variables du réseau N sont les sommets concepts du graphe H ;

— le domaine de chaque variable x est constitué de ’ensemble des sommets concepts de
G;

— les contraintes du réseau R sont les relations du graphe élémentaire H (i.e. ¢ =
(%1, ..., xx) est une contrainte de N ssi il existe ¢ € U(H) telle que y(c) = (21, ..., xk) :
remarquons que si une telle relation c existe, elle est unique puisque H est minimal);

— pour chaque relation r» € U(H), pour chaque relation ' € U(QG), si 7(r') < 7(r),
alors nous ajoutons 7(r') aux tuples autorisés de la contrainte associée a 7.

Ici aussi, la structure du graphe H est conservée.

Voir qu’en appliquant P2C aux graphes H et G de la Fi1G. 5.4, on retrouve le réseau

de contraintes de la F1G. 5.3. Ceci n’est cependant pas toujours vrai.

Propriété 5.2 Soient S un support, H et G deux graphes élémentaires minimaux sur S*,
et N = P2C(S, H, Q). Alors N est consistant ssi il existe une 8*-projection de H dans G.
De plus, il existe une bijection entre les solutions du réseau de contraintes et les projections
de H dans G.

Preuve: La preuve est immédiate : voir que ((z1, %), - -, (n, ¥s,)) est une projection de H
dans G si et seulement si ((x1,Yi,),---, (Zn, ¥s,)) est une solution du réseau de contraintes.
U

Discussion : projection vs CSP

Les transformations P2C et C2P démontrent que CSP et PROJECTION(S) sont deux
problémes extrémement similaires. On peut passer d’un probléme a ’autre par des transfor-
mations qui préservent aussi bien la structure du probléme (tout au moins celle du graphe
H ou du réseau de contraintes) que I’ensemble des solutions de ce probléme.
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Alors, si ces deux problémes sont si similaires, une question se pose « pourquoi étudier
le probléme de la projection®? » Nous pouvons répondre & cette question en mettant en
lumiére les points suivants :

— PROJECTION peut se voir comme une requéte (définie par I'utilisateur) dans une base

de données (un graphe distinct existant). La distinction entre ces deux graphes n’est
pas présente dans le formalisme des réseaux de contraintes, qui nécessite de créer, a
chaque requéte, un réseau encodant a la fois la requéte et la base de faits.

— les extensions que nous allons considérer (les régles, par exemple) sont difficilement
exprimables dans le modéle CSP (mais remarquons, dans 'autre sens, qu'il est difficile
d’exprimer, par exemple, des domaines continus dans le modéle des graphes simples).

Ayant ainsi affirmé la nécessité d’étudier PROJECTION comme un probléme distinct/autonome,
il se pose une autre question : « pourquoi, pour résoudre PROJECTION ne pas traduire le
probléme dans le formalisme des réseaux de contraintes et utiliser les outils existants 7 »

Ce théme sera présent, en toile de fond, dans I’ensemble de cette section. Mais nous pou-
vons immédiatement exposer un type de probléme, auquel la projection pourrait répondre,
mais qu’il serait difficile de traduire en réseau de contraintes.

F1G. 5.5 — Un graphe G trop gros pour pouvoir construire les domaines via P2C.

Supposons G un graphe de trés grande taille (par exemple, le graphe du web?) et H
un graphe (une requéte) de taille raisonnable, tel qu'un de ses sommets concepts z a un
petit nombre d’images possibles dans G (z peut étre vu comme typé par un mot-clef rare).
Alors il est possible (si H est connexe et si I’algorithme de recherche repose sur la relation
de voisinage) que la recherche n’implique qu’un nombre réduit de sommets concepts de
(. Pourtant, la construction du CSP équivalent nécessiterait de considérer I’ensemble des
sommets de G... ce qui peut étre impossible dans le cas de trés grands graphes.

2Nous posons cette question plutdt que sa réciproque. « Pourquoi étudier les CSP ? » pour deux raisons :
1. Ce mémoire est dédié aux graphes conceptuels et 2. 'utilisation fréquente des CSP dans de nombreux
domaines de I'TA ne nécessite pas que I’on prenne ici leur défense.
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De plus, méme en dehors de ce cas extréme, nous devrons considérer, dés que nous
utiliserons des régles, que le graphe G sera trés dynamique. Le coiit de la modification du
CSP, a chaque application d’une régle sur GG, serait prohibitif.

Enfin, alors qu’un réseau de contraintes peut étre un graphe « trés connecté », le graphe
H représentant, une requéte est souvent, lorsqu’il est construit directement ou indirectement
par un utilisateur, un graphe peu complexe, i.e. de petite taille et ayant « peu » de cycles.

C’est pour ’ensemble de ces raisons que nous avons jugé préférable d’adapter les al-
gorithmes étudiés dans la communauté CSP au probléme de la projection de graphes
élémentaires, plutdot que de traduire notre probléme dans un autre formalisme.

5.1.3 Autres problémes de SG

Dans [Chein and Mugnier, 1992|, la complexité de plusieurs problémes liés & PRO-
JECTION est démontrée dans le cadre des graphes conceptuels simples (sans liens de co-
référence). Nous adaptons ici ces résultats aux graphes élémentaires. Le fait que ces pro-
blémes soient NP-difficiles montre que tout repose sur 'efficacité de I'algorithme utilisé
pour résoudre PROJECTION. Nous rappellerons briévement les transformations utilisées
pour prouver ces différents résultats.

Les résultats ci-dessous nécessitent la NP-complétude du probléme PROJECTION 7.
Nous devrons donc supposer (voir Th. 5.1) que la comparaison des types dans le support
est un probléme de NP, et qu’il existe dans S des types de relations d’arité > 2.

Equivalence

EQUIVALENCE ?
Données : Deux graphes élémentaires G et H sur un support S.
Question : G et H sont-ils équivalents ?

Propriété 5.3 EQUIVALENCE ? est un probléme NP-complet.

Preuve: Le certificat polynomial est la donnée des deux projections. Soit (S,G, H) une
instance de PROJECTION ?. Nous la transformons en instance de EQUIVALENCE ? de la
fagon suivante : 1) construire un graphe G; obtenu a partir de G en lui rajoutant un
sommet concept de type Newg, relié & chaque sommet concept de GG par une relation
binaire de type Newg; et 2) construire un graphe G5 obtenu & partir de I'union disjointe
S de G et de H en lui rajoutant un sommet concept de type Newc, relié & chaque sommet
concept de S par une relation binaire de type Newpg. Les deux nouveaux types ne sont
comparables & aucun autre type du support initial S. Alors G < H ssi G1 = Gs. O
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Projection injective

Dans un certain nombre de travaux utilisant les graphes conceptuels, ce n’est pas la
projection qui est utilisée comme base de raisonnement, mais la projection injective (deux
sommets concepts distincts ont des images distinctes). Certains domaines d’application
rendent parfois nécessaire de considérer une projection injective, par exemple pour projeter
des graphes représentant des molécules chimiques [Régin, 1995, Vismara, 1995].

PROJECTION INJECTIVE 7
Données : Deux graphes élémentaires G et H sur un support S.
Question : Existe-t-il une projection injective de H dans G'?

Propriété 5.4 PROJECTION INJECTIVE ? est un probleme NP-complet.

Preuve: Voir que ce probléme est une généralisation de ISOMOMORPHISME DE SOUS-
GRAPHE, probléme [GT48| de [Garey and Johnson, 1979|. O

La transformation suivante est couramment utilisée dans les modélisations en graphes
conceptuels, lorsque ’on veut assurer 'injectivité de la projection (ou d’une partie de la
projection). Il s’agit cette fois de transformer PROJECTION INJECTIVE ? en PROJECTION ?.
Soit (S, G, H) une instance de PROJECTION INJECTIVE ?. Nous la transformons en ins-
tance (8',G', H') de PROJECTION 7 en rajoutant & S un nouveau type de relation binaire
#, incomparable avec tous les autres types, et en rajoutant, pour chaque couple ¢, ¢ de
sommets concepts de G (resp. H), une relation de type # entre ces sommets. Alors 7 est
une projection injective de H dans G si et seulement si m est une projection de H' dans
G'.

Une telle relation de type # est souvent utilisée pour les modélisations utilisant les
graphes conceptuels. Si on précise dans le graphe G' que certains sommets concepts repré-
sentent des entités différentes, relier deux sommets concepts par une relation de type #
dans la requéte obligera la projection a les envoyer dans deux sommets distincts.

Irredondance

IRREDONDANT ?
Données : Un graphe élémentaire GG sur un support S.
Question : (G est-il irredondant ?

Propriété 5.5 IRREDONDANT ? est un probléeme co-NP-complet.

Preuve: IRREDONDANT ? est le complément du probléme suivant, REDONDANT 7, que nous
montrons NP-complet : « étant donné un graphe élémentaire G, existe-t-il un endomor-
phisme de G qui n’est pas bijectif et complet? » (voir Def. 3.7). La transformation que
nous utilisons est différente de celle donnée dans [Chein and Mugnier, 1992| (qui utilisent



108 CHAPITRE 5. ALGORITHMES POUR LA PROJECTION

une transformation & partir de PROJECTION INJECTIVE 7). Ce probléme admet bien un
certificat polynomial (la donnée de cet endomorphisme), et nous exhibons une transfor-
mation polynomiale qui associe a toute instance (S, G, H) de PROJECTION 7 une instance
(8',G") de REDONDANT ?, construite de la fagon suivante : G’ est I'union disjointe de G et
de H. Les n sommets concepts issus de H sont incidents & des relations unaires de types
1,2,...,n, et les n’ sommets concepts issus de G sont incidents & des relations unaires de
types 1,2/, ..., n'. Le support S’ est composé du support S et des types de relations unaires
que nous avons utilisés, ordonnés de la fagon suivante : les types 1,2,...,n sont deux a
deux incomparables, les types 1’,2’, ..., n’ sont deux a deux incomparables, ces types sont
incomparables avec tous les autres types du support, et chaque type de {1,2,...,n} est
plus général que chaque type de {1',2',...,n'}. Nous supposerons, sans perte de généralité,
que les graphes G et H sont connexes.

(=) Supposons une projection 7 de H dans G. Alors 7' : G' — G' qui associe a tout
sommet concept c issu de H le sommet issu de son image par 7, et a tout sommet c issu
de G ¢ lui-méme, est un endomorphisme (les relations unaires incidentes aux sommets
concepts de H peuvent s’envoyer sur les relations unaires incidentes aux sommets concepts
de G) qui n’est pas bijectif. Il s’ensuit que G’ est redondant.

(<) Si G’ est un graphe redondant (il existe un endomorphisme 7 de G’ qui n’est pas
bijectif et complet). G’ est composé de deux composantes connexes (une issue de G, et
une issue de H). Supposons que m n’envoie aucun sommet de H dans G. Donc 7y est
une projection de H dans H, et il ne peut s’agir que de l'identité (ceci est assuré par les
relations unaires). L’ordre sur les relations unaires interdit toute projection d’un sommet
concept issu de G dans un sommet concept issu de H. Donc mg est une projection de
G dans G, et il ne peut s’agir que de 'identité (ceci est assuré par les relations unaires).
Donc 7 est I'identité, ce qui est absurde. Donc il existe un sommet concept issu de H dont
I’image par 7 est un sommet concept issu de G. Comme la partie de G’ issue de H et celle
issue de GG sont deux composantes connexes distinctes, il s’ensuit que tous les sommets de
la partie issue de H se projettent dans la partie issue de G. Il s’ensuit que my est une
projection de H dans G. O

Cas polynomiaux

Un premier cas polynomial pour PROJECTION 7 est démontré, dans le cadre des graphes
conceptuels simples, par [Chein and Mugnier, 1992] : il s’agit du cas ou le graphe H est
un « arbre » (et plus précisément du cas ou les seuls cycles élémentaires admis sont formés
par les multi-arétes entre un sommet relation et un sommet concept). L’algorithme BCC
que nous présentons dans ce chapitre (Sect. 5.3.3) en fournit une nouvelle preuve. Ce cas
polynomial est étendu dans [Baader et al., 1999] au cas ou H peut étre transformé en un
arbre en éclatant des sommets concepts individuels (on obtient un arbre équivalent, d’un
point de vue logique & H, mais qui ne l’est pas du point de vue de la projection).

|Kerdiles, 2001| étend encore ces résultats en définissant la notion de « guarded simple
graph », qui inclut les cas précédents. Cette notion est inspirée de la notion de « formule
gardée » en logique.
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Les arguments structurels sur le graphe de contraintes permettent aussi d’obtenir des cas
polynomiaux, suivant la structure de la requéte H, pour le probléme PROJECTION 7. Le cas
polynomial pour les arbres est prouvé dans [Freuder, 1982]. Dans le cas ou les contraintes
sont des relations n-aires, de nombreuses méthodes de décomposition permettant de se
ramener a un arbre sont exposées et comparées dans |Gottlob et al., 1999|.

En ce qui concerne les autres problémes apparentés & PROJECTION 7, notons que PRO-
JECTION INJECTIVE ? reste NP-complet lorsque H est un arbre, mais devient polynomial
si G et H sont tous deux des arbres [Mugnier and Chein, 1993|. [Mugnier, 1995| présente
un algorithme qui calcule la forme irredondante d’un graphe dont la complexité est poly-
nomialement liée & celle d’un algorithme résolvant PROJECTION ?. Ainsi, dans les cas ot
PROJECTION ? est polynomial, on peut mettre un graphe sous forme irredondante de fagon
polynomiale.

Plus généralement, les cas polynomiaux connus pour EQUIVALENT? et IRREDON-
DANT ? proviennent directement des cas polynomiaux de PROJECTION 7. Enfin, dans le cas
ou H est un arbre, le probléme consistant & compter le nombre de projections de H dans
G est lui-aussi polynomial (alors que leur énumération, du fait du nombre de projections
possibles, est un probléme exponentiel). Un algorithme est donné dans [Mugnier, 1992].

Cette bréve présentation des autres problémes de SG montre que PROJECTION 7 est le
probléme central & résoudre si 'on veut développer des algorithmes efficaces.

5.2 Adaptation d’algorithmes de CSP

La communauté « Contraintes » a développé un important travail de recherche autour
de l'optimisation des algorithmes permettant de résoudre le probléme de satisfaction de
contraintes.

L’algorithme de base, Backtrack [Golomb and Baumert, 1965|, s’est vu améliorer par
I’'utilisation de diverses techniques. Certaines reposent sur une économie du travail réalisé a
chaque étape de ’algorithme (par exemple BackMark), d’autres sur un ordonnancement des
variables qui rend plus probable la découverte rapide d’une solution (ou alternativement
Pélimination rapide d’instanciations qui ne sont pas des solutions). Des résultats intéres-
sants ont été obtenus en sacrifiant la rapidité des opérations réalisées a chaque étape de
I’algorithme, afin de réduire la taille de ’arbre de recherche. Nous parlerons ici de deux
importantes familles de méthodes, le filtrage (notamment avec Forward Checking), et le
« saut arriére » (BackJump).

La structure du graphe a aussi été utilisée, |Freuder, 1982] montre que le probléme
est polynomial dans le cas des arbres. Différentes méthodes de décomposition (voir, par
exemple, [Gottlob et al., 1999]) permettent de se ramener a ce cas.

Nous n’avons pas ici I’ambition de faire un état de ’art exhaustif sur les algorithmes de
résolution d’un réseau de contraintes. Nous renvoyons donc le lecteur a [Meseguer, 1989|
pour un état de ’art qui, s’il n’est pas récent, présente cependant un panorama des princi-
pales techniques. Pour une comparaison des différents mécanismes de BackJump, le lecteur
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pourra se référer & |Prosser, 1993|, pour Forward Checking & |Haralick and Elliott, 1980|
(|Bessiére et al., 1999] pour les contraintes non binaires), et, pour les différentes formes de
maintien de consistance, a [Debruyne and Bessiére, 2001]. Enfin, [Freuder, 1982] expose un
algorithme polynomial lorsque le réseau de contraintes est un arbre, et différentes généra-
lisations aux réseaux de contraintes n-aires sont présentées dans |Gottlob et al., 1999].

Cette partie a pour but de proposer un algorithme efficace, permettant de calculer
une ou toutes les projections d’un graphe dans un autre. Cet algorithme bénéficiera des
améliorations apportées a BackTrack par différents travaux sur les réseaux de contraintes.
Cette adaptation des résultats obtenus dans la communauté « Contraintes » devra prendre
en compte les particularités des modéles de raisonnement qui nous intéressent dans ce
mémoire :

— Le graphe G qui représente la base de faits est un grand graphe, qui évoluera dyna-
miquement (application de régles). Il est donc hors de question de le représenter par
une matrice d’adjacence.

— Ce graphe G peut étre tres grand. Nous souhaitons ne pas avoir a le parcourir tout
entier (si nous pouvons l'éviter).

— Lorsque nous appliquerons des régles, nous aurons a calculer de nombreuses projec-
tions « faciles ». Notre choix d’un algorithme de projection devra donc reposer sur
son faible surcout (overhead cost) dans les cas faciles, autant que sur son efficacité
dans la résolution de problémes difficiles.

Dans la Sect. 5.2.1, nous construisons, a partir d’optimisations de BackTrack étudiées
dans la communauté « Contraintes », un algorithme de recherche de projection(s) qui
répond a ces spécifications. Dans la Sect. 5.3, nous ajoutons a cet algorithme un méca-
nisme dont D'efficacité repose sur le nombre de composantes biconnexes du graphe, BCC
|Baget and Tognetti, 2001].

5.2.1 BackTrack

Nous présentons ici quelques méthodes permettant d’améliorer ’algorithme BackTrack.
Apreés avoir exposé la version générique de BackTrack que nous allons utiliser tout au long
de ce chapitre, nous étudierons :

— une méthode permettant de limiter le surcoiit lié aux comparaisons de types, qui

justifie algorithmiquement 1’utilisation des types conjonctifs ;

— un meécanisme permettant de calculer, & chaque étape du BackTrack, les candi-
dats possibles pour le sommet courant, par une méthode d’affinage utilisée dans
[Baget and Tognetti, 2001];

— la structure de données utilisée pour cet affinage nous permet d’écrire efficacement
plusieurs algorithmes développés pour le probléme de satisfaction de contraintes :

— BackMark [Gaschnig, 1979
— Forward Checking |[Haralick and Elliott, 1980], et principalement son extension
étudiée dans |Bessiére et al., 1999| aux contraintes/relations n-aires.

— cette structure de données est résistante aux « sauts arriéres » effectués par les diffé-
rents algorithmes BackJump, comme aux « sauts avants » que nous étudierons dans
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la Sect. 5.3.

Générer et Tester

Il est possible de vérifier en temps polynomial (O(mg xmg X (k+ % P(s)))) (& condition
de pouvoir exécuter les comparaisons dans & en un temps polynomial borné par P(s)) si
une application quelconque 7 de V(H) dans V(G) est une projection. En effet, il suffit,
pour chaque relation r parmi les my relations de H, de vérifier s’il existe une relation r’
parmi les mg relations de G telle que : 1) les k£ arguments de 7’ sont les images par 7 des
k arguments de 7, et 2) le type de 7’ est plus spécifique que celui de r (testé en temps
P(s)). Notons que nous pouvons étre un petit peu plus efficace, et ne tester, pour chaque
relation r de H, que les dg relations dont le premier argument est 1’image par 7 du premier
argument de r : ce qui nous donne une complexité en O(mpy X dg x (k + xP(s))).

Ceci nous donne immeédiatement un algorithme de recherche : générer toutes les ap-
plications de V(H) dans V(G), et tester si ce sont des projections. Il y a n}’ telles ap-
plications. Il faudra toutes les parcourir si on cherche a énumérer toutes les projections,
et, dans le pire des cas, elles seront toutes parcourues méme si on ne cherche qu’une seule
projection. La complexité de I’algorithme PROJECTION, dans le pire des cas, est donc en
O(n%f xmy X dg x (k+ xP(s))) L’algorithme PROJECTIONS, lui, admettra comme borne
inférieure Q(n7F x P(s)) : il sera dans tous les cas exponentiel.

t3 @Feuille échec

EFeuille succes

F1G. 5.6 — L’arbre de génération des applications de V(H) dans V(G).

Considérons les graphes G et H de la F1G. 5.4 (ou tous les types distincts sont incom-
parables). Nous pouvons voir le processus qui génére les applications de V(H) dans V(G)
comme un arbre : dans la F1G. 5.6, chaque branche de I’arbre représente une application
de V(H) dans V(G) (mais nous n’avons représenté que celles qui associent a un sommet
concept de type ¢t un sommet concept de type < t). Dans H comme dans G, la donnée
d’un type de concept détermine de maniére unique un sommet concept, nous nous servons
donc ici de ce type comme d’un identificateur. Un sommet de I’arbre indique donc, par
I'intermédiaire de son étiquette, un sommet concept du graphe élémentaire H, et les arcs
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(lorientation étant induite par la hauteur dans ’arbre) représentent les sommets concepts
de G dans lesquels ce sommet peut se projeter. Les feuilles de cet arbre représentent donc
toutes les applications possibles de V(H) dans V(G), application que 'on peut lire sur
la branche qui méne a cette feuille. Sur I’arbre représenté ici, deux branches seulement
correspondent & une projection (feuilles succés), toutes les autres ménent a des « feuilles
échecs » .

BackTrack

Algorithme 2: BackTrack(S, H, G)
Données : Un support S, deux graphes élémentaires minimaux H et G sur §*.

Résultat : Enumeére les S*-projections de H dans G.

H « Ordonner(H);
niveau < 1;
remonter <— FAUX;
si (H=10) alors
‘ Solution-Trouvée(H);

sinon

tant que (niveau # 0) faire

si (niveau = |V(H)|+ 1) alors
Solution-Trouvée(H );
remonter <— VRAI;

sinon
| concept-Courant < Vp[niveaul;

si (remonter) alors

si (Autres-Candidats(concept-Courant, G)) alors
remonter <— FAUX;

niveau < Niveau-Suivant(concept-Courant);

sinon
| niveau < Niveau-Précédent(concept-Courant);

sinon
si (Chercher-Candidats(concept-Courant, G)) alors
‘ niveau < Niveau-Suivant(concept-Courant);

sinon
remonter <— VRAI;
niveau <— Niveau-Précédent(concept-Courant);

Deux idées sont a ’origine de ’algorithme BackTrack (que nous noterons BT).
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1. un parcours en profondeur de cet arbre, si on ne cherche qu’une seule projection,
nous évite d’avoir a générer toutes ses feuilles. L’algorithme s’arrétera dés qu’il aura
trouvé une feuille succes.

2. si m est une projection de H dans G, alors la restriction de m & un sous-graphe
élémentaire H' de H est une projection de H' dans (G. En utilisant la contraposée
de cette propriété, nous allons pouvoir couper plus tot des branches de I'arbre de
recherche.

Cet algorithme est attribué a [Golomb and Baumert, 1965], mais cette méthode est
beaucoup plus ancienne. Par exemple, la description de la résolution du « probléme des 36
officiers », par [Euler, 1782], correspond exactement a I’exécution d’un BackTrack.

Nous proposons ici une version de cet algorithme (Alg. 2). Comme [Prosser, 1993, nous
le présentons dans sa version itérative. En effet, bien que la version récursive soit réputée
plus intuitive, cet algorithme va nous servir de noyau pour toutes les améliorations que
nous allons maintenant décrire, et cette version nous permet un meilleur controle des sauts
avant et arriére que nous utiliserons. Pour améliorer cet algorithme, nous travaillerons
uniquement sur les fonctions auxiliaires qu’il utilise.

Tout d’abord, nous avons choisi d’utiliser un seul algorithme pour résoudre les pro-
blémes PROJECTION 7, PROJECTION et PROJECTIONS. Son comportement dépend en effet
de la fagon dont on écrit la fonction Solution-Trouvée.

— pour répondre au probléme PROJECTION ?, la fonction Solution-Trouvée stoppe I'exé-

cution de l'algorithme et répond VRAL Il faudra répondre FAUX & PROJECTION ? si,
a la fin de 'exécution de BackTrack, Solution-Trouvée n’a pas été appelée.

— répondre au probléme PROJECTION se fait de la méme maniére, mais Solution-
Trouvée devra lire la projection courante dans les sommets concepts de H.

— pour énumérer les PROJECTIONS, Solution-Trouvée devra sauvegarder la projection
courante.

Afin d’unifier ces différents problémes, on peut, par exemple, lancer le BT dans son
propre thread d’exécution. Le programme/utilisateur qui lance cet algorithme, a travers un
schéma producteur/consommateur traditionnel, pourra lire/traiter toutes les projections
trouvées, ou arréter l’exécution de 'algorithme (aprés la premiére solution, par exemple).

Dans cet algorithme, la variable niveau correspond au niveau (dans l’arbre de re-
cherche), du prochain sommet & examiner (le niveau 1 correspondant a la racine de cet
arbre, et |V (H)| a une feuille). La variable remonter aura la valeur VRAT si la branche en
cours de développement ne doit pas étre continuée. Nous considérerons de plus que chaque
sommet concept posséde un champ nommé image. Examinons maintenant les différentes
fonctions appelées par cet algorithme.

— Ordonner donne un ordre (qui sera pour 'instant arbitraire) aux sommets concepts
de H. Ces sommets sont rangés, dans cet ordre, dans un tableau, et chaque som-
met concept connait sa position dans ce tableau. Quitte & renommer les sommets
concepts, nous noterons x; = (V(H))[i] le sommet concept placé a la position 7 dans
ce tableau. Nous notons prey (z;) I'ensemble des sommets concepts de H qui sont
placés avant x; dans ce tableau (i.e. prey (x;) = {z1;...;x;_1}). Suivant cet ordre,
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a chaque sommet concept z; correspond un ensemble de relations, prey(z;) = {r €
U(H), Yz € y(x;), x € prey(x;)}. Notons qu’une fois ’ordre désiré calculé (mais nous
pouvons ne rien faire, et considérer celui dans lequel le graphe H a été construit),
ces informations peuvent étre calculées en O(my X k) (et nécessitent le méme espace
mémoire).

— Niveau-Suivant, appliquée au sommet concept z; (qui est a la position ¢ dans le
tableau), retourne i + 1. De la méme maniére, appliquée au méme sommet, Niveau-
Précédent retourne 7 — 1.

— Chercher-Candidats stocke dans le champ image du sommet concept = qui est son
argument le premier sommet concept y € V(G) rencontré tel que, en posant y =
image(x), pour toute relation r € prey(z), avec y(r) = (x1,...,,), il existe 1’ €
U(G) avec y(r') = (image(zy),...,image(z,)) et 7(r') < 7(r). Cette fonction re-
tourne VRAI si elle trouve un tel sommet (nous dirons que c’est un candidat possible
pour z;), et FAUX sinon. Autrement dit, lorsque la fonction retourne VRALIL, si I'on
considére le sous-graphe H' de H engendré par les relations de pre;(z), les champs
image des sommets concepts de H' définissent une projection de H' dans G. Si z est
le dernier sommet de H selon 'ordre défini par Ordonner(H), alors H' = H et on a
trouvé une projection de H dans G.

— enfin, Autres-Candidats cherche & placer, a chaque nouvel appel, un nouveau candidat
possible dans le champ image de z, répond VRAI s’il I’a trouvé, et répond FAUX sinon.

En vérifiant qu’il est suffisant de tester uniquement les relations de pre, (x) (ou z est
le sommet concept courant) a chaque étape de I’algorithme, on prouve que cet algorithme
s’arréte (aprés avoir parcouru, au maximum, l’arbre qui correspond & toutes les applica-
tions de V(H) dans V(G)); que toutes les solutions qu’il énumére sont des projections
(adéquation) ; et qu’il les trouve toutes (complétude).

Avec une méthode naive de recherche des candidats possibles, cet algorithme a une
complexité, dans le pire des cas, en O(dy X dg x n3f x (k + P(s))), équivalente a celle
de I’algorithme brutal « générer et tester ». En pratique, toutefois, BT coupe souvent des
branches de I'arbre de recherche avant de les avoir explorées jusqu’au bout.

Reprenons I'exemple de la F1G. 5.4, et supposons que les sommets de H soient ordonnés
dans l'ordre t3, to, t; (encore une fois, nous pouvons ici identifier les sommets par leur type).
preg (ts) est composé de la seule relation unaire incidente a t3, prey(t2) contient la relation
unaire incidente a ¢, et la relation binaire incidente a ¢, et t3, et pre;; (1) contient la relation
unaire incidente a t; et la relation ternaire incidente a ¢y, et ¢3. L’algorithme ainsi décrit
génére 'arbre de BT illustré par la F1G. 5.7.

Remarquons que, pour couper au plus vite 'arbre de recherche, il faut que les prey(z;)
soient grands le plus rapidement possible. C’est pourquoi il est utile de baser I'ordre des
sommets de H sur la relation de voisinage de ce graphe, par exemple par un parcours, en
largeur ou en profondeur, de ce graphe.
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@Feuille échec

t3 b EFeuille succes

t3

toMb

F1Ga. 5.7 — L’arbre de recherche associé a une exécution de BackTrack.

Comparaisons dans le support

Nous avons vu que le coiit des comparaisons dans le support devient un coefficient
multiplicatif pour la complexité de BT. Il s’agit d’un probléme spécifique & PROJECTION 7,
que ’on ne retrouve pas dans un CSP.

En effet, nous n’avons fait pour I'instant aucune hypothése sur la complexité des opé-
rations de comparaison dans S. Nous supposerons cependant maintenant que ces compa-
raisons se font en temps polynomial (ou alors, la complexité de PROJECTION ? devient
anecdotique devant le cotit de ces opérations de comparaison). Si ¢(S) borne le temps mis
a comparer deux éléments S, alors deux éléments de S*, de tailles respectives [, et [,
pourront étre comparés en O(T(S) = O(l; x Iy x t(8S)). 1l s’agit d’un coefficient multipli-
catif qui peut étre important, et qui s’applique a toutes les opérations élémentaires de BT.
Comment le réduire ?

Une solution classique est la compilation du support. Si 7; est un ensemble de taille
n, on peut créer un tableau de taille n?, en temps O(n? x #(S)), dans lequel on pourra
lire la réponse a ¢t <; t' en temps constant O(1). Remarquons que la construction de ce
tableau peut déja nécessiter un espace mémoire prohibitif (par exemple, voir les 400000
types de concepts nécessaires a [Genest, 2000]). La comparaison des deux types de S* se
fera maintenant en O(l; x l3). Il semble difficile d’étendre cette méthode & une compilation
de &* : il peut y avoir O(2") éléments dans S*.

Cependant, il n’y aura au maximum que myg X mg comparaisons de types distinctes au
cours de la projection. Nous pourrons donc construire, pendant la projection, un tableau
(si la taille de G est raisonnable) ou une table de hachage (dans le cas contraire) contenant
les comparaisons déja calculées.

La complexité de BT devient alors en O((dy X k x dg x nf) + (my x mg x T(S))). Le
cotlit des comparaisons dans le support n’est alors plus un coefficient multiplicatif pour la
complexité de I'algorithme. Dans le cas o #(S) est polynomial (ce qui est toujours le cas
lorsque les relations <; sont données), ce surcoit dii aux opérations de comparaison dans
le support sera lui aussi polynomial. Nous pouvons le considérer comme négligeable devant
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le colit (exponentiel) du BT. Sa complexité amortie peut donc étre considérée comme une
constante.

Nous considérerons donc, dans les algorithmes qui suivent, que la comparaison de deux
types sur S* se calcule en O(1).

Il s’agit ici d’une justification algorithmique de la conjonction de types : en effet, au
lieu de vérifier si chacune parmi p relations jumelles est supportée dans H, nous rejetons
ce coit dans les comparaisons du support, et supprimons ainsi le coefficient multiplicatif
p. Il est donc utile, au niveau algorithmique, de considérer les graphes élémentaires sous
leur forme minimale.

Optimiser la recherche des candidats possibles

Nous essayons ici, non pas de réduire la taille de I’arbre de recherche, mais d’optimiser
le temps mis & calculer les candidats possibles a chaque noeud de cet arbre. Comment
peut-on calculer, a une étape de I'exécution de BT, I'ensemble des candidats possibles de
x?

La démarche naive consiste, lorsque 'on veut calculer les candidats possibles pour
un sommet concept x, & parcourir les sommets de GG, puis a vérifier, pour chaque relation
r = (z1,...,%,) € prey(z) (nous pouvons, puisque les graphes élémentaires sont minimaux,
identifier une relation par son voisinage), s'il existe ' = (image(x1), . .., image(z,)) € U(G)
telle que 7(r') < 7(r). On dit alors que 7’ est le support® de r pour la projection courante,
ou que r est supportée par r'.

Cette démarche a un avantage, puisque les candidats possibles sont énumérés un par
un : si on ne cherche qu'une seule projection, elle peut étre trouvée sans avoir énuméré
tous ces candidats possibles. Cependant, vérifier si un sommet de G est un candidat se fait
en O(d x k). Il y a au maximum ng sommets a tester, ce qui nous donne la complexité de
BT que nous avons exposée.

La méthode que nous présentons maintenant généralise aux relations n-aires la structure
de données que nous avions proposée dans |Baget and Tognetti, 2001| pour calculer les
candidats.

Considérons maintenant prey (xz) = {ro,71,...,74}, 7o la relation unaire incidente a z,
et supposons prey (z) \ {ro} # 0.

Alors nous notons A;(z) ensemble construit de la fagon suivante :

— prenons d’abord ’ensemble de tous les y tels que, si image(z) = y, alors ry est

supportée dans G ;

— enlevons de cet ensemble tous les y tels que ry n’est pas supportée.

Cet ensemble A;(x) peut étre calculé en O(d x k). En effet, soit z un argument de r; dif-
férent de z (nous supposons que z existe, sinon r; devrait étre considéré de la méme fagon
qu’une relation unaire). Alors, les y doivent étre recherchés dans les relations incidentes

3Le support d’une relation, terme importé de la communauté contraintes, ne devra pas étre confondu
avec le support S qui encode I'ontologie
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a image(z), et il y en a au plus O(d). Chacune de ces relations sera testée en O(k) (son
arité). Notons que, cette fois-ci, nous n’avons pas nécessairement besoin de parcourir I’en-
semble des sommets concepts de . Enfin, nous construisons itérativement les ensembles

Ao (z),...,Ay(z) définis par :

Aii1(x) ={y € Ai(z) tels que y = image(x) = r;+1 est supportée dans G}

image(x, image(xs)

Y3

2
Candidats possibles ? 1 1 1

1 Y

F1G. 5.8 — Recherche des candidats possibles a chaque étape de I’algorithme.

Considérons I’exemple de la F1G. 5.8. Nous cherchons & calculer, & une étape donnée
de l'exécution de BT, les candidats possibles du sommet concept z. Nous avons prey (z) =
{ro, 71,72}, OU T est la relation unaire, r; est la relation ternaire, et ro la relation binaire.
Alors, pour calculer A;(z), nous considérons tout d’abord 1’ensemble des y € V(G) tels que,
si y = image(x), r; est supportée par G, c’est a dire {y1,y2,ys}, et Otons de cet ensemble
les sommets concepts pour lesquels 7 n’est pas supportée : il nous reste Ay (z) = {y1,ys}.
Nous affinons maintenant cet ensemble par ro, en 6tant de A;(z) tous les sommets concepts
pour lesquels 75 n’est pas supportée, et obtenons Aq(z) = {ys3}.

Propriété 5.6 L’ensemble A,(z) ainsi obtenu est I’ensemble de tous les candidats pos-
sibles pour x.

Preuve: En effet, si y est un candidat possible pour z, alors voir que y € A;(x) et qu'il ne
peut étre supprimé par les affinages successifs. Réciproquement, si y € A,(z), alors toutes
les relations de prey(x) sont supportées dans G. 0
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Estimons maintenant le cott du calcul de A, 1(x) & partir de A;(z), pour une relation
Tiy1 = (z1,...,%p) € prey(z). Il nous faut vérifier, pour chaque y = image(z) € A;(x), si
(image(z1), . .., image(z,)) est un support de 7;41. Si nous disposions d’une représentation
matricielle du graphe G, ce test pourrait s’effectuer en O(1). Cependant, nous nous inter-
disons cette facilité, qui augmenterait le cotit des modifications du graphe G induites par
Papplication de régles (voir Chap. 6). Nous devrons donc parcourir les relations incidentes
a I'image d’'une extrémité de r;,q, et vérifier si I'une d’entre elles est un support de r;,;.
La génération de A;;;(z) se fera donc en temps O(d x k x |A;(x)|). Le temps total pour
générer tous ces A sera donc en O(d x k x (14 Xo<j<4|Aj()])). Le pire des cas (d = ng, et
aucun affinage ne réduit la taille des A) nous donne une complexité en O(n x k). Si nous
comparons ce résultat au pire des cas de l'algorithme naif (d = ng), dont la complexité
devient O(n% x k), nous voyons que nous avons augmenté la complexité d’un ordre de
grandeur.

Cependant, une analyse en moyenne montre que cet algorithme est plus efficace. Consi-
dérons un générateur aléatoire de graphes élémentaires, construit, par 'intermédiaire de
la transformation C2P, & partir d’un générateur aléatoire de réseaux de contraintes (voir,
par exemple [Smith, 1996]). Alors si la dureté ¢ (tightness) des contraintes est p €]0;1],
la taille estimée de A;yq(x) sera (1 — p) x A;(z) (Palgorithme que nous décrivons ici a le
méme comportement que celui que nous avons présenté dans [Baget and Tognetti, 2001]).
La complexité du calcul des candidats sera alors de O(d x k X |Aq(z)] X Z1<j<q(1 — p)?),
ce qui peut se simplifier en O(d x k x (1+1/p)), si on considére que ¢ est assez grand (une
hypothése du pire des cas). Ceci justifie I'idée intuitive que si les relations de H ont peu de
certificats possibles dans GG, alors la taille des A diminuera rapidement, au fur et & mesure
des affinages successifs.

BackMark

|Gaschnig, 1979] propose un algorithme de CSP appelé BackMark. Cet algorithme tente
de minimiser le nombre de vérifications redondantes de contraintes. Traduit en termes de
projection, il faut essayer de ne pas retester inutilement si une relation incidente au sommet
courant admet un certificat dans G. Nous allons utiliser la structure de données (les A;)
vue ci-dessus pour proposer une autre version de BackMark, qui présente deux avantages
par rapport a la version originale : elle fonctionne avec les relations n-aires, et elle est
compatible avec les sauts avant et arriére que nous utiliserons par la suite.

Soit  un sommet concept de H, et pre,(z) = {ro,...,r,}. Pour chacune des relations
T1,...,T¢, DOus notons max(x,r;) argument de r; (différent de x) qui sera examiné le
dernier par BT (i.e. celui qui est le plus grand pour 'ordre induit par la position des
sommets concepts dans le tableau). Alors I'ordre dans lequel nous considérons les r; doit
vérifier la propriété : si max(z,r;) est avant max(x,r;), alors r; est avant r;.

Nous avons illustré cet ordre dans la FIG. 5.9. Les sommets de prey (z) sont considérés
dans Vordre A, B,C, D, E,F,G. Ceci induit plusieurs ordres possibles sur pre;(z), par

*La dureté d’une contrainte r d’arité k est définie par 1 — |5(r)|/|D|*, i.e. le complément du nombre de
tuples autorisés par la contrainte sur le nombre de tuples possibles.
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F1G. 5.9 — Calcul de I'ordre sur les relations de prey ().

exemple 1,2,2' 3 4" 4 5. Cet ordre sur les pre;(z) sera celui avec lequel nous construirons
les Az

Supposons maintenant qu’a une étape de BT, nous ayons construit les différents A;(z),
puis qu’un échec nous force & remonter dans I’arbre de recherche.

Propriété 5.7 Soient r1,...,1y les relations non unaires de prey(z), ordonnées comme
indiqué ci-dessus. Alors si image(max(x,11)),...,image(max(z,ry,)) n'ont pas changé de-
puis la derniére recherche de candidats possibles pour x, alors Ai(x),..., Ay (x) restent
tdentiques. La recherche des candidats possibles ne nécessite donc que la construction de

Apii(x), ..., Ag(x).

Ceci nous donne donc un algorithme pour calculer les candidats : parcourir prey(z),
de 71 & 7y, jusqu’a ce qu’on trouve un 7, tel que image(max(z,r,)) a été modifié depuis le
dernier calcul de candidats pour z, puis commencer le calcul des candidats a partir de A, ;.
Nous avons donné cette technique, équivalente & BackMark, dans [Baget and Tognetti, 2001].
Nous la généralisons ici au cas n-aire (il s’agit bien d’une généralisation, si nous n’avons
que des relations binaires, ’ordre des relations est celui des sommets concepts qui sont
I« autre extrémité »). Notons déja que cette technique est compatible avec les méthodes
de saut arriére (BackJump), mais que, pour l'utiliser en conjonction avec les techniques de
filtrage avant, il nous faudra effectuer une légere modification.

Enfin, nous remarquons que BackMark ne crée aucun surcolit quant a la génération
de candidats, et ne fait que diminuer le colit amorti de cette génération. En effet, plus
la recherche de la projection sera difficile, plus il y aura de « petits » backtracks, et plus
BackMark réussira a factoriser les calculs de recherche des candidats possibles. Il ne fait
cependant rien, contrairement aux algorithmes que nous allons maintenant présenter, pour
diminuer la taille de I’arbre de recherche.
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5.2.2 Forward Checkings

L’idée de Forward Checking (ou FC) est de regarder si les candidats que 'on choisit
pour un sommet sont tels que leurs voisins pourront eux-mémes étre projetés. Dans le cas
des réseaux de contraintes binaires, cette idée était déja dans [Golomb and Baumert, 1965],
mais a été formalisée et développée par [Haralick and Elliott, 1980|. Nous présenterons tout
d’abord cette technique dans le cas binaire, puis nous inspirerons de [Bessiére et al., 1999]
pour la généraliser au cas n-aire. Enfin, nous montrerons la modification que 1’on doit ap-
porter & BackMark, dans le cas n-aire, pour qu’il reste compatible avec Forward Checking.

Forward Checking : le cas binaire

F1G. 5.10 — Nécessité de regarder plus loin que le sommet courant.

Considérons ’exemple de la F1G. 5.10. Aprés avoir projeté le sous-graphe de H engendré
par pre,(z) dans G, nous tentons maintenant d’étendre cette projection & une projection
de pre, (z) U{z}. Nous avons trouvé y comme candidat possible pour x. Supposons main-
tenant que nous examinions les sommets x1,...,z; pour tenter d’étendre la projection a
prey(z)U{x, x1,..., 2}, ce qui peut étre exponentiellement long. Il se peut que nous nous
apercevions lors de ’examen de x;,1 que tout ce travail était inutile : on ne peut pas
étendre la projection initiale & une projection de prey (z) U {z, Tg11}-

Afin d’éviter ce probléme, FC propose de propager les choix effectués dans le voisinage
de prey, (z)U{z}. Dans le cas binaire, la propriété que nous souhaitons voir vérifiée a chaque
étape de I’algorithme (o1 le sommet concept courant est x, et ses candidats possibles sont

Yi,---,Yx) S'exprime par :

(FC) « Pour chaque projection de x dans y;, pour chaque sommet concept z voisin d’un
sommet de prey,(x) U {z}, la projection courante du sous graphe de H engendré par les
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sommets concepts pre,(x) U {z} peut s’étendre & une projection du sous-graphe de H
engendré par les sommets concepts prey (z) U {z, z} ».

Un algorithme utilisant cette propriété s’'implémente facilement dans le cas binaire, sans
surcott, en utilisant la structure de données que nous avons définie pour BackMark.

Supposons que le sommet concept courant z du BT a au moins un voisin dans prey, ().
Puisque les sommets du graphe H sont ordonnés par un parcours de ce graphe, ce sera
toujours le cas sauf si x est le premier sommet d’une composante connexe du graphe H.

Nous notons pre;(z) = {ry,...,rc} les relations binaires entre x et prey(z), ordonnées
comme nous 'avons indiqué.
Supposons maintenant que A;(z),..., Ag(z) sont correctement construits. Alors nous

écrivons les fonctions Chercher-Candidats et Autres-Candidats de la fagon suivante :

— Chercher-Candidats pose un marqueur au début (juste avant le premier élément) de
Ag(z), puis appelle Autres-Candidats (qui fera effectivement le parcours des candi-
dats possibles) ;

— Autres-Candidats avance le marqueur, répond FAUX si toute la liste a été parcourue,
et sinon, fait un appel a la fonction FC-Propage. Si cette fonction répond VRAI
(i.e. la propriété (FC) est respectée), alors Autres-Candidats retourne VRAIL Sinon,
Autres-Candidats s’appelle lui-méme, pour examiner les candidats suivants.

— FC-Propage considére I’ensemble post;(x) des relations entre x et les sommets qui
ne sont pas encore projetés (ceux qui ne sont pas dans prey (x)). Pour chacune de ces
relations 7 (dont z est 'autre extrémité), z posséde un pointeur sur le A;(z) corres-
pondant & la relation r. Nous le noterons A’(z, ). Toutes ces informations doivent
étre construites et sauvegardées a l'initialisation (Ordonner) du graphe. Alors, pour
chacune des relations r € post; (), FC-Propage construit la liste A'(z,7) = Ai(z),
comme indiqué pour BackMark. Si un des A’(z,r) devient vide, FC-Propage s’arréte
et retourne FAUX, sinon, il retourne VRAI aprés avoir construit tous les A(z, 7).

Propriété 5.8 Dans le cas o toutes les relations sont binaires, ’algorithme BackTrack,
utilisant les fonctions auziliaires définies ci-dessus, vérifie les conditions suivantes :
— st x n'est pas le premier sommet concept d’une composante connexe, alors ’ensemble
des A;(x) aura été construit avant l’appel G Chercher-Candidats(x).
— Dordre de construction des A;(x) est respecté, ce qui nous permet & chaque fois de
construire A;(z) a partir de ;1 (z).
L’algorithme est donc adéquat et complet dans le cas des relations binaires, et respecte
la propriété (FC).

Remarquons aussi que cet algorithme intégre naturellement les avantages de BackMark.
Cependant, lorsqu’on considére le cas des relations n-aires, ni la structure de données
considérée ni la propriété (FC) ne sont satisfaisantes.

Forward Checkings n-aires

Une fagon immédiate de généraliser Forward Checking au cas n-aire est de considérer
les graphes conceptuels trés simples associés aux graphes H et G (les relations sont alors
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Propagation binaire Propagation retardée Propagation immédiate

H Aln | |1, |B

X : Sommet courant

F1G. 5.11 — Quand propager les conséquences de la projection des arguments ?

des sommets, voir Sect. 4.1.2). Cette méthode est identique a celle consistant a utiliser
le « hidden graph » d’un réseau de contraintes n-aire. Le Forward Checking binaire que
nous venons d’exposer peut alors étre utilisé. Cet algorithme, que nous appellerons FC, a
cependant une faiblesse : ne progressant que de sommet concept en sommet relation, puis
de sommet relation en sommet concept, il ne regarde en fait qu’un demi-coup en avant, et
ne peut étre considéré comme une vraie généralisation de Forward Checking aux relations
n-aires. Il s’agit de I'exemple (propagation binaire) de la F1G. 5.11. Lorsque 'on essaie
d’associer a & A, la propagation ne nous indique aucune erreur puisque le sommet relation
R pourra étre projeté sur r. Cet algorithme ne regarde pas plus loin, ce qui aurait indiqué
que D ne pourra pas se projeter.

Une premiére idée de généralisation, en considérant toujours le graphe binaire, a été
d’augmenter la profondeur de propagation de FC, afin qu’il propage, a une distance 2, de
sommet concept en sommet concept. Cet algorithme est appelé FC+-. Mais si nous voulons
vraiment considérer les relations comme des hyperarcs, et généraliser Forward Checking
aux hypergraphes, plusieurs choix s’offrent a nous.

Tout d’abord, quand doit-on vérifier qu’une relation sera supportée dans G?7 Comme

illustré dans la F1G. 5.11 (ou tous les types de relations unaires distincts sont incompa-
tibles), nous pouvons considérer les cas suivants :
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— Nous pouvons vérifier qu'une relation est supportée dés que tous ses arguments sauf
un ont été projetés. C’est ce que nous appelons propagation retardée. Dans ce cas, on
ne cherche si la relation R est supportée que lorsque I’on examine C' comme sommet
concept courant (A et B ont déja été projetés). Supposons que A ait été projeté
dans a, et B dans c. Nous examinons maintenant la possibilité de projeter le sommet
concept courant C' dans e, et propageons ce choix. Quelle que soit I'image que 'on
associe au sommet concept D), la relation ne sera pas supportée. Nous devons donc
prendre un autre choix pour C'. Le probléme est que nous aurions pu, dés la projection
de B, nous apercevoir que cette projection partielle ne pouvait pas s’étendre.

— Nous pouvons vérifier qu’une relation pourra étre supportée dés qu’un de ses argu-
ments est projeté, ce que nous appelons propagation immeédiate. Ici, dés que nous
essayons d’associer a au sommet concept A, nous nous apercevons que la relation R
incidente & A n’aura aucun support incident a a. La propagation immeédiate coupe
donc plus vite des branches de ’arbre de recherche, au prix d’un cott accru lors de
la génération d’un noeud de cet arbre.

Propagation retardée Propagation binaire Propagation immédiate

F1G. 5.12 — Arbres de recherche associés a ces différentes propagations.

Dans la F1G. 5.12, nous avons représenté les arbres de recherche associés a ces différents
choix de propagation. Les arétes représentées par un double trait sont celles oli une propa-
gation est effectuée. La propagation immédiate coupe toujours plus rapidement ’arbre de
recherche, mais il existe des cas ol la propagation retardée est plus efficace que la propa-
gation binaire (dans le cas, par exemple, ou les relations sont binaires). Cependant, couper
plus rapidement ’arbre de recherche ne voudra pas dire que 1’algorithme s’exécutera plus
rapidement : le cotit des propagations peut éventuellement étre prohibitif.

Et ce n’est pas I'unique choix que nous ayons & faire. Si, dans le cas binaire, il est
suffisant de propager par les relations incidentes au sommet concept courant, ce n’est plus
le cas avec les relations n-aires, comme le montre la F1G. 5.13. En effet, supposons que
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Fi1G. 5.13 — Propagation par des relations non incidentes au sommet concept courant.

nous ayons projeté le sommet concept A du graphe H dans le sommet concept a du graphe
G, et le sommet B dans g. Aprés la propagation immédiate a partir de A, nous pouvons
en déduire que les sommets (D, E) peuvent se projeter dans (b,d), (c,e) ou (b, f). Les
images possibles de D sont donc {b, ¢}, et celles de E sont {d, e, f}. Aprés la propagation
(immédiate) a partir de B, les sommets (D, E) peuvent se projeter dans (b,e), (b,d) ou
(¢, f), ce qui ne restreint pas les images possibles de D et E. Le sommet concept courant est
maintenant C'. Tentons de le projeter dans h, et examinons les conséquences de ce choix :
il faut supprimer f des images possibles de E. Réexaminons maintenant les supports de la
relation incidente & A. Les sommets (D, E) peuvent encore se projeter dans (b, d) et (c,e),
et nous n’avons rien de plus a enlever aux images possibles de D et E. Passons maintenant
a la relation incidente & B. Cette fois-ci, les seules images possibles de (D, E) sont (b, e) et
(b, d), ce qui restreint les images possibles de D & {b} et celles de E a {d, e}. Réexaminons
(de nouveau) les supports de la relation incidente & A, et les images possibles de D et E
ne sont plus que {b} et {d}.

En examinant une relation non incidente au sommet concept courant (le sommet C),
nous avons pu filtrer des images possibles (qui n’avaient pas été filtrées auparavant). De
plus, plusieurs examens de cette relation ont été nécessaires. Nous pouvons développer les
deux enseignements de cet exemple :

1. contrairement au cas binaire, il est possible de filtrer davantage dans post, (z) en
considérant non seulement toutes les relations qui sont incidentes & x et qui ont un
argument dans posty (z), mais aussi toutes les relations qui ont un argument dans
prey (z) et un autre dans posty (). Si nous ne considérons que les relations incidentes
a z (ce qui filtre moins), nous dirons que la propagation est locale. Si nous considérons
toutes les relations entre prey (x) et posty(x), nous dirons que la propagation est
globale.

2. de plus, nous avons vu que le filtrage des candidats possibles par ’examen d’une
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relation peut rendre utile le réexamen d’une autre. De la méme maniére, ceci n’est pas
nécessaire a I’adéquation et a la complétude de ’algorithme, mais peut éventuellement
couper plus rapidement ’arbre de recherche. Nous dirons que la propagation se fait
en une passe si chaque relation n’est examinée qu’'une fois, en plusieurs passes sinon.

Nous avons donc différents mécanismes de propagation possibles, certains réussissant
a couper plus rapidement ’arbre de recherche, mais toujours au prix d’un travail accru
lors de I'examen du sommet concept courant. Ces différents mécanismes sont étudiés et
expérimentés dans [Bessiére et al., 1999].

— FC considére le graphe conceptuel trés simple (biparti d’incidence) induit par 1’hy-

pergraphe (hidden CSP, suivant la terminologie contraintes) ;

— FC+ considére aussi le biparti d’incidence, et utilise un FC binaire modifié, qui

propage & une distance de 2;

— nFCO utilise la propagation retardée, locale ;

— nFC1 utilise un type de propagation particulier; équivalent a celui de FC+;

— nFC2 utilise la propagation immédiate, locale, en une passe

— nFC3 utilise la propagation immédiate, locale, en plusieurs passes;

— nFC4 utilise la propagation immeédiate, globale, en une passe;

— nFC5 utilise la propagation immédiate, globale, en plusieurs passes.

Un algorithme de propagation FC’ est dit plus fort que FC” si, en considérant le
méme ordre sur les sommets concepts, & chaque étape de 'algorithme (ou z est le sommet
concept courant), pour chaque sommet y € posty,(z), les candidats possibles pour y obtenus
par FC’ sont inclus dans ceux obtenus par FC”. Les résultats de [Bessiére et al., 1999],

qui comparent les forces respectives de ces différents algorithmes, sont illustrés dans la
FiG. 5.14.

nﬂc ~_ nFC&\

nFC2 nFC5
C-l—/ 4/
\nFC

F1G. 5.14 — Forces respectives des différents Forward Checking n-aires.

FC
nFCO0

Cependant, seule l'expérimentation peut montrer si I’espoir d’avoir un filtrage plus
important justifie le colit engendré par la sophistication des méthodes de propagation.
Tout d’abord, il est bien connu [?] que FC est bien moins efficace que FC+-. Ensuite, les
expérimentations de |Bessiére et al., 1999] concernant tous ces algorithmes, excepté FC,
montrent que :

— FC+ est toujours le plus mauvais choix que I'on puisse faire® (ce qui est une autre

justification, outre le nombre de projections, de I'intérét de considérer les relations

®Des expérimentations récentes [Mamoulis and Stergiou, 2001] montrent cependant qu’il se comporte
bien lorsque la dureté des contraintes est trés importante.
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comme des hyperarcs plutét que comme des sommets), son efficacité est souvent
inférieure de plusieurs ordres de grandeur a celle des autres algorithmes;

— nFCO, le plus faible en terme de filtrage, est le meilleur de ces algorithmes quand la
dureté des contraintes est faible (en terme de projection, il y a énormément de choix
pour les supports possibles), en effet, dans ce cas, multiplier les tests ne réduit pas
fortement les images possibles, pour un surcotit important ;

— nFC5, celui qui filtre le plus, est le plus efficace quand la dureté des contraintes est
importante (il y a peu de choix possible pour les supports) ;

— nFC2 est un bon choix de compromis, il n’est le plus efficace dans aucun cas, mais
son efficacité est toujours satisfaisante. C’est celui dont nous proposons ici une im-
plémentation.

Le Forward Checking choisi : nFC2

Nous choisissons d’adapter nFC2 au probléme PROJECTION. En effet, bien que nous
ayons déja fait quelques suppositions sur la structure d’un graphe requéte H défini par un
utilisateur, le paramétre de dureté sur lequel repose le choix d’'un des Forward Checking
n-aires est essentiellement du ressort de la structure de la base de faits G, sur laquelle
nous ne souhaitons pas faire de suppositions. Aussi, le choix du « candidat de compromis »
nFC2 semble approprié. De plus, cet algorithme est simple & implémenter, ne nécessitant
qu’une légére modification de la structure de données (les A) que nous avons déja présentée,
et ne géneére pas un surcotlit important.

X

F1G. 5.15 — Exemple utilisé pour la construction des A(x).

Commencgons tout d’abord par modifier quelque peu les champs A(z) de chaque som-
met du graphe H. En effet, cette fois-ci, ces champs ne seront pas modifiés une fois par
relation appartenant a prey(z) (quand tous les autres arguments ont été projetés), mais a
chaque fois qu'un argument d’une de ces relations sera projeté. Il faudra donc construire ces
champs en considérant, pour chaque sommet y € pre, (x), pour chaque relation r € pre; (x)
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incidente a y, un champ A(y,r). En considérant un ordre total sur les sommets concepts,
qui est celui donné par leur position dans le tableau, et un ordre total (arbitraire) sur les
relations, ’ordre lexicographique résultant de ces deux ordres nous permet d’ordonner les
différents A(y,r). Ainsi, d’aprés Uexemple de la F1G. 5.15, le sommet = contient, dans cet
ordre, les champs A(A, 1), A(4,2), A(B,2), A(C,2), A(C,3), A(C,4), A(D,4), A(D,6),
A(F,5), A(F,6) et A(G,7).

Ainsi, lorsque le sommet concept courant est un de ces y, le choix du candidat que
I’'on examine est propagé, pour toutes les relations r entre y et x € pre, (y), directement
dans le champ A(y,r) du sommet z, et sera calculé a partir du champ immédiatement
précédent, déja construit. Toujours sur le méme exemple, si le candidat courant est D,
le choix d’un candidat pour D sera propagé dans A(D,6) du sommet concept F', dans
A(D,4) du sommet z, et dans A(D,6) du sommet = (en utilisant le méme ordre sur les
relations qu’a la construction).

Algorithme 3: Chercher-Candidats(x, Q)

Données : Le sommet concept courant z, et le graphe G dans lequel on doit le
projeter.

Résultat : VRAI §’il existe un candidat possible y pour = tel que la propagation
de ce choix par nFC2, qui met a jour tous les A, n’en vide aucun (les
voisins de x dans posty (z) auront un ensemble non vide de candidats
possibles), et FAUX sinon.

si (pre,(z) =) alors
| A(z) + Demander-Candidats(z, G);

candidat-courant(z) <— Début-Liste(Dernier-A(z));
retourner Autres-Candidats(z,G);

L’algorithme Chercher-Candidats (Alg. 3) s’écrit directement, et fait appel & Autres-
Candidats pour la propagation. Notons que si x est le premier sommet concept d’une com-
posante connexe, alors ses candidats possibles n’auront pas été construits. Nous devrons
donc chercher ces candidats possibles dans le graphe G (Demander-Candidats). Ceci peut
se faire par un parcours de tous les sommets concepts du graphe G, en vérifiant si leur type
est compatible avec celui de xz, ou peut utiliser un mécanisme d’indexation des sommets
concepts du graphe (G, afin de ne pas avoir a parcourir I’ensemble de ce graphe. Un méca-
nisme d’indexation, reposant sur les graphes étoiles, est proposé dans [Guinaldo, 1996].

L’algorithme Autres-Candidats, quant a lui, est présenté dans 1I’Alg. 4. Il repose sur
une propagation (nous avons choisi nFC2), dont ’algorithme est donné dans I’Alg. 5.
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Algorithme 4: Autres-Candidats(x, G)

Données : Le sommet concept courant z, et le graphe G dans lequel on doit le
projeter.

Résultat : VRAI s’il existe un autre candidat possible y pour z tel que la propa-
gation de ce choix par nFC2, qui met a jour tous les A, n’en vide
aucun (les voisins de z dans posty (z) auront un ensemble non vide de
candidats possibles), et FAUX sinon.

candidat-courant(z) <— Suivant-Liste(Dernier-A(z));
si (candidat-courant(xz) = FIN-DE-LISTE) alors
‘ retourner FAUX;
sinon
si (nFC2-Propage(z, candidat-courant(z))) alors
‘ retourner VRAI;

sinon
| retourner Autres-Candidats(z,G);

Algorithme 5: nFC2-Propage(x,y)
Données : Le sommet concept courant x de H, et un de ses candidats possibles y.
Reésultat : Propage le choix de y pour z, suivant 'algorithme nFC2, et répond VRAI
si et seulement si aucun domaine de posty (z) n’a été vidé.

// Les deuz premieres boucles « pour » ne sont qu’une vue de lesprit. En effet, la
// fonction Ordonner a construit toutes les paires (A', A) nécessaires, dans le bon
// ordre, au cours de la phase d’initialisation.

pour (7 € posty(x)) faire

// Les relations incidentes & x ayant au moins un argument dans posty (x)
pour (z € args(r) N posty (z)) faire

A « Trouver-Delta(z, z,7);

// Le A de z qui doit étre mis 4 jour par la propagation le long de r du choix
// d’un candidat possible pour x

A" < Précédent-Liste(A);

Vider(A);

pour (v € A') faire

si (Supportée(r, (z,y), (z,v))) alors

// Cet appel teste si il existe une relation v’ dans G, de type plus
// spécifique que celui de r, telle que, si on considére la projection
// partielle  qui associe aux sommets de prey(x) leur image

// courante, qui associe y G x et v & z, alors si vy;(r) est instancié
// par 7, alors v;(r') = w(7(r)). Remarquons encore une fois qu’il
// suffit de parcourir les relations incidentes & y pour chercher ces
// certificats possibles r'.

A +— AU{v};

si (Vide ?(A)) alors
| retourner FAUX;

retourner VRAI;
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5.2.3 Autres améliorations de BackTrack

Nous évoquons ici d’autres améliorations de BackTrack, et en particulier des méca-
nismes de « saut arriére » (BackJump). L'un de ces mécanismes, CDBJ (Conflict Directed
BackJumping) [Prosser, 1993] est considéré comme particuliérement efficace en collabora-
tion avec Forward Checking.

Nous expliquerons pourquoi nous ne jugeons pas nécessaire, dans les modéles que nous
étudions dans ce mémoire, d’utiliser des mécanismes de filtrage plus efficaces comme MAC
|Bessiére and Régin, 1996].

BackJumps

Alors que les algorithmes de type Forward Checking (comme les techniques de filtrage
que nous évoquerons plus loin) cherchent & couper plus rapidement 'arbre de recherche
en testant la possibilité de projection un peu plus loin que le sommet concept courant, les
algorithmes de type BackJump cherchent a couper cet arbre en remontant plus haut dans
cet arbre aprés un échec. L’idée commune a ces algorithmes est que, aprés un échec dans
I’arbre de recherche, il faut remonter a la source de cet échec : il est inutile de tenter des
projections qui renouvelleront cet échec.

bfev($k+1) Ty

Tk+1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

Arbre de recherche

F1G. 5.16 — BackJump : ne pas explorer des branches qui répéteront la méme erreur.

La F1G. 5.16 illustre un tel cas : H est un graphe dans lequel xy,; est relié a zy,
mais n’est pas dans le voisinage de xs,...,x;. Nous avons projeté les sommets concepts
Z1,...,%k, €t lorsque le sommet concept courant est zx.1, I’appel & Chercher-Candidats
ou Autres-Candidats retourne FAUX. Nous supposerons dans un premier temps que nous
n’avons utilisé aucune technique de filtrage (en particulier, il n’y a pas eu de propagation
par Forward Checking).
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Il y a deux cas dans lesquels I’échec sur x; ne pourra pas étre corrigé en changeant les
projections de xs, ...,z : dans un premier cas, nous supposerons que nous avons un échec
terminal (qui correspond & une feuille échec dans l’arbre de recherche), dans le second
cas, nous supposerons que nous avons un échec interne (le noeud de I’arbre de recherche
n’est pas une feuille). Dans ces deux cas, on pourra remonter directement a z; (suivant
I’algorithme que nous avons écrit, Niveau-Précédent(xy1) pourra retourner I'indice de z;).

— si I’échec sur x;,; est terminal, alors aucun des choix pour les images de zo, ...,z
n’est coupable de I’échec sur 25, 1. Un sommet concept est coupable d’un échec (culprit
variable, en contraintes) si le choix d’un de ses candidats est une des causes possibles®
d’une suppression de candidats pour d’autres sommets, menant & 1’échec.

— si I’échec sur zp,; est interne, alors supposons qu’il n’y a pas de relations entre
prey (zx41) et posty(zg11) (la relation en grisé de la F1G. 5.16 est donc considérée
comme absente). De la méme fagon, aucun des sommets de x, . .., 2 n’est coupable
des échecs terminaux de posty (zg+1) qui sont remontés jusqu’a 1.

Différents critéres peuvent étre utilisés pour exploiter cette notion de sommet concept
coupable. Nous présenterons briévement trois de ces critéres, et les algorithmes qui en
découlent : GBJ (Gaschnig’s BackJumping, |Gaschnig, 1979]), GBBJ (Graph-Based Ba-
ckJumping, [Dechter, 1990]), et CDBJ (Conflict-Directed BackJumping, [Prosser, 1993]),
qui combine les deux précédents algorithmes.

— GBJ n’est utilisé que lorsque 1’échec sur un sommet concept x est terminal. Dans ce
cas, nous considérons le premier sommet concept y € prey (z) qui a vidé un A (i.e. il
existe 7 tel que A(y,r) dans z est vide, et aucun A précédent de x n’est vide). Alors,
si nous changeons la projection de n’importe quel sommet concept entre y et x, ce
A sera vidé de la méme facon. L’appel a Niveau-Précédent pourra donc, sans risque
de perte de solution, retourner le niveau de y. Notons que ce n’est pas vrai si I’échec
est interne : si nous considérons la présence de la relation en grisé dans la F1G. 5.16,
I'échec (terminal) sur le sommet de zy, de posty (zi41) peut (éventuellement) étre
corrigé par la modification de 'image de .

— GBBJ considére aussi bien les échecs terminaux que les échecs internes. Cependant,
sa notion de coupable est plus faible puisqu’il remonte au dernier (dans I’ordre sur
les sommets concepts) voisin du sommet concept sur lequel on repére un échec. Ceci
ne pose aucun probléme lorsque cet échec est terminal (nous sommes alors dans un
cas particulier de GBJ), mais il faut faire attention lorsque 1’échec est interne. En
effet, supposons, toujours sur ’exemple de la FIG. 5.16, qu’il y ait un échec interne
SUr Ty4p, €t que son dernier voisin soit xyyi. Alors il n'y a aucun probléme pour
remonter ’arbre de recherche jusqu’a xgy;. Or il n’y a maintenant plus d’autres
candidats pour zjx.1, et nous remontons maintenant jusqu’a x;. Nous n’avons pas
considéré le sommet concept zo, alors que changer son image aurait pu nous donner
une image possible pour zj,. Lorsque nous remonterons d’un échec terminal y & un

61’identification d’un coupable ou de plusieurs coupables est un probléme difficile. Nous nous servirons
ici plutot de la notion, plus précise, de non coupable : changer la projection d’un tel sommet ne suffira pas
& réparer 1’échec.
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sommet concept x, il faudra donc indiquer & z les voisins de y qui restent a explorer,
ce sera le jumpback set de x, qu’il considérera comme ses propres voisins s’il doit
faire un retour arriére. Chaque fois qu’on réussit & projeter un sommet (I’ensemble
des candidats possibles du sommet concept courant est non vide), ce jumpback set
est réinitialisé a vide.

— CDBJ combine les avantages de GBJ et GBBJ. En effet, les coupables considérés ne
sont pas tous les voisins d’'un sommet concept, mais seulement ceux ayant vidé un
de ses A, comme dans GBJ. Pour pouvoir considérer n’importe quel type d’échec
(terminal ou interne), CDBJ utilise, comme GBBJ, un jumpback set contenant ces
coupables.

nFC2 + CDBJ

Des nombreuses expérimentations réalisées dans la communauté « contraintes », il a
longtemps été conclu qu’un algorithme mixte, utilisant & la fois FC et CDBJ, était le
meilleur algorithme existant pour résoudre un CSP [Prosser, 1993|. Cependant, les expé-
rimentations de |Bessiére and Régin, 1996] montrent que l'algorithme MAC proposé par
[Sabin and Freuder, 1994] est beaucoup plus efficace si les réseaux de contraintes (bi-
naires) sont grands et difficiles (notion liée a la transition de phase, voir, par exemple,
[Smith, 1996]). L’algorithme nFC2+CDBJ reste encore un bon choix pour des instances
du probléme ou la recherche peut s’appuyer sur une structuration forte (du réseau de
contraintes donc du graphe requéte), comme ce sera le cas si on considére des requétes
écrites par |'utilisateur dans le formalisme des graphes conceptuels.

MAC est un algorithme qui conserve le schéma général de FC, mais en différe sur trois
points particuliers :

— il utilise une notion de consistance d’arc au lieu de la forme particuliére de celle-ci
utilisée par Forward Checking (en termes de projection de graphes conceptuels, le
dernier A de chaque sommet concept = de H doit contenir toutes les images possibles
y telles que, pour toute relation r avec 7;(r) = x, il existe une relation de type plus
spécifique dans G et un de ces y vérifiant (') = y) ;

— il propage a la fois lorsque I'on choisit une image possible pour un sommet concept
et lorsque ’on s’apercoit que ce choix méne & un échec;

— enfin, la propagation n’est pas uniquement dans le voisinage du sommet concept
courant (ou de ces prédécesseurs, pour les versions globales de nFC), mais sur tous
les sommets concepts de H, et, de plus, elle est en plusieurs passes.

Nous avons choisi de ne pas utiliser MAC, car dans le cadre qui nous intéresse, celui de la
projection de graphes conceptuels, MAC n’a pas que des avantages. Tout d’abord, si G est
un trés grand graphe, la propagation sur des sommets concepts éloignés du sommet concept
courant peut déterminer un nombre de plus en plus grand d’images possibles (proche de la
taille de G), ce que nous souhaitons éviter. [Freuder and Wallace, 1991 évoque une fagon
de limiter ce probléme, en stoppant la propagation dés que les ensembles d’images possibles
dépassent une certaine taille. Cette idée n’a pour 'instant pas été expérimentée. Ensuite,
dés que nous ajouterons des réegles, les algorithmes que nous utiliserons reposeront, sur un
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trés grand nombre de petites projections, souvent faciles. Il vaudra alors mieux privilégier
un algorithme ayant un surcott faible, comme nFC2 + CDBJ.

De plus, avantage non négligeable, la structure de données que nous avons proposée
permet une implémentation simple et efficace ” de nFC2 + CDBJ. Nous pensons que cet
algorithme peut étre un bon outil générique de recherche de projections dans les modéles
de la famille SG.

5.3 Utilisation des composantes biconnexes : BCC

L’algorithme que nous avons présenté dans la Sect. 5.2 repose sur des critéres locaux,
décelés au cours de la recherche, pour ses différentes optimisations. Nous allons d’abord
greffer & BackTrack une autre amélioration, qui repose cette fois-ci sur la structure glo-
bale du graphe, et en particulier sur ses composantes biconnexes. Cet algorithme, appelé
BCC, a été présenté dans une version « contraintes » [Baget and Tognetti, 2001], utilisant
des contraintes binaires. Nous présentons ici son adaptation a la projection de graphes
élémentaires, ou les relations sont n-aires.

BCC est un ajout a BackTrack qui repose sur un ordre particulier (statique) des som-
mets du graphe requéte H. Ce prétraitement du graphe requéte, basé sur la construction
de ’arbre des composantes biconnexes, s’effectue en temps linéaire. Les informations liées
a cet ordre des sommets du graphe nous permettront, au cours du BackTrack, de réduire
I’espace de recherche : certains échecs permettent en effet de supprimer définitivement des
sommets de ’ensemble des images possibles, et certains succés nous permettront de com-
piler des projections partielles. BCC fonctionnera par de petits sauts arriéres, et des sauts
avant permis par la compilation de solutions partielles.

Nous expliquons cet algorithme, évaluons sa complexité, et montrons qu’il est polyno-
mial (et optimal) dans le cas des arbres. Enfin, nous montrons que cet algorithme peut
étre greffé sur nFC2+CDBJ, et que ces différentes méthodes coupent ’arbre de recherche
de facon différente.

5.3.1 Définitions et notations

Nous rappelons dans cette section quelques définitions sur les composantes biconnexes
d’un graphe, que nous adaptons au cas n-aire, et présentons quelques notions (ordres
compatibles, accesseurs, sommets concepts terminaux), qui seront indispensables a la com-
préhension de l'algorithme BCC.

"Cependant, cet algorithme serait plus efficace si nous bénéficions d’une représentation matricielle du
graphe G, ce que nous nous interdisons si nous voulons utiliser cet algorithme dans les modéles de la famille
SG utilisant des régles de graphes. Dans un cadre limité & la recherche de projection(s), et si le graphe G
n’est pas trop grand, une telle représentation est & adopter.
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Ordre compatible

Soit H un graphe élémentaire, et V3, ..., Vi des sous-ensembles de V(H), ordonnés de
Vi a Vi, tels que Ui<i<xV; = V(H) (mais leur intersection n’est pas nécessairement vide).
Nous appelons pred(V;) I'union des V4, ..., V;_;. Nous disons qu’un ordre total des sommets

concepts de H est compatible avec cette décomposition si, pour chaque V;, pour chaque
sommet concept = dans V;, si ¢ ¢ pred(V;), alors = est plus grand que tous les sommets
concepts de pred(V;). Un tel ordre sera obtenu en numérotant d’abord les éléments de Vi,
puis ceux de V5, qui ne sont pas dans V7, ..., puis ceux de Vi qui ne sont pas dans pred(V}).

Si nous nous donnons un tel ordre, nous appelons accesseur d’un sous-ensemble V; le
plus petit élément de V.

Exemple introductif : le cas des composantes connexes

Nous rappelons qu’un graphe non vide H est dit conneze s’il existe un chemin entre
tout couple de sommets concepts de H. Une composante connexe de H est un sous-graphe
de H, connexe, de taille maximale.

Supposons maintenant un graphe H dont les composantes connexes sont Vi,..., V.
Nous dirons qu’un ordre total sur les sommets concepts de H est CC-compatible s’il est com-
patible avec un ordre quelconque de ses composantes connexes. Un ordre CC-compatible
sera obtenu en numérotant les sommets concepts de H composante connexe par compo-
sante connexe.

Si nous exécutons BackTrack pour chercher les projections de H, ayant au moins deux
composantes connexes, dans un graphe G quelconque, en utilisant un ordre CC-compatible
pour les sommets concepts de H, alors BackTrack risque de réaliser énormément de travail
inutile : il échoue sur la composante V; (i.e. il détecte un échec sur 'accesseur de V;), alors
il générera toutes les autres projections du sous-graphe de H engendré par les sommets
concepts de pred(V;), avant de répéter exactement, la méme erreur sur V; pour chacune de
ces projections.

Ce probléme est bien connu, et la solution habituelle est d’exécuter BackTrack de
fagon indépendante sur chacune des composantes connexes de H (que I’on peut considé-
rer comme des sous-problémes indépendants), et de s’arréter si une de ces composantes
connexes ne se projette pas dans GG. Mais ceci pourrait aussi s’implémenter de fagon trés
simple, avec une légére modification de la fonction Niveau-Précédent de BackTrack : si le
sommet concept courant est l'accesseur d’'une composante connexe (information stockée
lors de la phase Ordonner), et aucune solution n’a été trouvée (i.e. aucune solution n’a été
stockée par appel a Solution-Trouvée), alors Niveau-Précédent doit retourner 0, stoppant
effectivement 1’exécution de ’algorithme BT.

Bien que trés simple, cet exemple illustre la démarche que nous avons utilisée pour
I’algorithme BCC : prendre en compte dans ’ordre des sommets concepts des informations
sur une propriété globale du graphe H, et utiliser cette propriété pendant I’exécution de
BT. Avec un ordre CC-compatible, nous bénéficions de I'indépendance des sous-problémes
correspondant aux composantes connexes de H ; avec un ordre BCC-compatible, que nous
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allons maintenant définir, nous tirerons parti d’'une « dépendance restreinte » entre ces
problémes.

Composantes biconnexes d’un graphe binaire

Nous définissons tout d’abord les composantes biconnexes dans le cas binaire, puis
dans le cas n-aire, suivant la présentation qui en est faite dans une version longue de
|Gottlob et al., 1999], présentée a CP’2000.

Soit H un graphe binaire. Un sous-ensemble de k£ sommets d’un graphe connexe H est
appelé un k-séparateur de H si la suppression de ces k& sommets déconnecte H. Un graphe
H est dit k-conneze s’il n’admet pas de (k — 1)-séparateur, i.e. si lui 6ter £ — 1 sommets
quelconques n’est pas suffisant pour le déconnecter ou le réduire & un sommet. Un arbre,
par exemple, est une composante 1-connexe mais pas 2-connexe, car on le déconnecte en
lui enlevant un sommet qui n’est pas une feuille. Une composante k-connexe de H est un
sous-graphe de H, k-connexe, de taille maximale.

Une composante biconnexe est une composante 2-connexe. Si un graphe n’est pas bicon-
nexe, alors il existe un sommet dont la suppression déconnecte le graphe. Ce 1-séparateur
est appelé séparateur (ou point d’articulation).

Dans le graphe H de la F1G. 5.17, les séparateurs sont dessinés en noir, et les zones
grisées entourent les sommets appartenant 4 une méme composante biconnexe.

5 6

H

{19, 20}

17

10

F1G. 5.17 — Séparateurs, composantes biconnexes, et construction de (T, x).

Soit H un graphe connexe binaire. Alors I'arbre des composantes biconnexes de H est
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un arbre étiqueté (7', x) o x est une bijection entre 'ensemble des sommets de 7" et un
ensemble formé des composantes connexes et des séparateurs de H.8 Il y a une aréte pg dans
Parbre T si et seulement si x(p) est un séparateur et x(g) est une composante biconnexe
contenant x(p).

Si H n’est pas connexe, la définition précédente produit non pas un arbre, mais une forét
(chaque composante connexe ayant son arbre des composantes biconnexes associé). Nous
I’appellerons la forét des composantes biconnexes de H. Il est possible de calculer cette forét
en temps linéaire (|Tarjan, 1972, voir aussi 1’exercice guidé dans [Cormen et al., 1990)).

Dans 'exemple de la F1G. 5.17, nous avons représenté en grisé les sommets de (7, x)
qui correspondent a des séparateurs de H.

Composantes biconnexes d’un hypergraphe

[ 2 3 | L4l
T
7] [8] [9]
Cn >
1] [12] [ 13 [ 14 ]
(9] [ 5] [16] [17] [18]
Binarisation par le graphe primaire Binarisation par le graphe caché

F1G. 5.18 — Constructions de ’arbre des composantes biconnexes d’un hypergraphe.

Comment adapter ces définitions aux hypergraphes orientés que sont les graphes élé-
mentaires 7 Notons tout d’abord que, la connexité étant une notion « non orientée », nous

8Notons que la représentation des séparateurs dans I’arbre des composantes biconnexes suffit & corriger
Perreur qui s’était glissée dans [Baget and Tognetti, 2001], ot Parbre tel qu’il était défini était en fait un
graphe.
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oublierons (jusqu’au calcul des projections) 'ordre sur les arguments des relations. Nous
considérerons pour l'instant que ces relations sont des hyperarétes, et les représenterons
comme précédemment, par leur biparti d’incidence (plutét que par la représentation plus
traditionnelle consistant a entourer les extrémités d’'une méme hyperaréte), mais en igno-
rant les numéros inscrits a coté des traits.

|Gottlob et al., 1999|] binarisent un hypergraphe H en utilisant son graphe primaire
(primal graph) P(H). Ce graphe est aussi appelé 2-section de 1'hypergraphe [Berge, 1970).
I s’agit du graphe (binaire) dont les sommets sont les sommets du graphe H, et tel qu’il
existe une aréte entre deux sommets distincts si ces sommets appartiennent & une méme
hyperaréte de H (chaque hyperaréte est donc remplacée par une clique). Les séparateurs
et les composantes biconnexes de ’hypergraphe H sont définies comme étant celles de
P(H). La F1G. 5.18 illustre cette transformation. Comme dans ’exemple précédent, les
séparateurs de ce graphe sont dessinés en noir et ses composantes biconnexes sont mises
en valeur par des zones grisées.

Cependant, nous préférons travailler, comme nous en avons pris ’habitude, sur le
graphe caché C(H) (i.e. le graphe biparti correspondant, ot les hyperarétes sont consi-
dérées comme des sommets). Nous appellerons vrai sommet un sommet de C'(H) qui re-
présente un sommet de H. Un vrai séparateur est un vrai sommet séparateur. Une vraie
composante biconnexe est la restriction aux vrais sommets d’un sous-graphe maximal de
C(H) n’admettant pas de vrai séparateur.

Dans la F1G. 5.18, nous avons représenté en noir les vrais séparateurs, en blanc les
autres vrais sommets, et en gris les sommets qui représentent des hyperarétes de H. Les
vraies composantes biconnexes sont également mises en valeur par des zones grisées.

L’équivalence entre ces deux méthodes est précisée par la propriété suivante, qui se
démontre de facon immédiate :

Propriété 5.9 Soit H un hypergraphe. Alors les séparateurs de P(H) sont exactement les
vrais séparateurs de C(H), et les composantes biconnezes de P(H) sont exactement les
vraies composantes biconnezes de C(H).

Nous pourrons donc appeler séparateur d’un hypergraphe H aussi bien un séparateur de
P(H) qu’un vrai séparateur de C'(H), et appeler composante biconnexe d’un hypergraphe
aussi bien une composante biconnexe de P(H) qu’une vraie composante biconnexe de
C(H). Dans les deux cas, la forét des composantes biconnexes obtenue sera identique.

Bien que la caractérisation par le graphe caché semble plus compliquée, elle a un réel in-
térét. En effet, il est immédiat d’adapter ’algorithme construisant I’arbre des composantes
biconnexes d’un graphe binaire pour qu’il construise I’arbre des vraies composantes bicon-
nexes d’un graphe biparti. L’algorithme obtenu reste linéaire. Or si H est un hypergraphe
ayant m hyperarétes d’arité k, le graphe primaire aura dans le pire des cas m x k(k — 1)
arétes, alors que le graphe caché n’aura que m x k arétes. L’algorithme de construction de
(T, x) utilisant le graphe primaire est donc en O(mk?), tandis que celui utilisant le graphe
caché est en O(mk).

La F1G. 5.19 représente la forét des composantes biconnexes de I’hypergraphe H de la
F1G. 5.18. Cet exemple sera utilisé tout au long de cette section. Les sommets de la forét



5.3. UTILISATION DES COMPOSANTES BICONNEXES : BCC 137

qui correspondent & des séparateurs ont été représentés en grisé. Les autres sommets (qui
correspondent & des composantes biconnexes) sont identifiés par des lettres A, B, ...

H
(1156 ) A B

|
()

c D E F G
(6,10} {11, 15, 16} (11 (7,11, 12} [{ 13, 1nH{ 17

F1G. 5.19 — Forét des composantes biconnexes de ’hypergraphe de la F1G. 5.18

Ordre BCC-compatible

Soit H un hypergraphe et (T, x) sa forét des composantes biconnexes. Pour chaque arbre
de T, choisissons un sommet de cet arbre qui sera la racine. Nous pouvons donc considérer
T comme une forét enracinée. Un ordre naturel des composantes biconnexes est un ordre
total sur ces composantes, compatible avec une partition de H en composantes connexes
(i.e. numérotant les composantes connexes arbre par arbre), tel que toute composante
biconnexe est plus grande que toutes celles qui sont ses ancétres dans T'. De fagon générale,
aussi bien un parcours en profondeur qu’un parcours en largeur de 7" & partir de chacune
de ses racines suffisent a générer un ordre naturel des composantes biconnexes.

Considérons 'exemple de la FiG. 5.19. En choisissant A et B comme racines, nous
pouvons considérer notamment les ordres naturels suivants :

- A<C<B<E<F<J<H<D<I<( est obtenu par un parcours en largeur ;

- A< (C<B<E<DC<I<F <(G<J < H est obtenu par un parcours en

profondeur

- A<(C<B<FE<F<D<H<G<I < Jn’est obtenu ni par un parcours en

largeur, ni par un parcours en profondeur.
Par contre, les ordres suivants ne sont pas naturels :
- A<(C<B<D<E<F<G<H<I<J,car D est plus petit que son ancétre
E;

- A<B<(C<E<D<F<G<HK<<IK<J,car cet ordre n’est pas compatible

avec la partition en composantes connexes.

Définition 5.2 Un ordre BCC-compatible des sommets d’un hypergraphe H est un ordre
compatible avec un ordre naturel de sa forét des composantes biconnexes.

Remarquons qu’un ordre BCC-compatible est compatible avec une décomposition en
composantes connexes (il est CC-compatible). Nous pourrons nous intéresser a un tel ordre,
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calculé par un parcours en profondeur (DFS,pour Depth-First Search) de la forét des com-
posantes biconnexes, et par un parcours en largeur a l'intérieur des composantes (BFS
pour Breadth-First search) : il sera appelé un ordre BCC(DFS,BFS). Il peut étre calculé
en temps linéaire.

Calculons un ordre BCC(DFS, BFS) de 'hypergraphe de la F1G. 5.18, dont la forét des
composantes biconnexes est représentée dans la F1G. 5.19 :

1. nous choisissons un ordre naturel pour les composantes biconnexes, calculé par un
parcours en profondeur : A< C<B<E<D<I<F<G<J<H;

2. nous faisons un parcours en largeur des sous-graphes engendrés par chacune de ces
composantes : {1 <5 <6} <{6,10} < {2<3<7<8<13} <{7T<1l <12} <
{11 <15 <16} < {11,19} < {13 < 17} < {14 < 17 < 18} < {13,20} < {4 < 8 < 9}

3. nous renumeérotons les sommets, en partant de la plus petite de ces composantes, ce
qui nous donne l'ordre suivant, illustré dans la F1G. 5.20 : {1 < 2 < 3} < {3,4} <
{<6<T7<8<9}<{7T<10<11} <{10<12< 13} < {10,14} < {9 < 15} <
{16 < 15 < 17} < {13,18} < {19 < 8 < 20}.
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F1G. 5.20 — Un ordre BCC(DFS, BFS) pour 'hypergraphe de la FiG. 5.18
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Dans I’algorithme BCC, BackTrack devra considérer les sommets dans un tel ordre
BCC-compatible, calculé linéairement lors de la phase de prétraitement (lors de I’appel a
la fonction Ordonner).

Arbre BCC, accesseurs et sommets terminaux

Soit H un graphe élémentaire. Nous noterons de la méme facon H son hypergraphe
associé, obtenu en considérant H comme non orienté. Soit (7', x) sa forét des composantes
biconnexes associée, et soit un ordre BCC-compatible sur les sommets de H obtenu en
considérant un enracinement de T'. Alors I'arbre BCC (A, ) associé a H pour cet ordre
BCC-compatible est obtenu & partir de (T, x) de la fagon suivante :

— les sommets et les arétes de A sont ceux de 7T, et les arbres composant 7' sont

enracinés par un nouveau sommet, relié aux racines utilisées pour construire I'ordre
BCC-compatible ;
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F1G. 5.21 — Arbre BCC correspondant a 1’'ordre BCC(DFS, BFS) de la F1G. 5.20

— B étiquette le nouveau sommet par {0} ;

— si x est un sommet de A représentant un séparateur de H, alors 3(z) = x(z)

— si x est un sommet de A représentant une composante biconnexe de H, remarquons

que le sommet pére de z, noté y = peére(z), est soit la nouvelle racine étiquetée par
{0}, soit représente un séparateur s. Alors §(x) est obtenu a partir de x(z), en lui
otant s si y n’est pas la racine de A.

L’arbre de 'hypergraphe H de la Fi1G. 5.18, pour 'ordre BCC-compatible calculé pré-
cédemment, est représenté dans la F1G. 5.21. Notons que nous avons « renommé » les
sommets représentant les composantes A, B, ... pour que ’ordre naturel que nous avons
considéré sur les composantes biconnexes corresponde a I’ordre alphabétique.

Une composante de I'arbre BCC (A, 3) est un sommet qui représente une composante
biconnexe (elles sont représentées en blanc dans la F1G. 5.21). Un sommet x de ’hyper-
graphe H appartient a une composante C' si z € 3(C). Soit  un sommet de H appartenant
a la composante C. L’accesseur d’'une composante C' est 'unique élément de B(pére(C)).
Remarquons que si pére(C) est la racine de A, alors I’accesseur de z n’est pas un sommet
de H (mais 'index 0 de cette entité indéterminée servira de signal d’arrét au BackTrack,
comme indiqué dans 'exemple introductif consacré aux composantes connexes). L’acces-
seur d’un sommet est ’accesseur de I'unique composante a laquelle il appartient. Le point
d’entrée d'une composante C' est le plus petit sommet de 5(C).

Le point d’entrée d’une composante est dit naturel s’il est dans le voisinage de son
accesseur. Nous ne considérerons par la suite que des ordres BCC-compatibles pour lesquels
tous les points d’entrée sont naturels.

Une composante feuille de 'arbre BCC est une feuille de A. Un sommet de H est dit
terminal s’il est le plus grand sommet d’une composante feuille. Nous appelons compo-
santes engendrées par un sommet x de A, et notons Ac(z) 'ensemble des composantes de
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(A, B) faisant partie du sous-arbre enraciné de A ayant x pour racine. Dans la F1G. 5.21,
nous avons Ag(D) = {D, E, F}. De la méme fagon, nous définissons ’ensemble Ay () des
sommets de H engendrés par un sommet z de A comme ’ensemble des sommets de H
étiquetant Ac(z) : Ag(x) = Uceag(z)B(C). Soit ¢ un sommet terminal de H, C' sa compo-
sante (feuille), et C = (Y, ..., Cy les composantes ancétres de C' (obtenues par un parcours
de 'arbre enraciné A remontant de C jusqu’a la racine). Alors, pour 1 < i < k, si ¢ est
le plus grand sommet de Ag(c;), le point d’entrée de C; est appelé un compilateur de t.
Notons que si ¢ est 'unique sommet d’une composante feuille, alors ¢ est terminal et ¢ est
un compilateur de t.

Composante A B C D E F G H I J
Eléments 1,2,3| 4 |5,6,7,809] 10,11 | 12,13 | 14 | 15 | 16,17 | 18 | 19, 20
Accesseur 0 3 0 7 10 10 9 15 9 8
Sommets terminaux / 4 / / 13 14 / 17 18 20
Compilateurs / 4,1 / / 12 14,10 | / 16,15 | 18 | 19,5

TAB. 5.1 — Accesseurs, sommets terminaux et compilateurs pour ’exemple courant.

La table ci-dessus indique les accesseurs, les sommets terminaux et leurs compilateurs
pour le graphe H de 'exemple courant (F1G. 5.18), dont les sommets ont été ordonnés
suivant un ordre BCC-compatible comme illustré dans la F1G. 5.20.

5.3.2 Présentation de I’algorithme

Le noyau de l'algorithme BCC est BackTrack, comme il est décrit dans 'ALG. 2.
L’appel & Ordonner donne aux sommets concepts du graphe élémentaire requéte H un
ordre BCC-compatible et calcule les composantes de (A, 3), les accesseurs, les sommets
concepts terminaux, et les compilateurs. Ce prétraitement s’effectue en temps linéaire.

Cet algorithme repose sur deux propriétés essentielles, que nous allons présenter avant
de proposer une implémentation.

Suppression définitive d’un candidat possible

La premiére idée sur laquelle repose BCC est que, lorsqu’un échec remonte d’une com-
posante biconnexe jusqu’a son accesseur, alors seule une modification de I'image de cet
accesseur peut permettre de trouver une solution. Plus précisément :

Propriété 5.10 Si x est le point d’entrée d’une composante de (A, ), alors lappel a
Niveau-Précédent(x) peut, de maniére sire et optimale (si on ne considére que les informa-
tions sur le voisinage), retourner l’index de laccesseur y de x. De plus, aucune projection
de H dans G ne pourra associer au sommet concept y son image courante.

Un appel & Niveau-Précédent(x) veut dire que nous avons détecté un échec (qui peut
étre interne ou terminal) sur le sommet concept x. Si x est un point d’entrée, la premiére
partie de cette propriété assure que nous pouvons effectuer un saut arriére (BackJump)
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directement a I’accesseur de z, sans risquer de rater une seule projection (sir), et qu'un saut
arriére plus important pourrait nous faire rater une projection (optimal). Des définitions
formelles qui précisent cette notion de sauts arriéres stirs et optimaux peuvent étre trouvées
par exemple, dans [Dechter and Frost, 1999]. Par exemple, un échec décelé sur le sommet
concept dont I'index est 19 (c’est un point d’entrée) dans la F1G.5.20 entraine un saut
arriére vers le sommet concept dont 'index est 8. Un échec décelé sur le sommet concept x
dont 'index est 5 (c’est aussi un point d’entrée) veut dire que nous n’avons trouvé aucune
projection pour la composante connexe contenant 5, c’est pourquoi Niveau-Précédent(z)
pourra retourner 0, stoppant effectivement I’exécution du BackTrack.

De plus, la seconde partie de cette propriété signifie que nous pouvons supprimer dé-
finitivement I'image courante de y de ses images possibles. Ceci s’'implémentera aisément
en maintenant, pour chaque accesseur de H, un champ contenant les images interdites.

Afin de démontrer la propriété précédente, nous utiliserons le lemme suivant, qui localise
les échecs terminaux ayant provoqué I’échec sur zx.

Lemme 5.1 Soit x le sommet concept sur lequel est appelé Niveau-Précédent(x), et C
sa composante. Notons X [’ensemble de sommets concepts de H sur lesquels un échec a
été détecté apres la derniére projection réussie d’un sommet de posty (x). Alors X est un
ensemble de sommets appartenant & la méme branche de composantes de Ac(C).

Preuve: Voir que, pour une série d’échecs successifs, chaque appel a Niveau-Précédent(z)
retourne l'index du sommet immédiatement précédent suivant I’ordre BCC-compatible,
si x n’est pas un point d’entrée. Donc, tant qu’on n’atteint pas un point d’entrée, les
appels successifs & Niveau-Précédent retournent les indexs de sommets appartenant a la
méme composante. Dés que le sommet z considéré est un point d’entrée, 'appel a Niveau-
Précédent(z) retourne I’accesseur de ce sommet, qui appartient & une composante mére de
celle de z. Donc tous les sommets de X appartiennent & une méme branche de composantes,
enracinée par la composante de x. O

Nous pouvons maintenant prouver la propriété 5.10 :

Preuve: Nous montrons que, si x est un point d’entrée naturel (et nous avons considéré un
ordre compatible tel que tous les points d’entrée sont naturels), alors Niveau-Précédent(x),
tel qu’il est décrit dans la Prop. 5.10, opére une forme particuliére de Graph-Based Back-
Jumping (GBBJ, |Dechter, 1990]). En effet, le plus grand sommet de prey(z) qui est un
voisin de z est son accesseur y (car z est un point d’entrée, donc le plus petit de sa com-
posante, et est naturel, donc voisin de y). Cependant, GBBJ doit aussi transmettre a y un
« jumpback set » contenant tous les autres voisins de x dans prey (z) : comme cet ensemble
est vide (sinon les composantes de = et de y seraient fusionnées), ne pas le maintenir ne
pose aucun probléme. Comme GBBJ opére des sauts siirs et optimaux si on ne considére
que les informations sur le voisinage, alors le saut arriére opéré par Niveau-Précédent(z) a
les mémes propriétés.

Maintenant, pour prouver la deuxiéme partie de la Prop. 5.10, supposons qu’il existe
une projection qui associe a y son image courante y’, et montrons que ceci est absurde.
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Soit C' la composante du point d’entrée z, considérons le sous-graphe H' de H engendré
par les sommets de Ay (C), et ordonnons ses sommets par une translation de I’ordre des
sommets de H. Donnons maintenant & y, premier sommet de H’, le sommet concept 3’
de G comme image courante. Alors il existe une projection 7 de H' (notre hypothése), et
BackTrack va trouver la premiére de ces projections pour I'ordre considéré. Réexaminons
maintenant le BackTrack sur H qui nous avait mené a un échec sur z, et considérons le
premier échec terminal (sur un sommet concept noté ) qui nous avait fait dépasser cette
projection. Remarquons que, grace au lemme 5.1, z, est bien un sommet de H'. Comme
avant de considérer z., la projection courante de H incluait une partie de la projection
(existante) m de H', alors I'image possible m(z.) n’a pu étre vidée que par un sommet
concept qui n’est pas dans H' (sinon, 7 ne serait pas une projection). Donc il existe une
relation entre x, est un sommet concept x; situé dans une composante qui n’est pas dans

H' : ceci est absurde car il y aurait un cycle élémentaire z.,...,z,y,...,7,..., 2L, 2. ou r
est un sommet concept qui apparait dans une composante qui est ancétre de celle de y et
de celle de z., et z, et !, seraient dans la méme composante biconnexe. U

Compilation d’une solution partielle

La seconde idée a la base de l'algorithme BCC est une version duale de celle exposée
dans la Prop. 5.10. En effet, nous allons voir que si nous avons trouvé une projection
partielle de tout un sous-arbre de (A, ), alors aucune modification a l'extérieur de ce
sous-arbre ne pourra réfuter cette projection partielle.

Nous aurons besoin d’associer a chaque compilateur de H une liste des valeurs compi-
lées, qui recevra des couples sous la forme (clé, valeur). Cette liste sera initialement vide.
Notons que, si (k,v) appartient & cette liste, alors 'ajout de (k, v') effacera (k,v). Suivant
le nombre d’images possibles pour les sommets de H, cette liste pourra étre implémentée
par une liste d’association ou par une table de hachage.

Propriété 5.11 Soit x un sommet terminal dont I’index est ¢, alors tout appel a Niveau-
Suivant(zx),avant de retourner i + 1, peut ajouter, pour tout compilateur ¢ de x, le couple
(v,i+1) a la liste des valeurs compilées de c, ot v est l’image courante de l’accesseur de c.

Alors a chaque fois qu’un appel & Niveau-Suivant(z) devra retourner l'index i d’un
compilateur c, si la liste des valeurs compilées de ¢ contient un couple (v,j), ot v est
I’image courante de l’accesseur de c, alors Niveau-Suivant(z) retournera j a la place de i.

Preuve: La démonstration est duale de celle de la deuxiéme partie de la Prop. 5.10. Nous
avions montré que si un échec se propage vers ’accesseur = de la racine d’un sous arbre
A’ de (A, B), alors seule une modification de 'image courante de x pouvait mener a une
projection des sommets concepts de A’. Ici, nous devons montrer que, si nous avons trouvé
une projection des sommets concepts de A’, alors aucune modification a 'extérieur de A’
autre que celle de I'image courante de x ne peut réfuter cette projection. La preuve en sera
similaire. O
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Un exemple

L’appel a Niveau-Suivant(x) sur un sommet terminal z veut dire que tout un sous-arbre
de (A, ) a été projeté. Considérons de nouveau le graphe élémentaire H de la F1G. 5.20.
Supposons maintenant un appel & Niveau-Suivant(17) : ceci veut dire que nous avons une
projection de I’ensemble du sous-arbre dont la racine est la composante G. Avant de re-
tourner 18, cet appel va ajouter aux listes des valeurs compilées de ses compilateurs (16,
et 15) les couples respectifs (v, 18) et (vg, 18), ol v; est I'image courante de l’accesseur
(15) de 16, et vy est I'image courante de 'accesseur (9) de 15. Maintenant, BackTrack
examine le sommet suivant 17, c’est & dire 18, et ne lui trouve aucune image possible
(remarquons que nous n’utilisons pour l'instant pas Forward Checking). Alors I'appel a
Niveau-Précédent(18), comme indiqué par la Prop. 5.10, retournera 9, et interdira défini-
tivement 1'image courante de 9 pour ce sommet. Supposons maintenant que 9 posséde une
autre image possible, alors Niveau-Suivant(9) devrait retourner 10. Or 10 est un compila-
teur (celui de 14) et comme 14 est un sommet terminal qui a été projeté (juste avant de
considérer 15, 16, 17), 10 contient dans sa liste des valeurs compilées (v, 15), oi v était
I'image courante de ’accesseur de 10 (7), au moment ot on a projeté 14. Or, cette valeur v
est toujours I'image courante de 7, donc Niveau-Suivant(9) va retourner la valeur associée
a la clef v, c’est a dire 15. Supposons maintenant que la premiére image possible de 15
soit la méme que celle au moment ol nous avions projeté 17. Lorsque nous arrivons sur le
point d’entrée 16 de la composante H nous nous apercevons que 'image courante de son
accesseur 15 est une clef de la liste des valeurs compilées et sautons en avant directement
sur 18.

Implémentation de I’algorithme

L’algorithme BCC s’implémente directement & partir de la version de BackTrack que
nous avons proposée (Alg. 2). La propriété 5.10 est traduite dans I’algorithme qui implé-
mente Niveau-Précédent (Alg. 6), et la propriété 5.11 est traduite dans celui qui implémente
Niveau-Suivant (Alg. 7).

5.3.3 Evaluation de BCC

Nous allons tout d’abord évaluer la complexité de BCC et montrerons qu’il est poly-
nomial et optimal si H est un arbre. Ensuite nous comparerons BCC a des algorithmes
de BackJump, ou utilisant des techniques de filtrage, et montrerons 1'utilité d’implémenter
des algorithmes mixtes.

Complexité

Lemme 5.2 Lorsque [’on utilise ’algorithme BCC' alors toute composante C' de H n’est
accédée qu’au plus une fois pour chaque image possible de son accesseur.
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Algorithme 6: Niveau-Précédent(z)
Données : Le sommet concept courant x, sur lequel a été détecté un échec.
Reésultat : L’index du sommet sur lequel BCC doit retourner, comme indiqué dans
la Prop. 5.10. Tout accesseur est doté d’un champ Interdits qui contient
tous les sommets de G dans lesquels cet accesseur ne peut pas se proje-
ter. Ce champ devra étre pris en compte par Autres-Candidats 7 (Alg. 4).

si (point-d’entrée ?(x)) alors
si (accesseur(x) = 0) alors
‘ retourner 0;
sinon
accesseur <— accesseur(zx);
Interdits(accesseur) < Interdits(accesseur)U{candidat-courant(accesseur)};
retourner index(accesseur);

sinon
| retourner indez(x) — 1;

Algorithme 7: Niveau-Suivant(z)
Données : Le sommet concept courant z, dont on a calculé une image possible.

Résultat : L’index du sommet que BCC doit maintenant examiner, comme indiqué
dans la Prop. 5.11.

index <« index(z) + 1;

si (sommet-terminal ?(z) alors

pour ¢ € compilateurs(x) faire
clé « candidat-courant(accesseur(c));
Ajout-CLE(Liste-valeurs-compilées(c), clé, index);
// Ajout du couple (clé, index) dans la liste des valeurs compilées

i (index # |V(H)|+ 1) alors

¢ < Vlindex|;

si (point-d’entrée ?(c) ) alors

accesseur <— accesseur(c);

image < candidat-courant(accesseur);

si (Teste-CLE(Liste-valeurs-compilées(c), image)) alors
// Teste lexistence d’un couple de la forme (image, x) dans la liste
index < Cherche-VAL(Liste-valeurs-compilées(c), image);
// Retourne lunique index tel que (image, index) est dans la liste

wn

retourner index;
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Preuve: 11 s’agit d’une conséquence des Props. 5.10 et 5.11. Si BCC entre dans un sous-
arbre 7', alors soit nous trouvons une projection de 7', et I'image courante de ’accesseur de
la racine de T sera compilée ; soit nous ne trouvons pas de projection, et 'image courante
de cet accesseur sera interdite. Donc, a chaque fois que nous entrerons dans un sous-arbre
T, 'image courante de son accesseur sera soit compilée, soit interdite, et nous n’aurons
plus besoin d’entrer dans ce sous-arbre avec la méme image pour son accesseur. O

Corollaire 5.1 Lorsque H est un arbre (ou, plus précisément, quand sa binarisation par
P(H) est un arbre), alors BCC trouve la réponse ¢ PROJECTION ? en temps O(ng X ng X
dg X k) (en considérant comme constant le codt lié auz tests de compatibilité des types),
et en temps O(ny X ng X k) si nous adoptons une représentation de G par sa matrice
d’adjacence.

Preuve: Les composantes biconnexes d’un arbre sont des graphes complets & deux sommets,
I’accesseur et le point d’entrée. Donc toute composante ne contient qu’un sommet, le point
d’entrée x. Lorsqu’on entre dans une composante, en considérant le point d’entrée x comme
le sommet courant, alors les candidats possibles pour z sont générés en temps O(dg X k)
(O(k) avec une matrice d’adjacence ). Nous n’entrerons qu’au plus ng fois dans les ngy
composantes de H, d’ou la complexité. O

Ce résultat, dans sa version contraintes (ou la complexité est alors en O(nd?), voir
[Baget and Tognetti, 2001]), est équivalent & celui de [Freuder, 1982 pour les réseaux de
contraintes qui sont des arbres. L’algorithme de [Freuder, 1982] repose sur une phase d’arc-
consistance, puis par un appel & BackTrack qui sera alors assuré d’étre libre de backtrack
(BackTrack Free). Notons aussi que cette complexité est optimale dans le cadre des ré-
seaux de contraintes [Dechter and Pearl, 1988|. En utilisant la transformation E2C pour
transformer les paramétres décrivant les graphes GG et H en paramétres décrivant le réseau
de contraintes, nous vérifions immédiatement que la complexité que nous avons obtenue
est, elle aussi, optimale.

Enfin, le théoréme suivant donne cette complexité dans le cas général ou H est un
hypergraphe quelconque :

Théoréme 5.2 Soit ny le nombre de composantes biconnexes du graphe élémentaire H que
I’on cherche a projeter dans G, et t, la taille de la plus grande de ces composantes. Alors
BCC trouve la réponse & PROJECTION ? en temps O(ny X ng X (dy X dg X t,"¢ X k)) (en
considérant comme constant le codt lié auz tests de compatibilité des types), et en temps
O(ny X ng X (dg X t,"¢ X k)) si nous adoptons une représentation de G par sa matrice
d’adjacence.

Si nous comparons cette complexité dans le pire des cas avec celle que nous avons
calculée pour BackTrack, le temps mis par BCC est obtenu & partir de celui mis par
BackTrack en le multipliant par ny x ng x (ty/ng)% (o ty/ng < 1). A titre d’illustration,
si H est un graphe a 25 sommets, admettant 5 composantes biconnexes de taille 5, et G
est un graphe de taille 50, alors le temps mis par BackTrack dans le pire des cas (et ce
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pire des cas peut étre atteint malgré la structure particuliére de H, qui comprend un grand
nombre de composantes biconnexes) est 103 fois supérieur au pire des cas de BCC.

Enfin, nous remarquons que, si cette complexité dans le pire des cas est la méme que celle
de l'algorithme proposé par [Freuder, 1982], BCC sera plus efficace en pratique. En effet,
BCC opére un BackTrack entre les composantes, alors que 1’algorithme de |Freuder, 1982]
peut se voir comme un « générer et tester » sur ces composantes.

Compatibilité de BCC et de différents BackJumps

Nous avons vu (Prop. 5.10) que BCC repose sur une forme particuliére, trés limitée,
de BackJump, qui est en fait un Graph-Based BackJumping (GBBJ) ne fonctionnant que
sur les points d’entrée. Une question naturelle se pose alors : que se passe-t-il lorsque 1’on
utilise des formes plus efficaces de BackJump?

Propriété 5.12 Soit Niveau-Précédent une fonction implémentant une forme de Back-
Jump sdr (i.e. qui ne peut rater aucune projection) XBJ. Supposons de plus que Niveau-
Précédent retourne toujours l’index d’un sommet appartenant a la méme composante bicon-
nexe que le sommet courant (i.e. appartenant a la méme composante, ou étant l'accesseur
de cette composante).

Alors st y est l'accesseur de x, et aucune suite de X-BackJumps successifs ne peut
retourner dans la composante de x, alors I’image courante de y peut étre interdite de facon
permanente.

L’algorithme obtenu BCC+XBJ est adéquat et complet.

Preuve: Voir que les restrictions que nous nous sommes données suffisent & prouver le
Lem. 5.1. La deuxiéme partie de la Prop. 5.10 est alors démontrée de la méme facon. [

Corollaire 5.2 Les algorithmes BCC+GBJ, BCC+GBBJ et BCC+CDBJ sont adéquats

et complets.

Preuve: Ces trois algorithmes respectent les spécifications de la Prop. 5.12. L’appel a
Niveau-Précédent, si I'index retourné est celui de I’accesseur y du sommet courant x, pourra
interdire définitivement 'image courante de y. Remarquons que, pour les algorithmes né-
cessitant le maintien d’un backjump set (GBBJ et CDBJ), cette suppression ne pourra étre
effectuée que si le backjump set sur y est vide. (I

Enfin, nous notons que BCC et les différents XBJ étudiés ici optimisent le parcours de
facon différente, et que les avantages de ces deux types d’optimisation vont s’additionner.
En effet, les différents XBJ remontent plus haut dans I’arbre de recherche que BCC, et sont
donc en ce sens plus efficaces. D’un autre coté, si XBJ remonte dans une composante mére
d’une composante C, rien ne ’empéchera de revenir dans C' en utilisant la méme image
courante pour son accesseur (et, de fagon duale, de recalculer une projection partielle d’un
sous-arbre que 'on a déja calculée).

BCC+XBJ combine donc les avantages des deux algorithmes, et le surcoiit lié a la greffe
de BCC sur XBJ ne réside que dans le prétraitement générant I’ordre BCC-compatible,
qui est linéaire dans la taille de H.
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Compatibilité de BCC et de différentes techniques de filtrage

Examinons maintenant comment BCC se combine avec différentes méthodes de filtrage.

Tout d’abord, BCC se combine de fagon naturelle avec les différents types de Forward
Checking que nous avons présentés. Nous exposons ici les modifications immeédiates qu’il
faut apporter & un Forward Checking pour lui greffer BCC, en prenant ’exemple de
nFC2 :
— L’appel & NIVEAU-PRECEDENT se comporte exactement de la méme fagon que pour
BCC (Alg. 6).
— L’appel & NFC2-PROPAGE risque de vider le A du point d’entrée d’une composante
fille (dans le cas ou le sommet courant x est un accesseur). Il est alors possible
d’interdire définitivement le candidat de z. En effet, il s’agit d’un cas o BCC aurait
interdit ce candidat en remontant depuis y, mais ou la méthode de propagation
décéle I’échec un cran en avant, donc sans avoir a remonter. Ce comportement est
implémenté par (nFC2+BCC)-Propage (Alg. 8).
— L’appel & NIVEAU-SUIVANT se comporte exactement de la méme facon que pour
BCC (Alg. 7).
La encore, BCC+nFC2 combine les avantages des différents algorithmes, et la greffe de
BCC ne génére qu’un surcoiit linéaire dans la taille de H, lors de la phase de prétraitement.

Bien que nous n’ayons pas jugé nécessaire d’implémenter un algorithme tel que MAC
pour résoudre le probléme PROJECTION ?, notons toutefois que la combinaison de BCC
et de MAC produit un résultat trés intéressant, comme l'indique la propriété suivante
[Baget and Tognetti, 2001, que nous traduisons en termes de projection :

Propriété 5.13 Soit x le sommet concept courant de H examiné par l’algorithme MAC,
et soit y un sommet concept de posty(x) (notons qu’il n’appartient pas forcément au voi-
sinage de x), dont le A a été vidé par la phase de propagation. Supposons Cy,...,C, des
composantes appartenant & une méme branche de l’arbre BCC, avec x € Cy et y € Cp, et
29,...,2p les accesseurs de Cs, . .., Cj.

Alors, pour 2 < i < p, toutes les images possibles de c; (celles qui n’ont pas été vidées
temporairement par la phase de propagation) peuvent étre définitivement supprimées par

BCC.

Conclusion

Nous avons proposé un algorithme original, BCC que I'on peut greffer sur un algorithme
efficace de recherche de projection entre graphes élémentaires, nFC2+CDBJ. Utiliser cet
algorithme mixte n’occasionne aucun inconvénient (le seul surcoiit, linéaire, étant engendré
par le calcul de 'arbre BCC a la phase d’initialisation), et permet de couper efficacement
I’arbre de recherche si 'hypergraphe H contient plusieurs composantes biconnexes.

Si on s’intéresse aux graphes conceptuels (qu'’ils soient trés simples, simples, ou em-
boités), les algorithmes que nous avons proposés justifient notre choix de calculer les
projections sur les graphes élémentaires associés plutot que directement sur les graphes
conceptuels. Rappelons les intéréts de ce choix :
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Algorithme 8: (nFC2+BCC)-Propage(zx,y)
Données : Le sommet concept courant x de H, et un de ses candidats possibles y.
Reésultat : Propage le choix de y pour z, suivant I'algorithme nFC2, et répond VRAI
si et seulement si aucun domaine de posty (z) n’a été vidé. Si le A du
point d’entrée d’une composante fille est vidé, alors y sera interdit pour
x.

pour (7 € posty(z)) faire

pour (z € args(r) N posty (x)) faire

A « Trouver-Delta(z, z,7);

A" < Précédent-Liste(A);

Vider(A);

pour (v € A') faire

si (Supportée(r, (z,y), (z,v))) alors
| A+ AU{v};

i (Vide ?(A)) alors
// Seul ce test différe de nFC2-Propage implémentée dans I’Alg. 5
si (point-d’entrée ?(z) ) alors
// Dans ce cas v est nécessairement ’accesseur de z
L Interdits(z) < Interdits(z)U{candidat-courant(z)};

| retourner FAUX;

wn

retourner VRAI;

— Tout d’abord, traduire les différents formalismes vers un formalisme commun, dans

— Ensuite, la vue hypergraphe permet d’écrire des algorithmes plus efficaces, que ce
soit du point de vue du nombre de projections que 'on énumére (Sect. 4.1.2), ou
parce que les hyperarétes permettent une propagation plus efficace (comparaison de
nFC2 et FC+, Sect. 5.2.2).

— Si 'on s’intéresse aux graphes conceptuels emboités, alors un algorithme calculant
des projections de graphes emboités devra prendre en compte de nouveaux objets,
les boites. La traduction de ces boites en sommets permet non seulement d’utiliser
le méme algorithme, mais de bénéficier des différentes optimisations : par exemple,
propager sur des sommets qui représentent des boites.

— De plus, si nous considérons un graphe emboité (sans liens de co-identité), alors
son graphe élémentaire associé est un hypergraphe qui aura souvent de nombreuses
composantes biconnexes. Il s’agit 1a d’un cas ot BCC est particuliérement efficace.

L’intérét de BCC est en effet directement relié au nombre de composantes biconnexes

de I’hypergraphe H. S’il n’y a qu'une composante biconnexe, ’algorithme BCC ne sera pas
plus efficace que celui sur lequel il est greffé (son surcott sera alors celui, linéaire, de la
phase d’initialisation). Nous avons proposé dans [Baget and Tognetti, 2001| une méthode
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permettant de généraliser BCC (dans sa version CSP) aux composantes k-connexes, lorsque
I’on dispose d’une telle décomposition en composantes k-connexes.

Une généralisation de BCC aux composantes k-connexes, pour la projection de graphes
élémentaires, nécessitera :

— de calculer une telle décomposition : il s’agit d’un probléme NP-difficile dans sa ver-
sion « exacte », mais I’'objectif est de trouver une bonne heuristique permettant d’ob-
tenir une décomposition en sous-ensembles k-connexes « les plus grands possibles »,
et « les plus équilibrés possibles » ;

— d’adapter l'algorithme BCC, qui ne gérera plus, par exemple, une liste d’images
interdites, mais des tableaux de taille £ — 1.

Enfin, & un hypergraphe peut étre associé un grand nombre d’ordres BCC-compatibles
des sommets, et il nous faudra étudier quels sont ceux qui nous permettront de trouver
plus rapidement une solution. De plus, nous envisageons d’examiner les limites qu’il faut
imposer aux méthodes d’ordonnancement dynamique des sommets (voir les travaux actuels
dans le domaine des CSP) pour qu’elles restent compatibles avec BCC.
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Deuxiéme partie

Autres modéles de la famille SG
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Note a I’attention des rapporteurs : Certaines preuves dans les deux chapitres suivants
sont données en anglais, et sont un copier/coller de celles de [Baget and Mugnier, 2001a].
Une traduction en sera bien évidemment donnée dans la version définitive de cette thése.
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Le modéle SR
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Les régles de graphes conceptuels simples représentent des connaissances de la forme
«Si...alors ...». Il s’agit cette fois-ci d’un réel enrichissement du modéle, puisque ces
connaissances ne sont plus exprimables dans le fragment positif, conjonctif, existentiel de
la logique du premier ordre. Bien que ne permettant pas d’exprimer la totalité de la logique
du premier ordre représentée dans les graphes conceptuels de [Sowa, 1984, 'intérét de ces
régles en terme de représentation de connaissances a encouragé de nombreux auteurs (par
exemple |Fargues et al., 1986, Rao and Foo, 1987, Gosh and Wuwongse, 1995]) a les étu-
dier. Le modéle que nous adoptons ici est celui de [Salvat and Mugnier, 1996, Salvat, 1997],
qui les premiers, ont proposé des algorithmes utilisant des opérations de graphes, adéquats
et complets par rapport a la sémantique ® de [Sowa, 1984].

La FIG. 6.1 (exemple tiré de [Salvat, 1997|) illustre trois facons équivalentes de repré-
senter une régle de graphes conceptuels simples. La sémantique intuitive de cette régle
est :
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1 | ——
M 2 Pers : 1 pére 2 Pers : *
| AN ,/'/
I N .-

F1G. 6.1 — Trois représentations d’'une méme régle.

« Si (la personne) z est le frére de (la personne) y, et y est le pére de z, alors = est 'oncle
de z et il existe une personne qui est le pére a la fois de x et de y ».

Les deux premiéres représentations (1 et 2) sont trés similaires. L’ hypothése et la conclu-
sion de la régle sont deux graphes distincts, identifiés par le symbole d’implication (=)
qui les sépare. Afin de montrer quels sommets concepts représentent la méme entité dans
I’hypothése et la conclusion, nous pouvons indiquer qu’ils sont co-référents, que ce soit en
leur attribuant un méme nom de variable (cas 1) ou en les reliant par des traits en pointillés
(cas 2). Bien que, suivant [Sowa, 1984|, ce type de représentation soit utilisé par une grande
partie de la communauté « graphes conceptuels %, nous avons adopté, depuis [Baget, 1998|,
une représentation différente, utilisant des graphes colorés. Avec cette représentation, nous
ne manipulons qu’un seul graphe, dont les sommets concepts et les sommets/hyperarcs
relations ont été colorés. Les sommets concepts et les relations de la premiére couleur (en
blanc, dans le graphe 3) représentent I’hypothése, et ceux de la deuxiéme couleur (en gris)
représentent la conclusion. Grace a cette représentation, il n’est pas nécessaire d’indiquer
quels sommets représentent les mémes entités. Nous trouvons a cette représentation équi-
valente les avantages suivants :

— nous pensons que cette représentation est plus facile & comprendre, puisque le lecteur
n’a & faire aucun effort pour identifier quels sont les sommets concepts de la conclusion
qui correspondent & des sommets concepts de ’hypothése;

— la co-référence (et les problémes qu’elle pose sur les types) n’est pas nécessaire a la
définition du modéle initial, et sera donc intégrée par la suite, comme une extension.
Le modéle initial en sera simplifié d’autant.

Ce chapitre est consacré a l'étude de ces régles de graphes. Dans la Sect. 6.1, nous

définirons formellement ces objets et le mécanisme, basé sur la projection, qui permet
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d’appliquer une régle & un graphe, afin de I’enrichir par de nouvelles connaissances. Nous
pouvons définir ce mécanisme indifféremment pour les graphes élémentaires ou les graphes
conceptuels simples, munis ou non des extensions que nous avons exposées au Chap. 4.
Ce mécanisme est a la base du probléme de déduction dans le modéle SR : étant donné
un graphe initial G' représentant des faits, et un ensemble R de régles (utilisant le méme
formalisme de graphes), est-il possible de construire, par une séquence d’application de
régles de R, un graphe G’ qui contient une réponse a une requéte H 7 Nous préciserons
également les liens entre déduction dans ce modéle et déduction en logique du premier
ordre.

Dans la Sect. 6.2, nous prouvons que SR-DEDUCTION est un probléme semi-décidable.
Notre démonstration, différente de celle de [Coulondre and Salvat, 1998, a I’avantage d’éta-
blir que SR est un modéle de calcul : toute machine de Turing peut étre simulée par un
ensemble de régles. Nous montrerons a cette occasion la complexité inhérente a ce modele
de réécriture de graphes basé sur la projection, en prouvant que ce probléme reste semi-
décidable méme en considérant des restrictions importantes sur les régles. Nous présentons
toutefois deux cas décidables, dont I'un a été utilisé pour notre solution du probléme Si-
SYPHUS |Baget et al., 1999|.

Enfin, dans la Sect. 6.3, nous proposons une amélioration du mécanisme de chainage
avant (celui utilisé dans les modéles plus généraux de la famille SG), basée sur un prétrai-
tement de I’ensemble de régles. Cette compilation de la base de régles repose sur la facon
dont deux régles peuvent interagir entre elles, et le graphe de dépendance des régles que
nous obtenons permet, d’une part, de répondre plus rapidement a une requéte, et d’autre
part, de définir des critéres plus larges de décidabilité.

6.1 Reégles de graphes

Nous commencons, dans la Sect. 6.1.1, par définir les régles et leur mécanisme d’appli-
cation en nous basant sur le formalisme, a la fois plus simple et plus général, des graphes
élémentaires. Nous introduisons & cette occasion la notion de régle bien formée pour un
formalisme. Nous n’aurons plus, dans la Sect. 6.1.2, qu’a définir ce que sont les régles bien
formées pour les graphes conceptuels simples et emboités, avec ou sans liens de co-référence.
Enfin, dans la Sect. 6.1.3, nous rappelons I’extension de la sémantique ® [Salvat, 1997| pour
prendre en compte les régles de graphes.

6.1.1 Reégles de graphes élémentaires

Comme les contraintes que nous étudierons au chapitre suivant, les régles sont repré-
sentées par des graphes colorés. Etant donné que le formalisme de base considéré pour la
projection est celui des graphes élémentaires, ce sont aussi ces graphes que nous allons
initialement colorer pour obtenir les régles.
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Graphes colorés

Définition 6.1 (Graphe coloré) Soit S un support. Nous appelons graphe (élémentaire)
coloré sur S une paire (G,k) ot G est un graphe élémentaire sans sommets concepts
inutiles sur S, et k est une application de U(G) dans {0,1}, associant a chaque relation
sa couleur. La coloration des relations détermine celle des sommets concepts : pour tout
sommet concept x nous notons k(x) = 1 si toutes les relations incidentes & x sont colorées
par 1, et k(xz) = 0 sinon.

Si R = (G, k) est un graphe coloré sur S, et G = (V,U,7,7) alors nous notons R
la structure obtenue en ne considérant que les éléments de V' et de U auxquels k associe
la couleur 0, et la restriction de 7 et v a ces éléments. Dans les régles, R correspondra
a la partie hypothése. Plus formellement, si nous notons Vy(R) = V Nk 1(0), et Uy(R) =
U Nk 1(0), alors Ry = (Vo(R), Uo(R), T|ue(r) Y|uo(r))- La structure R;y obtenue en ne
considérant que les éléments de V' et de U auxquels k associe la couleur 1 est définie de la
méme fagon. Dans les régles, cette partie correspondra a la conclusion. Nous remarquons
que R(;) n’est pas nécessairement un graphe élémentaire (car le sommet concept argument
d’une relation de U;(R) peut étre dans Vj(R)), mais que R est toujours un graphe
élémentaire : en effet, si r € Up(R), alors cette couleur détermine la couleur 0 pour tous
ses arguments, qui appartiennent donc a Vi(R).

p
;
:

Coloration des relations Coloration induite des sommets concepts

F1G. 6.2 — Colorations des sommets induites par différentes colorations des relations.

La F1G. 6.2 présente trois colorations différentes des sommets d’un méme graphe élé-
mentaire sans sommets concepts inutiles G. Les relations colorées par 0 sont représentées
en blanc, et celles colorées par 1 sont représentées en gris. Cette convention sera utilisée
tout au long de ce mémoire. Dans la premiére colonne, nous n’avons pas représenté la
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couleur des sommets concepts, et cette absence de couleur est symbolisée par des sommets
concepts hachurés. Dans la deuxiéme colonne, nous avons représenté la coloration implicite
des sommets concepts. Bien qu’elle ne soit pas absolument nécessaire d’un point de vue
formel (puisqu’elle est déterminée par la coloration des relations), nous ne négligerons pas
son intérét du point de vue de la lisibilité du graphe. En effet, les objets colorés en gris
représentent une structure qui sera rajoutée a un graphe par 'application d’une régle, et
la coloration des sommets concepts met cette structure en valeur.

Enfin, nous appelons frontiére d’un graphe coloré I’ensemble des sommets concepts
incidents a la fois a des relations de Uy(R) et & des relations de U;(R). Dans I'exemple, la
frontiére de R est {z,y, 2}, celle de R’ est {y}, et celle de R" est {z,z}. Remarquons que
seuls des sommets concepts de V4(R) peuvent appartenir a la frontiére d’un graphe coloré
R.

La notation prédicative que nous avons adoptée pour les graphes élémentaires s’étend
immeédiatement aux graphes colorés. Nous représenterons a gauche d’'un symbole de sépa-
ration, =, les relations colorées par 0, et a droite les relations colorées par 1. Nous pouvons
donc représenter les graphes colorés de la FI1G. 6.2 par :

R = (T(z,y,2)] = [T'(z,2), T"(y)])
R = (T"W)]=[T(z,y,2),T'(z,2)])
R' = ([T'(x,2)] = [T(z,y,2), T"(y)])

Pour tout graphe coloré R sur S, nous avons vu que R est un graphe élémentaire.
Nous pouvons donc calculer des projections de Ry dans un graphe élémentaire quelconque
sur S, ce qui est a la base de la notion d’applicabilité d’un graphe coloré. Cette notion
d’applicabilité sera utilisée pour tous les graphes colorés (régles et contraintes) que nous
utilisons dans ce mémoire.

Définition 6.2 (Applicabilité) Soit G un graphe élémentaire sur S, et R un graphe
coloré sur §. Alors R est dite m-applicable (ou simplement applicable, si seule [’ezistence
de T nous intéresse) a G ssi T est une projection de Roy dans G.

Notons immédiatement qu’un graphe dont tous les sommets concepts et toutes les
relations sont colorés par 1 est applicable a n’importe quel graphe. En effet, R est dans
ce cas le graphe vide ), qui se projette dans tous les graphes.

Reégle et application d’une régle & un graphe

Une régle est une sorte de graphe coloré (au sens de I’héritage dans les langages de
programmation objet).

Définition 6.3 (Régle) Soit S un support. Une régle élémentaire R sur S est un graphe
élémentaire coloré sur S. Le graphe élémentaire Ry est appelé I’hypothése de R, et la

structure R(yy (qui n’est pas nécessairement un graphe élémentaire) est appelée la conclusion
de R.
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Si une régle R est m-applicable & un graphe G, alors la projection 7 de Ry (I’hypothése
de la régle) dans G détermine de fagon unique un graphe G’ que nous pourrons construire
en rajoutant & G les informations qui se trouvent dans Ry (la conclusion de R).

Définition 6.4 (Application d’une régle a un graphe) Soit S un support, G un graphe
élémentaire sur S, et R une régle élémentaire sur S. Alors si R est w-applicable a G, nous
notons G' = A(G, R, ) le graphe élémentaire obtenu de la fagcon suivante :
- V(@) =V(G@)UV(R) et U(G") =U(G)UU;(R);
- sir € U(G), alors son type 1e/ (1) = 16(r), sinon ¢ (r) = mr(r) ;
- sir € U(Q), alors ya (r) = va(r), sinon, pour 1 < i < |r|, soit x; = (yr)i(r) est un
argument de r dans R, auquel cas (yer)i(r) = x; soit z; € Ry, et (yer)i(r) = 7(x;).

En d’autres termes, le graphe élémentaire G’ obtenu par 'application de R & G suivant
la projection 7 est construit & partir d’'une copie de G, d’une copie de R(y), et pour chaque
argument d’une relation de R,y qui est dans I’hypothése de R, en remplagant cet argument
par (la copie de) sa projection par 7 dans G.

Construction de G' = A(G, R, )

F1G. 6.3 — Application d’une régle R & un graphe G et construction de G' = A(G, R, 7).

La F1G. 6.3 illustre le mécanisme d’application d’une régle. R est une régle élémentaire
sur S, G est un graphe élémentaire sur S, et 7 est une projection de R(g) dans G' (définie
par w(a) = w(b) = d). Le graphe G' = A\(G, R, 7) est construit a partir d’une copie de G,
d’une copie de R(;) (qui n’est pas un graphe élémentaire car les arguments 1 et 3 de sa
relation n’existent pas dans R;)), puis en remplagant les « arguments manquants » de la
relation de ;) par les sommets de la copie de G qui correspondent a la projection de ces
arguments de Ryg).
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Le mécanisme de dérivation, et le probléme de déduction

Nous considérons maintenant G' un graphe de G¢(S) et un ensemble R de régles élémen-
taires sur S. Nous disons que G’ € G¢(S) est une R-dérivation immédiate de G §’il existe
une régle élémentaire R € R et une projection m de I’hypothése de R dans G telles que
G' = MG, R, ). Dans ce cas, nous notons G ~ G' (comme le support dans la projection,
I’ensemble de régles est ici implicite). Comme dans tout systéme de réécriture, la relation
de dérivation est la fermeture réflexo-transitive de la relation de dérivation immeédiate.
Nous dirons qu’un graphe G’ est une R-dérivation de G si G' = G ou s'il existe une suite
G = Gy, Gy, ...,G, = G' de graphes élémentaires de G¢(S) telle que, pour 1 < i < k, G;
est une R-dérivation immédiate de G;_;. Nous notons dans ce cas G ~» G'. Nous dirons
aussi que G dérive G'. Le nombre k, qui peut étre nul, est la longueur de la dérivation.

F1G. 6.4 — G dérive G5 : une séquence de dérivations immeédiates G ~~ G ~ Gy ~ G3.

La FI1G. 6.4 montre une séquence de dérivations immeédiates G ~» G; ~ Gy ~ Gf.
Les graphes G, G, Gy, G35 sont donc tous des { R}-dérivations de G. Remarquons, a propos
de cet exemple, que si une régle élémentaire R est m-applicable & un graphe G, alors il
existe une dérivation de longueur arbitrairement grande G = Gy ~> G ~» -+ ~» Gg...,
telle que, pour 1 < i < k, G; = A(G;_1, R, 7). Nous avons donné dans I’exemple le début
d’une telle dérivation en construisant G; et Gy a partir de la méme projection. Toutefois,
tous les graphes G, Gy, ..., Gg,... obtenus en utilisant la méme projection de la méme
régle sont équivalents : nous pourrons donc, sans perte de généralité, ne pas considérer ces
applications multiples. Notons aussi que, si des applications multiples d’'une méme régle
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suivant une méme projection créent de la redondance, les interdire ne suffit pas a I’éviter
(c’est & dire a assurer qu’a partir d’un graphe irredondant on ne dérive que des graphes
irredondants).

Nous pouvons maintenant définir le probléme de déduction dans le modéle SR : étant
donnés une base de faits G constituée de I'union disjointe de plusieurs graphes élémentaires
et un ensemble de régles R, peut-on trouver une dérivation G’ de G dans laquelle se projette
une requéte H ?

Définition 6.5 (SR-déduction) Soit K = (S,G,R) une base de connaissances consti-
tuée d’un support S, d’un ensemble G de graphes élémentaires de G¢(S), et d’un ensemble
R de régles élémentaires sur S. Alors un graphe élémentaire H € G¢(S) est dit déductible
de K si il existe un graphe G' R-dérivable de G (0w nous considérons G comme le graphe
élémentaire qui est l'union disjointe de ses éléments) tel que G' < H.

6.1.2 Reégles de graphes conceptuels ...

Nous avons vu (dans le Chap. 4) que la projection dans les formalismes des graphes
conceptuels simples ou emboités, avec ou sans co-référence ou conjonction de types, pouvait
étre considérée comme la projection d’une classe particuliére de graphes élémentaires. Nous
pouvons donc utiliser les régles de graphes élémentaires pour implanter des régles dans ces
différents formalismes. Cette implantation reposera sur la notion de régle élémentaire bien
formée pour le mécanisme d’application de régle dans un formalisme donné.

Définition 6.6 (Régles bien formées) Soit G(S) un formalisme de graphes exprimable
dans G¢(S'). Alors nous disons qu’une régle R sur 8" est bien formée pour G(S) et le
mécanisme d’application \ si, pour tout graphe G € G(S), pour toute projection w de
Uhypothése de R dans elem(G), le graphe élémentaire A(elem(G), R, ) correspond a un
graphe de G(S).

Pour chacun des formalismes que nous avons présenté dans la Sect. 4, nous pouvons
déterminer les régles bien formées pour ce formalisme et définir un mécanisme d’application

A

Note aux rapporteurs : Cette section n’est visiblement pas terminée... Je pense que
ceci ne devrait pas poser de probléme pour lire la suite de ce document. Les régles de
graphes élémentaires étant équivalentes a toutes les autres, nous pouvons ne considérer
que celles-ci.

6.1.3 Extension de la sémantique logique ¢

Les différentes sémantiques logiques que nous avons présentées au Chap. 3 et au Chap. 4
peuvent étre étendues pour traduire les régles. Notons que si ces sémantiques logiques
nécessitent, pour leur complétude dans le modéle SG, la considération de la forme normale
du graphe G, il nous faudra considérer dans le modéle SR un mécanisme d’application
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de régle )’ qui met chaque graphe obtenu par le mécanisme d’application standard A sous
forme normale.

Nous rappellons ici comment cette extension est réalisée pour la sémantique tradition-
nelle ® des graphes élémentaires :

— Pinterprétation ®(S) du support ne change pas;

— Dinterprétation ®(G) d’un graphe conceptuel simple ne change pas;

— une régle R = (G, k) est interprétée par la formule

(P(R) =Vz;.. V.Z‘p((ﬁ(R(o)) — E|y1 N qu(ﬁ(R(l))

construite de la facon suivante :
— ¢(Ry) est la conjonction des atomes associés par ¢ aux sommets de R ;
— ¢(Ry) est la conjonction des atomes associés par ¢ aux sommets de R ;
~ Z1,...,T, sont les variables apparaissant dans la formule ¢(Ry) ;
~ Y1,-..,%, sont les variables apparaissant dans la formule ¢(R;) mais pas dans la
formule ¢(Ryp).
— la traduction d’un ensemble de régles est la conjonction des interprétations de chaque
régle.
Par exemple, la régle R présentée dans la F1G. 6.1 est interprétée par :

Jz3y3z((Pers(z) A Pers(y) A Pers(z) A frére(z, y) A pére(y, z))
— (Ju(Pers(u) A oncle(z, z) A pére(u, z) A pére(u, y))))

Remarquons que, contrairement aux clauses, les variables de la conclusion sont quanti-
fiées existentiellement. En fait, les formules associées aux régles sont celles correspondant
aux TGDs (tuple generating dependencies) en bases de données [Coulondre and Salvat, 1998|.

Théoréme 6.1 (Adéquation et complétude) Soit K = (S,G, R) une base de connais-
sances, et H une requéte. Alors H est déductible de IC si et seulement si ®(S), ®(G),P(R) =
O(H).

Ce théoréme est démontré dans [Salvat, 1997]. Nous pouvons considérer le mécanisme
d’application A si nous utilisons des graphes élémentaires ou des hraphes conceptuels trés
simples. Pour les graphes conceptuels simples ou emboités, il nous faudra considérer (si
nous tenons a la complétude), un mécanisme d’application de régles qui met le graphe
produit sous sa forme normale.

6.2 Problémes de décidabilité

Nous nous intéressons ici a la décidabilité du probléme SR-DEDUCTION, que nous
considérerons, sans perte de généralité, dans le formalisme des graphes élémentaires. La
question centrale est de savoir s’il existe un algorithme A4 qui, pour toute instance (K, H)
du probléme SR-DEDUCTION répond :
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1. OUI, en un temps fini, si et seulement si H est déductible de K ;
2. NON, en un temps fini, si et seulement si H n’est pas déductible de K.

Si un algorithme A sait répondre a 1. et 2., alors le probléme considéré est dit décidable.
Si un algorithme peut répondre & 1., mais aucun ne peut répondre a 2., le probléme sera
dit semi-décidable. Si aucun algorithme ne peut répondre a 1., ni & 2., alors le probléme
est indécidable. Enfin, nous appellerons co-semi-décidable un probléme dont le co-probléme
est semi-décidable.

6.2.1 Un modéle de calcul

Nous montrons ici (Sect. 6.2.1), que le probléme SR-DEDUCTION est semi-décidable,
en utilisant une démonstration différente de celle de [Coulondre and Salvat, 1998|. Notre
démonstration, en explicitant les relations entre SR-DEDUCTION et les Machines de Tu-
ring, montre que SR-DEDUCTION est un modéle de calcul. Nous montrons ensuite que la
complexité induite par la structure du graphe rend inopérantes des restrictions pourtant
trés importantes (réduire le nombre de régles, réduire le nombre de symboles, considé-
rer des structures particuliéres du graphe) : le probléme est encore semi-décidable. Nous
examinerons ensuite un cas décidable, intéressant dans les modéles plus généraux de la
famille SG (Chap. 7) puisque la restriction a ce type de régles sera suffisante pour plonger
les problémes de déduction associés a tous les modéles de cette famille dans la hiérarchie
polynomiale.

Semi-décidabilité de SR-DEDUCTION

Théoréme 6.2 Le probléme SR-DEDUCTION est semi-décidable.

Ce résultat est prouvé dans [Coulondre and Salvat, 1998|, en établissant ’équivalence
entre la déduction utilisant des régles de graphes conceptuels simples et les TGDs (Tuple
Generating Dependencies) en bases de données.

Preuve: Nous prouverons ce résultat en montrant :

1. qu’il existe un algorithme adéquat et complet pour SR-DEDUCTION (mais nous n’ex-
poserons l'algorithme de résolution en marche avant de [Salvat and Mugnier, 1996]
qu’a la Sect. 6.3.1) ;

2. que nous pouvons réduire le PROBLEME DE L’ARRET d’une machine de Turing, qui
est semi-décidable, & la SR-DEDUCTION.

Nous ne démontrerons donc & cette étape de notre présentation que le point 2., et
commengcons par un (trés bref) rappel sur ce probléme de I’arrét d’'une Machine de Turing.

Le probléme de 'arrét d’une Machine de Turing Une machine de Turing (MdT) est définie
par un alphabet ¥, un ensemble de symboles d’état 7, comprenant deux symboles particu-
liers, I’état initial 7; et I'état final T}, et un ensemble de régles de la forme (7};,2) —
(Tk,y,0). Dans chacune de ces régles, T; et T} sont des symboles d’état, z et y sont
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des lettres de ¥ ou le symbole particulier OJ (qui représente une case vide), et § €
{droite, gauche}. Nous considérons un ruban, infini des deux cotés, dont chaque case est
remplie par le symbole vide OJ, inscrivons le mot m construit sur ¥ U {0} au milieu de ce
ruban, et faisons pointer une téte de lecture dans I’état initial 7} sur la premiére lettre de
m. Une régle (T},z) — (T%,y,0) est applicable si la téte de lecture est dans I'état T et
pointe sur la lettre . Dans ce cas, ’application de la régle consiste a remplacer la lettre x
par la lettre y, a faire passer la téte de lecture dans I’état T}, et & la déplacer d’une case
vers la droite ou vers la gauche, suivant la valeur de §. Le PROBLEME DE L’ARRET consiste
a savoir, étant donné une machine de Turing M et un mot m, s’il existe une séquence
d’applications de régles telle que la téte de lecture se retrouve dans 1’état terminal. Ce
probléme est semi-décidable |Turing, 1937].

Transformation d’une Machine de Turing en instance de SR-DEDUCTION Nous allons
maintenant exposer une transformation (calculable) © qui associe a toute instance (M, m)
du PROBLEME DE L’ARRET une instance (I, H) de SR-DEDUCTION telle que M s’arréte
sur le mot m si et seulement si H est déductible de K (nous aurons ainsi prouvé que
SR-DEDUCTION est semi-décidable).

Construisons tout d’abord le support & pour la base de connaissances K. Les types de
concepts (ou types de relations d’arité 1) sont : C' (type utilisé pour les cases du ruban
infini), 71,...,T, (un type par état possible de la téte de lecture), a,b,c,d,... (un type
par lettre de ), O (représentant la case vide) et D et F' (utilisés pour indiquer le début
et la fin du mot initial). Les types de relation binaires sont suit (indique 'ordre sur les
cases), val (une case est valuée par une lettre), lit (la téte de lecture lit /pointe sur une case),
copieD (utilisé pour la reconstruction de la partie droite du mot), et copieG (utilisé pour la
reconstruction de la partie gauche du mot). Tous ces types sont deux a deux incomparables.

Construisons le graphe G' qui représentera les faits de la base de connaissances. Nous le
construisons a partir du mot m et de ’alphabet X de la facon suivante, comme représenté
dans la FI1G. 6.5.

— on se donne d’une part un ensemble de |X| + 3 sommets concepts : trois sont typés
respectivement par D, F et [J, les autres par les types associés aux lettres de ¥ (nous
avons pris dans 'exemple ¥ = {a,b,c,d, e, f});

— d’autre part, on se donne un ensemble de |m|+ 4 sommets concepts représentant des
cases du ruban, deux sont typés par D et F' (début et fin), les autres typés par C,
|m|+3 relations binaires typées suit les relient par un chemin qui indiquera I’ordre des
lettres du mot. Le premier (dans I’ordre indiqué par le chemin) est celui typé par D,
le dernier celui typé par F'. Le second et ’avant-dernier sont reliés par des relations
binaires typées val au sommet concept typé [ (la case vide); et pour 1 < i < |m|,
le sommet concept & la (i + 3)iéme place est relié au sommet concept typé par la
(i + 1)iéme lettre de m.

— Enfin, un sommet concept typé par 7; (la téte de lecture dans I’état initial) est relié
par une relation binaire typée lit au sommet concept représentant la premiére lettre
de m.
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A chaque régle (T,,z) — (1,,y,d) de la machine de Turing correspond une régle élé-
mentaire R qui sera construite comme représenté dans la F1G. 6.5. Suivant la valeur de ¢
(droite ou gauche), le sommet concept typé par T, sera relié par lit au sommet concept
suivant celui que nous avons réécrit (typé par y) ou au sommet concept précédent. Quatre
autres régles (les deux régles de recopie a gauche, et les deux régles de recopie a droite)
appartiennent aussi & R. Celles-ci auront un role important. En effet, contrairement au
mécanisme de réécriture des MdT, celui de SR-DEDUCTION ne supprime/modifie aucun
sommet/arc dans un graphe, et ne fait qu’ajouter de 'information. Pour simuler la modi-
fication, il faudra donc créer un nouveau sommet et recopier autour de lui tout ce qui n’a
pas été modifié. Nous précisons aussi que, dans ces régles, ne pas typer un sommet concept
est équivalent a le typer par T, élément maximum de 7.

Enfin, la requéte H est simplement un sommet concept étiqueté par le type associé a
I’état terminal 7.

Démonstration du théoréme Ayant défini la transformation © : (M, m) — ((S,{G},R), H),
nous devons montrer que M s’arréte sur le mot m si et seulement si H est déductible de
(8, {G},R).

(=) Par récurrence sur le nombre n de réécritures (applications de régles de la MdT) avant
I’arrét de la MdT. Notre hypothése de récurrence est :

(H,) « s’il existe une dérivation de longueur n telle que la téte de lecture de la MdT se
retrouve dans un état Ty, et lisant la lettre x d’un mot m, alors il existe une dérivation G'
de G telle que le chemin associé a un mot D OF m O F se lit dans G', et un sommet
concept associé a la téte de lecture dans I’état T, est relié par lit au sommet de ce chemin
qui correspond a la lettre x. »

Cette hypothése de récurrence étant trivialement vérifiée au rang 0, nous supposons
maintenant qu’elle est vraie au rang k. Montrons qu’elle est toujours vraie au rang k + 1.
S’il existe une dérivation de longueur £ + 1 telle que la téte de lecture se retrouve, apres
s’étre déplacée a droite, dans un état T;, lisant la lettre z d'un mot m, alors m = m'yzm”,
et il existe une régle (7, z) — (T, y, droite) et une dérivation de longueur £ telle que la téte
de lecture se retrouve dans un état 7, lisant la lettre z d’un mot m'zzm” (la démonstration
est symétrique pour la téte de lecture se déplagant a gauche). Appliquons I’hypothése de
récurrence au rang k. La F1G. 6.6 illustre les applications de régles élémentaires nécessaires
pour la vérifier au rang k£ + 1. Nous ne montrons ici que le résultat de I’application des
régles de recopie a droite, les régles de recopie a gauche s’appliquant de facon symétrique.
Le seul point délicat est de vérifier I’applicabilité de la régle élémentaire associée a une
régle de MdT. Il faut pour cela vérifier qu’il y a un sommet concept typé par C' « a droite »
et « & gauche » du sommet concept pointé par la téte de lecture. Ceci est assuré par le
fonctionnement des regles Dy et Gy qui « rajoutent une case vide » avant de relier le mot
courant a F et D.

(<) Par récurrence sur le nombre de régles correspondant aux régles de MdT utilisées
au cours de la dérivation (le nombre de d’pplications de régles de graphes permettant de
répondre a la requéte H).
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Nous affirmons tout d’abord que, s’il existe une dérivation de longueur n menant a
un G, dans lequel se projette H, alors il existe une dérivation de longueur n’ > n, G =
Go,Gy,...,Gp,...,Gy telle que le graphe G, contient une représentation de la téte de
lecture dans I’état terminal, pointant sur une lettre a d’'un mot complet (i.e. a value une
case de type C, et cette case appartient & un chemin [D] — (suit) — [C] — (suit) — --- —
(suit)[C] — (suit) — [F]). Ceci se prouve immédiatement, par deux récurrences emboitées,
la premiére sur la longueur de la dérivation et la deuxiéme sur le nombre d’applications de
régles de recopie a droite et de régles de recopie a gauche a chaque étape.

Notre hypothése de récurrence peut donc s’écrire :

(H)) « s’il eriste une dérivation utilisant n régles correspondant & des régles de MdT,
répondant a la requéte H, tel que le sommet image de cette requéte soit relié par une
relation de type lit a un mot complet m, alors il existe une dérivation de la Machine de
Turing représentée menant a ’arrét sur un mot correspondant au mot complet m, pointant
sur la méme lettre.

L’hypothése de récurrence est trivialement vérifiée au rang 0. Supposons qu’elle soit
vraie au rang k, et montrons qu’elle est vraie au rang k£ + 1. Soit une dérivation G =
G, ..., Gy utilisant k4 1 régles correspondant a des régles de MdT, telle que H se projette
dans Gy, et que la téte de lecture représentée par H soit reliée par une relation de type lit a
un mot complet m. Considérons G, (¢ < [) le premier de ces graphes dans lequel se projette
H. G, a nécessairement été obtenu par une régle R (& droite ou a gauche) représentant
une régle de MdT. Soit T}, I’état de cette régle. Nous avons donc G,—; un graphe obtenu
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en utilisant k£ régles correspondant & des régles de MdT. D’apres la propriété précédente,
nous pouvons construire un graphe G;, obtenu par une dérivation de G,_; ot T, pointe sur
une lettre ¢ d'un mot complet, en n’utilisant que des régles de recopie. Nous pouvons donc
appliquer ’hypothése de récurrence (quitte a considérer temporairement 7, comme un état
terminal) : il existe une dérivation de la MdT menant & une téte de lecture dans I'état 7},
pointant sur la lettre a du mot m. Alors il suffit d’appliquer la régle de MdT traduite par
R pour obtenir un état terminal. O

Discussion

Cette démonstration présente plusieurs intéréts :

— Tout d’abord, nous montrons que la semi-décidabilité de SR-DEDUCTION n’est pas
seulement un probléme, un « inconvénient » algorithmique. En montrant que toute
MdAT peut étre simulée dans le modéle SR, nous mettons en valeur I’ expressivité de
ce modéle. Si 'on en croit la thése de Church-Turing, tout probléme pour lequel il
existe une « procédure effective » de résolution pourra donc étre implémenté dans le
modéle SR (d’ou le Cor. 6.1)

— De plus, la démonstration nous donne une idée du cotit de cette simulation. Suppo-
sons qu'une MdT déterministe résolve un probléme avec une complexité en temps
O(t(n)), et une complexité en espace O(e(n)) (ou n est la taille du mot initial). Né-
cessairement, la complexité en espace est bornée par la complexité en temps. Alors un
algorithme de résolution en marche avant pour SR-DEDUCTION aura une complexité
en temps en O((¢(n))?) et une complexité en espace en O((¢(n))?). La complexité en
temps est polynomialement reliée a la complexité théorique calculée d’aprés le nombre
d’opérations d’'une MdT, mais la complexité en espace ne I’est pas. Ce probléme vient
en partie de 'impossibilité d’affirmer, dans SR, qu'une branche de la dérivation ne
mene nulle part, et peut étre abandonnée. Certains modéles plus généraux de la
famille SG (SEC et SREC) permettent de résoudre cet aspect du probléme.

Corollaire 6.1 SR-DEDUCTION est un modéle de calcul.

6.2.2 Machine de Turing universelle

La preuve de la semi-décidabilité du PROBLEME DE L’ARRET est basée sur la notion
de Machine de Turing universelle. Il est possible de construire :

— un codage f, qui associe a tout couple (M, m) constitué d’'une MdT M et d’un mot

m, un mot m' = f(M,m)

— une machine de Turing ¢ (la MdT universelle)
tels que, pour toute machine M, pour tout mot m, M s’arréte sur m si et seulement si
U s’arréte sur f(M,m). On montre (par un argument de diagonalisation) que la MdT
universelle ne s’arréte pas sur elle-méme.
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Machine SR universelle

Par analogie, nous appellerons machine SR universelle la donnée :
— d’un support Sy
— d’un ensemble de régles Ry
— d’un codage g, qui associe & tout couple (M,m) constitué d’'une MdT M et d’un
mot m, un graphe élémentaire G = g(M,m) € G¢(S)
tels que, pour toute machine M, pour tout mot m, M s’arréte sur m si et seulement si
le graphe constitué du sommet concept typé Ty est déductible de (Sy, g(M,m), Ry). 1l
est immeédiat de construire une machine SR universelle & partir d’'une MdT universelle
U (nous la noterons SR(U)), a l'aide de la transformation © utilisée dans la preuve du
Th. 6.2 :
— Sy est le support obtenu par ©(U)
— Ry est P'ensemble de régles obtenues par ©(U)
— le codage g associe a tout couple (M, m) le graphe obtenu par ’application de © sur
le mot f(M,m)
Lorsque 'on considérera des restrictions du modéle SR, la possibilité de construire tout
de méme une machine SR universelle suffira & prouver que le modéle reste, heureusement,
aussi expressif, et, malheureusement, semi-décidable.

Une méthode standard pour réduire I'expressivité des MdT est de restreindre le nombre
de symboles d’états et la taille de I'alphabet disponibles pour construire les régles. La
question qui se pose est : si on se limite a p symboles d’état, et ¢ lettres distinctes, peut-on
encore construire une machine de Turing universelle 7

# de types du support

5| achine SR Universelle o

30

20 (6,22 n©
(28, 20)

\\\\ i i ) ’ “% de rogles

20
# d’états non terminaux

Cas décidablgs

Fi1g. 6.7 — De la MdT universelle & la machine SR universelle.
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Le dessin a gauche de la FIG. 6.7, trés inspiré d’un schéma de [Gruska, 1997|, représente
les résultats exposés par [Rogozhin, 1996] pour tenter de répondre a cette question. Un
carré blanc, étiqueté par (p,q) signifie qu’il existe une MdT universelle(déterministe) a
p symboles d’état, et ¢ lettres distinctes. Au dessus et a gauche de ces carrés, la région
hachurée est donc une zone dans laquelle le probléme est semi-décidable. En grisé, nous
avons représenté la zone pour laquelle le probléme est décidable : on ne peut donc y trouver
de MdT universelle. Entre les frontiéres de ces deux zones, le probléme reste ouvert.

Dans le modéle SR, nous considérerons, par analogie avec ces travaux, des restrictions
sur le nombre de régles et sur la taille du support. Nous obtiendrons une premiére frontiére
(représentée en gris clair dans le dessin a droite de la F1G. 6.7), simplement en traduisant
les résultats de [Rogozhin, 1996| par 'intermédiaire de la transformation SR. En effet, si
nous partons d’une MdT universelle déterministe U de taille (p, ¢), son nombre de régles est
majoré par p x g. Nous obtenons alors une machine SR universelle SR(U) ayant (p x q) +4
régles, et dont le support est de taille p + ¢ + 10 (voir la transformation © dans la preuve
du Th. 6.2).

taille de U 2,18) | (3,10) | (4,6) | (5,5) | (7,4) | (10,3) | (24, 2)
taille de SR() | (40, 30) | (34, 23) | (28, 20) | (29, 20) | (32, 21) | (34, 23) | (52, 36)

Malheureusement, les tailles obtenues n’ont pas le bon goiit de se disposer le long d’une
frontiére, seule la taille (28,20) obtenue & partir de (4,6) est relevante. Nous pouvons
cependant préciser un autre point de la frontiére (la partie en gris foncé du dessin a droite
de la F1G. 6.7), grace a la propriété suivante :

Propriété 6.1 Il existe une machine SR universelle a 6 régles et dont le support est de
taille 22 (i.e. une machine de taille (6,22)).

Preuve: Nous devons exhiber la transformation g, le support Sy, et ’ensemble de régles Ry.
Pour construire Sy, nous aurons besoin d’un ensemble de types d’arité 1 qui représentent
les symboles d’états et les lettres de 'alphabet, en nombre suffisant pour encoder n’importe
quelle machine de Turing. Prenons ceux d’une MdT universelle de taille (p, ¢) pour laquelle
p+q est minimal : (4, 6). Le support est celui associé par © a cet alphabet et & ces symboles,
auquel nous ajoutons deux relations d’arité 4, droite et gauche. Ceci nous donne bien un
support de taille 22. Intuitivement, si une relation droite a pour arguments quatre sommets
concepts typés respectivement par T, Tj, a et b, cela voudra dire qu’il existe une regle
(T, a) — (Ty, b, droite).

Les régles de Ry sont les quatre régles de recopie de la F1G. 6.5, auxquelles nous
rajoutons une régle d’application a gauche, et une régle d’application a droite. Seule cette
derniére est représentée dans la F1G. 6.8. Cette régle se comporte exactement de la méme
maniére que celles utilisées dans la démonstration du Th. 6.2, mais elle doit « lire » la
fagon dont elle doit s’appliquer dans le graphe initial (les paramétres d’une régle seront
déterminés par sa projection).

Enfin, la transformation g associe a toute machine de Turing M de taille (4,6) et a
tout mot m sur un alphabet de taille 6 un graphe construit de la fagon suivante :



172 CHAPITRE 6. LE MODELE SR

@)D ] )T oy [F )
O [0 | ’ﬁ%%
=

e \f\ o]

Graphe initial G

99 @ Reégle d’application a droite

F1G. 6.8 — Construction de la machine SR universelle de taille (6, 22).

— construire tout d’abord le graphe G de ©(M, m), comme dans la preuve du Th. 6.2;
— pour chacun des symboles d’état T,, différents de 7; (qui y est déja), ajouter & G un
sommet concept typé par 7T, ;
— pour chaque régle (T, a) — (T3, b, §) de M, rajouter une relation d’arité 4, typée par
9, dont les arguments sont respectivement le sommet concept typé par 1), celui typé
par T, celui typé par a et celui typé par b.
Il ne reste qu’a vérifier, ce que nous laissons a I'attention du lecteur, que les 6 régles de Ry
engendrent exactement les mémes dérivations que celles qui auraient été obtenues avec les
régles de ©(M, m). O

Machine SR universelle de taille (1,1).

Nous pourrions présenter ici d’autres machines SR universelles, pour lesquelles on
arrive a réduire la taille du support ou le nombre de régles, au prix de la lisibilité de la
transformation. Cependant, des arguments plus fondamentaux, que nous allons développer
dans la section suivante, vont nous permettre de prouver le théoréme suivant, et de clore
ce probléme.

Théoréme 6.3 I existe une machine SR universelle de taille (1,1).

Ce résultat montre que jouer sur le nombre de régles ou sur la taille du support n’est
décidément pas la bonne méthode pour trouver des cas décidables pour SR-DEDUCTION.
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Nous déplorons aussi de n’avoir pu trouver aucune idée permettant de retranscrire ce
résultat dans le modéle des MdT, dans l'espoir de préciser la frontiére décidable/semi-
décidable.

Nous allons maintenant considérer différentes restrictions du probléme SR-DEDUCTION,
pour lesquelles le probléme reste semi-décidable. Les deux premiers cas, basés sur le nombre
de régles et la taille du support, suffiront & prouver le Th. 6.3. Le dernier cas est basé sur
la structure du graphe, et montre que, méme si les régles sont de la forme « si chemin alors
chemin », le probléme reste semi-décidable.

Restriction du nombre de régles

Lemme 6.1 Le probléme SR-DEDUCTION est réductible a sa restriction ne considérant
que des bases de connaissance a une seule régle.

Preuve: Nous souhaitons exhiber une transformation © qui associe a toute instance (K =
(S,G,R), H) du probléme SR-DEDUCTION, une instance (K' = (0(S),0(G,R),O(R)),0(H))
de ce méme probléme telle que |O(R)| = 1 et H est déductible de I si et seulement si
O(H) est déductible de K.

-
= @
/t\?jout aT O:O

g

G(Ga {RI: RQ, R3})
F1G. 6.9 — Instance équivalente de SR-DEDUCTION, n’utilisant qu’une régle.

— O(S) est obtenu a partir de S en rajoutant d’une part trois types d’arité 1 : g qui sera
utilisé pour représenter le graphe, p qui sera utilisé comme « état poubelle », et ¢,
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supertype de g et p; et d’autre part €, relation binaire (que nous pouvons considérer

non orientée), qui sert a indiquer si un sommet concept fait partie du graphe ou d’un

« état poubelle ».

— le graphe ©(G,R) est obtenu a partir de 'union disjointe de G; = 0(G) et de Gy =
O(R).

— (1 est obtenu en rajoutant un sommet concept typé par g & GG, puis en reliant ce
nouveau sommet a chacun des sommets concepts de G' par une relation binaire de
type €.

— (45 est obtenu en faisant I’'union disjointe des hypothéses de toutes les régles de R,
puis en rajoutant un sommet concept typé par p, relié par € a chacun des sommets
concepts obtenus.

— pour chaque régle R € R, une régle §(R) est construite en ajoutant & R un sommet
concept typé par t, de couleur 0, et en reliant ce sommet concept a chacun des som-
mets concepts de R, par 'intermédiaire d’une relation €. La couleur de ces relations
est déterminée par la couleur de leur extrémité dans R.

— 'unique régle de ©(R) est constituée de I'union disjointe de toutes les §(R), pour
chaque R € R.

— enfin, ©(H) est obtenu en lui rajoutant un sommet concept typé par g, relié & chacun
des sommets concepts de H par une relation typée par €.

Ces transformations sont illustrées dans la Fi1G. 6.9. Montrons maintenant 1’équivalence
entre ces deux problémes. Pour alléger cette démonstration, nous noterons Gy = O(G, R),
©-dérivation une {©(R)}-dérivation, et dérivation une R-dérivation.

Nous prouvons tout d’abord la propriété suivante : « il existe une ©-dérivation de G
en Gy si et seulement s'il existe une dérivation de G en G’ telle que le sous-graphe de
G engendré par les sommets reliés par (€) au sommet concept de type g (nous le notons
P,(Gy)) est isomorphe & G’ ».

(=) Par récurrence sur la longueur de la ©-dérivation, ou I’hypothése de récurrence est :
« 8l existe une O-dérivation de longueur n de G en Gy, alors il existe une dérivation de
G en G telle que P,(GY) est isomorphe a G’ ».

Cette hypotheése est trivialement vérifiée au rang 0 (par construction de Gg). Supposons
qu’elle soit vérifiee au rang £, et montrons qu’elle est toujours vraie au rang k + 1. Tout
d’abord, s'il existe une O-dérivation de longueur £ + 1 de Gg en Gy, alors il existe une
©-dérivation de longueur k de Gg en G et une O-dérivation immeédiate, utilisant une
projection 7, de G§ en Gy.

Par hypothése de récurrence, il existe une dérivation de G en G’ telle que P,(Gg)
est isomorphe & G"”. Considérons 0(R,),...,0(R,) les composantes connexes de la régle
{O(R)} dont le sommet de type t de I’hypothése se projette par = dans I'unique sommet
de type g de G (ce sommet est unique car aucune application de régle ne peut rajouter un
sommet de ce type). Les autres §(R;) ne peuvent modifier P,(Gg), et se projettent toutes
dans P,(G) (le sous graphe de G§ engendré par les sommets reliés & 'unique sommet de
type p). Alors il est immédiat de voir que les applications successives de Ry,..., R, & G”,
suivant la restriction de 7 a 'hypothése de chacune de ces régles, produisent un graphe
isomorphe a P,(GYy). L’hypothése de récurrence est donc vérifiée au rang k + 1.
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(=) Par récurrence sur la longueur de la dérivation, ot I’hypothése de récurrence est « s’il
existe une dérivation de longueur n de G en G’ alors il existe une ©O-dérivation de Gg en
G telle que Py(Gy) est isomorphe & G’ ».

Ici aussi, I’hypothése est trivialement vérifiée au rang 0. Supposons-la vraie au rang k.
Alors s’il existe une dérivation de longueur k& + 1 de G en G, il existe une dérivation de
longueur k£ de G en G” et une dérivation immédiate de G"” en G', suivant la projection
7 d’'une régle R € R. Par hypothése de récurrence, il existe une ©-dérivation de Gg en
G§ telle que Py(G9) est isomorphe a G”. Voir que le graphe G obtenu en appliquant la
partie O(R) de la régle ©(R) suivant 7 & G, toutes les autres composantes connexes de
O(R) étant projetées dans P,(Gg) est tel que Py(Gy) est isomorphe & G’, ce qui prouve
I’hypotheése de récurrence au rang k + 1.

Pour achever cette démonstration, il ne reste plus qu’a remarquer que H se projette
dans un graphe G si et seulement si ©(H) se projette dans un graphe dont tous les sommets
sont reliés par (€) & un sommet de type g. O

Nous avons non seulement montré que SR-DEDUCTION est semi-décidable, méme si
I’ensemble de régles est réduit a une seule régle, mais nous avons construit une machine
SR universelle de taille (1,24) a 1 régle et a 24 types de concepts. En effet, si nous partons
de la machine SR universelle de taille (28,20) dont nous avons prouvé l’existence, alors
cette transformation nous donne une machine SR universelle de taille (1, 24).

Restriction de la taille du support

Lemme 6.2 Le probléme SR-DEDUCTION est réductible a sa restriction ne considérant
que des bases de connaissances sur un support ne contenant qu’un seul type de relation
(d’arité supérieure ou égale a 2).

L —CO— 1]
A F A A 2 : @
| e | | — ! !
x Yy x Yy x Yy
3 #
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Transformations d’un graphe

F1G. 6.10 — Transformations en graphes n’utilisant qu’un type de relation.

Preuve: Nous ne donnerons ici qu'une esquisse de démonstration, sa partie délicate (la
suppression des étiquettes d’un graphe binaire étiqueté) reposant sur des résultats connus
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(voir par exemple, [Hell and NesetFil, 1979|). Cette démonstration est basée sur la séquence
de transformations suivantes (illustrées dans la F1G. 6.10).

1. Soit G un graphe élémentaire, alors nous obtenons le graphe G’ en rajoutant a G,
pour chacune de ses relations r, I’ensemble de relations jumelles dont les types sont les
types plus généraux que celui de r (cette transformation est utilisée pour démontrer
la Prop. 4.4). Cette transformation supprime le besoin de comparer les types dans le
support.

2. Le graphe G” est obtenu a partir de G’ en remplacant chaque relation r d’arité k£ par
un sommet concept de méme type. Le sommet obtenu a partir de r est relié par &k
relations symétriques binaires, dont les types sont 1,2,... k (ces types, quitte a les
renommer, étant incompatibles avec ceux du support), aux sommets représentant les
arguments de r. Cette transformation supprime les hyperarcs, comme les numéros
sur les arétes.

3. On peut maintenant considérer que les sommets concepts comme les relations de ce
graphe sont des sommets, reliés par une relation symétrique binaire non étiquetée (de
facon similaire a la transformation de graphes conceptuels élémentaires en graphes
conceptuels trés simple). Le graphe (il s’agit encore de G”) ainsi obtenu peut étre
considéré comme un graphe (au sens usuel de la théorie des graphes), étiqueté. La
projection entre de tels graphes est un homomorphisme de graphes colorés (les éti-
quettes sont appelées couleurs dans la communauté « homomorphismes de graphes »,
elles ne sont comparables que si elles sont égales).

4. La derniére transformation (dont on peut trouver une version, par exemple, dans
[Hell and Nesetfil, 1979], est couramment utilisée dans la communauté « homomor-
phismes de graphes » (elle est utilisée, par exemple, dans [Neset¥il, 2000| pour prouver
que I’ensemble des cores est le treillis universel dénombrable, c.f. Th. 3.4).

A chaque type ¢ du nouveau support (en prenant en compte les nouveaux types
1,2,..., nous associons un graphe (au sens de la théorie des graphes) non étiqueté
G(t) de facon a avoir la propriété : si ¢ est ¢’ sont deux types distincts, alors G(t)
et G(t') sont incomparables. De plus, nous avons besoin d’une autre propriété : pour
tout type t, le graphe G(t) contient un invariant pour les endomorphismes (un som-
met = de G(t) tel que, pour tout endomorphisme 7, 7(z) = z). Nous appelons cet
invariant le centre de G(t). Nous pouvons construire de tels graphes en utilisant
des Fleurs [?] : une Fleur(p, q) est une construction utilisant un nombre p de cycles
élémentaires de taille g. Nous ne rentrerons pas dans les détails, mais préciserons
que toute fleur admet un centre, et que, si p < p’ et ¢’ < ¢ sont des nombres im-
pairs, Fleur(p, q) et Fleur(p/, ¢') sont incomparables. Notons que nous avons besoin
pour cette construction d’un support fini, ce que nous pouvons considérer sans perte
de généralité puisqu’il existe une machine SR universelle sur un support fini. No-
tons aussi que ces constructions sont polynomiales dans la taille de ces nombres. Si
le support de G” est de taille s, nous construisons (en temps polynomial) s fleurs
incomparables.
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Enfin, le graphe G est obtenu de la fagon suivante : pour chaque sommet z de
G", dont I'étiquette est ¢, G" contient une copie de la fleur G(t). Pour chaque aréte
xy, nous rajoutons une aréte entre le centre de la fleur représentant = et le centre
de la fleur représentant y. Remarquons que, dans la FIG. 6.10, toutes les structures
utilisées sont des Fleur(3, 5), il ne s’agit que d’un artifice de représentation car notre
transformation génére au moins toujours deux types de Fleurs distincts.

5. Enfin, le graphe G" n’est pas un graphe élémentaire, mais nous pouvons le voir comme
une représentation simplifiée d’un graphe élémentaire symétrique dont toutes les
relations sont binaires et ont un méme type, ¢.Nous noterons 7'(G) le graphe obtenu
a partir de GG par cette séquence de transformations. Nous n’avons pas, pour des
raisons évidentes liées a la taille (pourtant polynomiale) du graphe obtenu, représenté
le graphe élémentaire 7'(G) dans la F1G. 6.10.

Nous affirmerons sans le démontrer la propriété P : 7w est une projection de H dans
G si et seulement si il existe une projection 7’ de T(H) dans T(Q) telle que la restriction
de 7" aux sommets de T'(H) représentant des sommets de H (les sommets z et y dans la
F1G. 6.10) est égale a 7.

Transformations d’une régle

F1G. 6.11 — Transformations en régles n’utilisant qu’un type de relation.

Enfin, une transformation similaire est utilisée pour construire des régles. Nous ne
ferons qu’illustrer, a travers la F1G. 6.11, la facon de colorier les objets construits & chaque
étape de la démonstration. Les affirmations suivantes sont une conséquence directe de la
propriété P :

— une régle R est applicable suivant m & un graphe G si et seulement si T'(R) est appli-

cable & T (@) suivant une projection 7’ dont la restriction aux sommets représentant
ceux de 'hypothese de R est égale a 7;

— il s’ensuit que G' = A(G, R, ) si et seulement si T(G') = A\(T(G),T(R), ) ;

— par une récurrence immeédiate, H est déductible de (G,R) si et seulement si T'(H)

est déductible de (T'(G),T(R)).

Nous avons donc une transformation calculable (et méme polynomiale) permettant
de transformer toute instance de SR-DEDUCTION en une instance de sa restriction a un
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support de taille 1, et qui conserve les déductions. U

Nous avons non seulement montré que SR-DEDUCTION est semi-décidable, méme lorsque
le support ne contient qu'un seul type de relation binaire, mais nous avons construit une
machine SR universelle de taille (1,1), et avons prouvé le Th. 6.3. En effet, la traduction
que nous avons proposée n’augmente pas le nombre de régles. Donc si nous traduisons la
machine SR universelle de taille (1,24) dont nous avons proposé l'existence, nous obtenons
une machine SR universelle de taille (1,1).

6.2.3 Autres restrictions du modéle général

Nous étudions ici d’autres cas, décidables ou encore semi-décidables, qui pourront étre
utilisé dans les modéles plus généraux de la famille §G.

SR-DEDUCTION et le probléme du mot

Nous évoquons ici une autre restriction des régles, qui ne suffit pas a rendre le probléme
SR-DEDUCTION décidable. Pourtant, cette restriction, ne considérant que des régles de la
forme « si chemin alors chemin », semble & premiére vue trés importante. Cette restriction
nous sera utile pour démontrer une propriété dans le Chap. 7.

Propriété 6.2 Méme si on se restreint o des ensembles de regles ne contenant que des
regles de la forme «si chemin alors chemin », alors le probléme STR-DEDUCTION reste
semi-décidable.

Proof: Let us show that SR-DEDUCTION is not decidable by building a reduction from
the WORD PROBLEM IN A SEMI-THUE SYSTEM |Thue, 1914]. This problem was proven
semi-decidable by [Post, 1947], using a reduction to his correspondence Problem.

The WORD PROBLEM can be expressed as : let m and m’ two words, and I' = {v1,..., %}
be a set of rules, each rule v; being a pair of words (ay, §;) : is there a derivation from m
to m'? There is an immediate derivation from m to m' (we note m — m') if, for some
vj, m = mya;me and m' = myf;my. A derivation from m to m’ (we note m ~» m') is a
sequence m = my — my —> ... —> m, =m'.

(B-0-0 @l @-E OB ~O-hi-©-TT]

G(m) © & ”'®

Fi1G. 6.12 — Transformation from the WORD PROBLEM into SR-DEDUCTION

This problem can easily be expressed in the SR model. One concept type x; is assigned
to each letter ;. There are three other concept types : B (for “begin”), E (for “end”) and T
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(for “anything”). T is the greatest concept type and all other types are pairwise noncompa-
rable. There is one relation type s (for “has successor”). A word m = z; ...y is associated
the graph G(m), and to any rule v = (y1...Yp, 21-..%,) is associated the graph rule U(7),
as represented in Fig. 6.12. By a straightforward proof (a recurrence on the smallest deri-
vation length), we obtain that to every path from the node typed B to the node typed E
(“begin” to “end”) in a graph R-derived from G(m), corresponds a word (and not a subword)
derivable from m, and reciprocally. It follows that m ~» m' < G(m') > (G(m),U(T)). O

Graphes fermés et complets

L’application d’une régle peut créer de I'information redondante dans un graphe. En
général, détecter la redondance est un probléme difficile (nous avons vu, dans la Sect. 5.1.3,
que REDONDANT 7 est un probléme NP-complet). Il y a cependant des cas immédiats,
dont nous pouvons nous débarrasser, qui créent des dérivations dont la longueur infinie est
artificielle.

Tout d’abord, si une régle a déja été appliquée a un graphe suivant une projection, alors
elle peut étre appliquée de nouveau sur le graphe obtenu, suivant la méme projection, et ceci
indéfiniment. Ces applications répétées suivant la méme projection créent de 'information
redondante, elles seront dites nutiles.

Définition 6.7 (Graphe fermé pour une dérivation) Soit R un ensemble de régles,
et G = Gy,...,Gr = H une R-derivation d’un graphe G. Le graphe H est dit fermé
pour cette dérivation si toute application d’une régle de R a H est inutile, i.e. st R € R

est applicable & H suivant une projection w, alors il existe G; € {Gi,...,Gr} tel que
Gi = /\(Gi—la R, 7T).

Soit R un ensemble de régles et un graphe G, alors si un graphe fermé est R-dérivable
de G, ce graphe est unique a un isomorphisme pres. De plus, si ce graphe H est obtenu par
une dérivation de longueur n, alors n est la longueur maximale de toute dérivation sans
application inutile, et toutes les dérivations de longueur n sans application inutile générent
ce graphe. Lorsqu’il existe, nous 'appellerons la fermeture de G pour ’ensemble de régles
R, et le noterons G%.

Une autre notion similaire est cette fois liée & la notion de graphe irredondant.

Définition 6.8 (Graphe complet) Un graphe irredondant G est dit complet pour un
ensemble de regles R, si pour toute application d’une réegle R € R a G suivant une prio-
jection m, le graphe obtenu est équivalent ¢ G : \(G, R,7) = Q.

Comme G est un graphe irredondant et que tous les graphes que nous dérivons sont
équivalents a leur forme irredondante, alors si un graphe complet peut étre dérivé, il est
unique.

De facon informelle, la notion de graphe fermé traduit que rien ne peut étre déduit
qui n’a pas déja été déduit, tandis que la notion de graphe complet traduit qu’aucune
déduction ne peut apporter de nouvelles informations.
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Propriété 6.3 Lorsque la fermeture du graphe existe, alors sa forme irredondante est
le graphe complet. Cependant, lorsque le graphe complet existe, sa fermeture n’existe pas
nécessairement.

Preuve: La premiére assertion est une conséquence directe de la remarque précédente. Pour
la deuxiéme, considérons le cas des régles déconnectées. 1l s’agit de régles pour lesquelles
I’hypotheése n’est pas connectée a la conclusion. Remarquons que le graphe complet existe
dans ce cas (chaque conclusion n’aura été rajoutée qu’au plus une fois), tandis qu’une
dérivation peut ne pas étre fermée. Prenons par exemple la régle «si [t] alors [t] » et le
graphe [t] : pour toute dérivation, il existe une application qui n’est pas inutile (sur le
dernier sommet rajouté). O

6.2.4 Ensembles a expansion finie et régles range restricted

Nous avons utilisé la notion de fermeture pour caractériser les ensembles de régles a
expansion finie dans [Baget and Mugnier, 2001b]. Nous utilisons ici la notion, plus générale,
de complétude.

Définition 6.9 [Ensembles de régles a expansion finie] Un ensemble de régles R est dit
a expansion finie si, pour tout graphe G, il existe une R-dérivation de G en G’ telle que
irr(G") (le graphe irredondant de G') est complet pour R. Nous notons ce graphe G*.

Si R est un ensemble & expansion finie, alors le probléme SR-DEDUCTION devient
décidable (mais ce n’est pas une condition nécessaire de décidabilité). Pour vérifier si H
est déductible de (S,G,R), il suffira de vérifier qu’il existe une projection de H dans G*.

Notons déja (il s’agit de la Prop. 7.8 que nous prouverons dans le Chap. 7), que, si R
et R’ sont deux ensembles & expansion finie, R U R’ ne 'est pas nécessairement.

Nous allons maintenant nous intéresser a des régles particuliéres, que nous avons uti-
lisées dans notre résolution du probléme SISYPHUS [Baget et al., 1999|, qui sont les régles
range restricted (par analogie avec les régles du méme nom en Datalog, ou toutes les va-
riables de la téte doivent apparaitre dans la queue, voir, par exemple [Abiteboul et al., 1995]).

Définition 6.10 [Reégles range restricted/ Une régle R (et par extension un graphe coloré)
est dite range restricted si sa conclusion (et par extension Ry ne comprend aucun som-
met concept générique (dans le cadre des graphes élémentaires, ceci veut dire qu’elle ne
comprend aucun sommet concept).

Par exemple, le premier graphe coloré de la F1G. 6.13 est range restricted, tandis que
le second ne I'est pas.

Remarquons qu’une regle range restricted R peut étre décomposée en un ensemble de
régles équivalent Ry,...,R, (i.e. pour tout graphe G' {R}-dérivable de G, il existe un
graphe G" {R,,..., R,}-dérivable de G, et réciproquement) qui ont chacune soit exacte-
ment une relation, soit exactement un sommet concept individuel dans leur conclusion.
L’interprétation logique de ces régles est celle de clauses de Horn range restricted. Notons
que cette équivalence ne tiendra plus dans les modéles plus généraux de la famille §G.
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F1G. 6.13 — Deux graphes colorés : le premier est range restricted
Propriété 6.4 Un ensemble de regles range restricted est un ensemble a expansion finie.

Proof: Since all graphs are put into normal form, an individual marker appears at most
once in a graph. The number of individual nodes created by the set of rules is bounded
by M = |R| x maxger|R(1)|- So the number of relation nodes created (no twin relation
nodes are created) is bounded by N = Y*_, P,(|Vo(G)| + M)", where P, is the number
of relation types with a given arity n appearing in a rule conclusion, and & is the greatest
arity of such a relation type. So the closure of a graph is can be obtained with a derivation
of length L < N + M. We thus obtain G in finite time. U

Avec ces régles range restricted, nous sommes assurés aussi bien de 'existence de la
fermeture que du graphe complet (ces notions sont équivalentes dans le cas des régles
range restricted). 1l s’ensuit de la preuve de la Prop. 6.4 que la R-dérivation de G en G®
est de longueur bornée par O(n**1) ou n est la taille de (G,R) et k est la plus grande
arité des relations apparaissant dans une conclusion de régle. Comme cette longueur borne
I’application de toute dérivation sans application inutile :

Théoréme 6.4 La restriction de SR-DEDUCTION a des régles range restricted, que nous
noterons SR’ -DEDUCTION, est un probléme NP-complet (si l’on considére l'arité mazi-
male des types du support S comme une constante).

Preuve: La dérivation menant & un graphe G’ satisfaisant la requéte H est de longueur
polynomiale. Le graphe G’, comme tous ceux intervenant dans la dérivation, est de taille
polynomiale. Donc la donnée de toutes les projections utilisées pour appliquer les régles
et vérifier H est un certificat de taille polynomiale, vérifiable polynomialement. Donc le
probléme SR™ -DEDUCTION appartient a NP.

Comme PROJECTION ? est un cas particulier de SR™ -DEDUCTION (o1 |R| = 0), alors
SR -DEDUCTION est un probléme NP-complet. O

6.3 Un algorithme pour la marche avant : CBR

Nous allons au cours de cette section proposer une amélioration de 'algorithme naif
de résolution en marche avant dans le modéle SR. L’idée de I'algorithme CBR que nous
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présentons est basée sur un prétraitement de la base de régles (construction d’un graphe
de dépendances des régles). CBR nous permettra alors de ne pas tester 'applicabilité de
certaines des régles pour lesquelles il n’y a aucune aucune chance qu’elles soient applicables,
et en méme temps de tester cette applicabilité uniquement dans les parties du graphe pour
lesquelles il y a une chance de trouver une projection. De plus, le graphe de dépendances
des régles peut étre utilisé pour caractériser de nouveaux cas de décidabilité (qui ne sont
pas détectables par I’étude, séparément, de chacune des régles).

6.3.1 Marche avant

L’algorithme de chainage avant est similaire a celui que 'on peut trouver dans de
nombreux formalismes. Nous ne le rappelons ici que pour préciser les notations que nous
allons utiliser (Alg. 9).

Algorithme 9: MA-Déductible ?(KC, H)
Données : Une base de connaissances K = (§,G, R) et une requéte H.
Résultat : VRAI si et seulement si H est déductible de .

graphe < G;
tant que (— PROJECTION ?(S, H, graphe) ) faire
applications <+ (J;
pour (R € R) faire
pour (m € PROJECTIONS(S, hypothése(R), graphe) ) faire
L | applications < applications U (R, 7);

si (applications = () alors
| retourner FAUX;

pour ((R,7) € applications) faire
| graphe < A(graphe, R, 7);

retourner vrai;

Chaque tour de boucle tant que représente une étape de ’algorithme : appliquer au
graphe courant toutes les régles suivant toutes les projections possibles. Si nous souhaitons
ne pas générer d’applications inutiles (espérant générer la fermeture), nous pourrons par
exemple ne considérer que les applications qui utilise au moins un sommet ajouté a I’étape
précédente. Afin de ne pas générer d’application redondante (espérant générer le graphe
complet), nous pourrons par exemple mettre le graphe sous sa forme irredondante a chaque
application de régle (ou a chaque étape du parcours en marche avant).

[Salvat, 1997] propose un mécanisme de chainage arriére efficace, reposant sur I’ap-
plication de piéces. Cependant, nous n’avons pas étudié comment résoudre les problémes
plus généraux de la famille SG en utilisant un tel algorithme. Nous avons donc cherché a
améliorer le mécanisme de chainage avant.
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6.3.2 Compilation d’une base de régles

Cette section est dédiée a ’amélioration du mécanisme d’application des régles en
marche avant. Nous ne considérerons dans un premier temps que des régles de graphes
conceptuels trés simples (ou de graphes élémentaire), et discuterons ensuite de son adapta-
tion & des formalismes plus généraux, et notamment aux graphes conceptuels simples, ol
la mise sous forme normale est & prendre en considération. Supposons R = {Ry,..., R}
une base de régles. Supposons de plus que, pour un graphe G donné, seule la régle R, s’ap-
plique, suivant une seule projection 7. L’application de R; suivant 7 nous permet d’obtenir
un graphe G’. Suivant le mécanisme standard d’application des régles en marche avant, il
nous faut maintenant tester chacune des régles de R pour savoir si elle s’applique a G'.

Une premiére remarque est que, lorsque 'on teste si R; peut s’appliquer a G', le fait
que R; ne s’appliquait pas & GG peut étre utilisé. En effet, s’il existe une projection 7’ de
I’hypothése de R; dans G', toutes les images par 7' ne peuvent pas étre des sommets de G
(sinon, R; aurait pu se projeter dans G). Il existe donc au moins un sommet de I’hypothése
de R; dont I'image est dans la partie de G' qui a été rajoutée par I'application de R;. La
recherche d’une projection peut donc se faire autour de la partie de G’ qui vient d’étre
rajoutée.

Cette remarque en appelle une seconde : s’il n’y a aucun sommet de I’hypothése de R;
qui se projette dans la conclusion de R, alors il n’y aura pas lieu de tester de nouveau
I’application de R;, si elle ne s’appliquait pas avant I’application de R;. Nous dirons alors
que R, est neutre pour R;. Dans le cas contraire, nous dirons que R; est un déclencheur
possible de R;, et il sera nécessaire de tester de nouveau l’application de R; aprés chaque
application de R;.

En développant ces deux remarques, nous obtenons un algorithme qui permet, d’une
part, de réduire le nombre de régles dont on teste I’application aprés chaque application de
reégle, et d’autre part, de réduire ’espace de recherche quand on teste I’application d’une
regle. Cet algorithme construit, et utilise, un graphe de dépendance des régles. Les sommets
de ce graphe sont les régles, et 1'absence d’un arc de R; vers R; signifie que R; est neutre
pour R;. Cette information sera utilisée au cours de ’application des régles en marche avant.
Notons que si le graphe de dépendance des régles est le graphe complet (boucles comprises),
alors chaque application de régle nécessitera de tester de nouveau toutes les régles de la base.
L’algorithme sera bien adéquat et complet (il s’agit de 1’algorithme de recherche en marche
avant), mais nous n’aurons absolument rien gagné en utilisant le graphe de dépendances. Il
nous faudra donc un critére de neutralité permettant de supprimer le plus possible d’arcs
dans ce graphe, tout en gardant I’adéquation et la complétude de I’algorithme.

Neutres et déclencheurs

Intuitivement, une régle R; est neutre pour une régle Ry si une application de R; ne
peut pas créer de nouvelles applications de Rj.

Définition 6.11 (Neutre) Soient R, et Ry deux régles définies sur un méme support S.
Alors nous disons que Ry est un neutre pour Ry ssi, pour tout graphe G que l’on peut
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définir sur S :
— st IT est l’ensemble des projections de l’hypothése de Ry dans G ;
— si G' est un graphe obtenu par application immédiate de Ry sur G
Alors l’ensemble des projections de Ry dans G' est 11.

Si on peut prouver qu’une regle R; est neutre pour une régle R;, alors on peut accélérer
le processus de résolution en marche avant : il n’y aura pas besoin de tester de nouveau
Papplication de R; apres avoir appliqué R;.

Propriété 6.5 Soient {R;,,...,R;,} les regles appliquées a la kiéme étape du processus
de résolution en marche avant. Alors si chacune de ces régles est un neutre pour R;, alors
Palgorithme reste adéquat et complet si on ignore le test de l'application de R; a [’étape
k+1.

Nous utiliserons cette propriété en construisant un graphe de dépendance des régles.
Les sommets de ce graphe sont les régles de la base R. La présence d’un arc entre R; et
R; veut dire que R; n’a pas été prouvée neutre pour R;. Dans ce cas, il sera nécessaire
de tester 'application de R; aprés toute application de R;. Si ce graphe Gp est le graphe
complet, alors nous obtenons l'algorithme standard de résolution en marche avant. Le
but de I'opération étant de supprimer le plus de neutres possible, nous allons écrire une
fonction Supprime ? qui, étant donné deux regles R; et I;, ne répond oui que dans le cas
ou R; est un neutre pour R;. En ne retirant du graphe de dépendance complet que les
arcs pour lesquels Supprime ?(R;, R;) aura répondu oui, nous obtiendrons un algorithme
de recherche en marche avant adéquat et complet, d’autant plus efficace que nous aurons
pu supprimer plus d’arcs.

Algorithme 10: Supprimel ?(R;, Ry)
Données : Deux régles R, et Rs.
Résultat : N’a le droit de répondre oui que si R; est un neutre pour Rs.

retourner non;

L’algorithme de résolution en marche avant obtenu par l'utilisation de la fonction
Supprimel ? est ’algorithme standard ; en répondant non pour chaque couple de régles,
aucun arc n’est supprimé dans le graphe de dépendance. La propriété qui suit nous donnera
un algorithme plus efficace.

Un critére simple de neutralité

Propriété 6.6 Soient R, et Ry deux régles. Alors si tous les sommets de la conclusion de
Ry sont incompatibles avec les sommets de I’hypothése de Ry, Ry est un neutre pour Rs.

Preuve: Si tous les sommets de la conclusion de Ry sont incompatibles avec les sommets de
I’hypothése de Ry, alors soit G un graphe quelconque et G’ un graphe obtenu a partir de G
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par une application de R;. Soit 7 une projection de I’hypothése de Ry dans G'. Alors toutes
les images par 7 des sommets de cette hypothése sont dans la partie de G’ correspondant a
(. Cette projection existait donc avant ’application de R;, et R; est donc un neutre pour

Rs. U

Cette propriété s’implémente de fagon immeédiate & travers ’algorithme suivant :

Algorithme 11: Supprime2 ?(R;, Ry)
Données : Deux regles R, et Rs.
Résultat : N'a le droit de répondre oui que si R; est un neutre pour Rj.

pour z € Hypothese(R,) faire
pour y € Conclusion(R;) faire
si Compatible(y,z) alors
L | retourner non;

retourner oui;

Cet algorithme détecte plus de neutres que le premier, pour un léger (puisque nous
sommes dans un probléme indécidable) surcoiit en temps : cet algorithme a une complexité
en O(ny X ny X T(m)) en temps, ou ny est la taille de la conclusion de R; et ny la taille
de ’hypothése de Ry (ou T'(m) est la complexité de la comparaison des étiquettes dans
le support de taille m). Le probléme est que cet algorithme est loin de détecter tous les
neutres (mais cela ne modifie en rien I'adéquation et la complétude de I'algorithme de
résolution). Par exemple, prenons les deux régles Ry et Ry données par :

Ry ST [A : «] ALORS [B: %]
Ry, SI[B:%]— (r) = [C:%] ALORS ...

ou R, et Ry sont définies sur un support tel que les types A, B et C sont incomparables
deux a deux. Il est clair que R; est un neutre pour R, : 'application de R; crée un sommet
[B : x|, déconnecté de tous les autres sommets du graphe. En particulier, ce sommet ne
peut pas étre voisin par () d’'un sommet [C : x|, et donc aucune projection de I’hypothése
de Ry ne peut utiliser ce sommet [B : %]. Cependant, la fonction Supprime2 ? ne peut pas
détecter ce cas de neutralité, le sommet de la conclusion de R; étant compatible avec le
sommet [B : x| de 'hypothése de Ry. Il apparait alors qu’une réflexion sur le voisinage
s’impose pour trouver davantage de neutres.

Propriété 6.7 La fonction Supprime2 ? ne détecte pas tous les neutres.

De plus, bien que cette fonction Supprime2 nous permet (éventuellement) de réduire
le nombre de régles & tester au cours de la recherche, elle ne nous est d’aucune utilité
pour réduire 1'espace de recherche quand on doit tester la possibilité d’appliquer une régle.
Pourtant, toute nouwvelle projection de I’hypothése de R, dans le graphe G’ doit étendre
la projection d’un sommet z de I'hypothése de Ry dans un sommet y, compatible avec
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x, qui a été rajouté par I'application de R;. Conserver (compiler) ces paires de sommets
compatibles nous permettra donc de restreindre ’espace de recherche. L’algorithme suivant
nous donne ces paires de somimets :

Algorithme 12: Declencheursi(R;, Ry)
Données : Deux régles R, et Rs.

Résultat : L’ensemble des paires compatibles (z,y), o x est un sommet de ’hypo-
thése de Ry, y est un sommet de la conclusion de Ry, et y est compatible
pour .

Paires < 0;
pour z € Hypothese(R;) faire
pour y € Conclusion(R;) faire
si Compatible(y,z) alors
L | Paires < Paires U {(Ident(z), Ident(y))};

retourner Paires;

Si I’appel de Declencheursi(R;, R;) retourne l’ensemble vide, alors R; est un neutre
pour R;, et nous pouvons donc supprimer ’arc de I; vers R;. Sinon, nous étiquetons cet
arc par ’ensemble retourné par Declencheursi(R;, R;). Dans ce cas, si R; est appliquée &
un graphe G de taille n pour obtenir le graphe G, alors pour toute paire (n;,n;) d’iden-
tificateurs appartenant a 1'étiquette de l'arc (R;, R;), il suffira de tester s’il existe une
projection de I'hypothése de R; qui étend la projection du sommet numéroté n; dans le
sommet numéroté n + n;. Nous supposons ici que les sommets de la conclusion de R; ont
été rajoutés, dans le méme ordre, a la fin des sommets de G.

La complexité de Declencheurs1(R;, R;) est cette fois-ci en ©(n; x n;) (si on suppose
que la complexité de la comparaison est en temps constant). La construction du graphe de
dépendance, pour un ensemble de n régles, sera en ©(n? x n; x n;). Ce travail initial peut
étre assez coliteux, mais si nous nous placons dans un cadre ot nous disposons d’une bi-
bliothéque de régles, utilisée pour résoudre plusieurs problémes, ce surcotit sera rapidement
amorti. En effet, pour qu’il n’y ait aucun gain d’efficacité, il faudrait :

1. que Declencheurs1(R;, R;) ne retourne () pour aucun couple (ou presqu’aucun couple)
de régles;

2. que pour chaque couple (R;, Ry) tel que Ry est un déclencheur de Ry, presque tous
les sommets de de I’hypothése de Ry sont compatibles avec presque tous les sommets
de la conclusion de Rj.

6.3.3 Un critére de neutralité optimal

Nous exposons maintenant une caractérisation exacte du critére de neutralité :

Théoréme 6.5 Soient R etT deuz régles de graphes. La régle R est un déclencheur possible
pour la régle T si et seulement s’il existe :



6.3. UN ALGORITHME POUR LA MARCHE AVANT : CBR 187

— une projection m d’un sous-graphe non vide H de I’hypothese de T dans la conclusion
de R (nous notons alors N(H) les sommets dans I’hypothése de T qui sont voisins
d’un sommet de H mais qui n’appartiennent pas o H),
— une partition ®y = {Ny,..., Ny} des sommets de N(H),
— une partition ®p = {F1, ..., Fxi1} des sommets de la frontiére F' de R,
qui respectent les deuz critéres suivants :

1. Pour toute aréte étiquetée par i entre un sommet h de H et un sommet n de h(n),
soit N; € @y tel que n € N;. Alors il existe une aréte étiquetée par i entre w(h) et
un sommet [ de F; dans R.

2. Pour chaque N; € @y, le support permet de créer un sommet s; dont I’étiquette est
plus spécifique que chacune des étiquettes des sommets de N; et de Fj.

Démonstration

Intuitivement, la projection 7w exprime qu’une partie de I'hypothése de T devra se
rajouter dans la partie d’un graphe correspondant a ce qui a été rajouté par 'application
de R, tandis que les partitions indiquent que les sommets appartenant a N; et les sommets
appartenant a Fj pourront se projeter dans un méme sommet du graphe G.

Preuve: Nous prouverons tout d’abord que, si on se donne de tels objets 7, ®y et & entre
deux régles R et T', alors R est un déclencheur possible de 7. La preuve de cette partie de
I’équivalence (=) se fera en construisant un graphe G tel qu’une certaine application de R
crée une nouvelle application de T.Cette partie de la preuve est illustrée dans la F1G 6.14.
La deuxiéme partie de I’équivalence (<) supposera 'existence d’un graphe quelconque G
tel que 'application de R crée une nouvelle application de 7'. Nous construirons alors la
projection 7, et les partitions @y et B, et vérifierons que les critéres 1. et 2. sont respectés.

(=) Supposons qu’il existe une telle projection 7 et de telles partitions @y et G entre
R et T. Nous construisons le graphe initial G et le graphe G' obtenu par une application
de R sur G de la fagon suivante :

1. nous partons de 'hypothése de R pour définir le graphe G;

2. pour chaque N; € @y, les sommets de F; dans la frontiére de R sont fusionnés, et
I'étiquette s; du sommet résultant est plus spécifique que celle de chacun des sommets
de F; (ce qui est exigé par I'opérateur de fusion), mais aussi que celle de chacun des
sommets de N; (cette étiquette de s; existe grace au critére 2. du théoréme);

3. nous faisons 'union disjointe du graphe ainsi obtenu avec le sous-graphe H’ de 1'hy-
pothése de T' qui contient tous les sommets qui ne sont ni dans H, ni dans N(H);

4. pour chaque aréte étiquetée par ¢ entre un sommet e de H' et un sommet n de N(H)
(nous supposons n € N;) dans T', nous rajoutons une aréte étiquetée par ¢ entre le
sommet correspondant & e et le sommet s; ;

Nous exhibons tout d’abord une projection m; de I’hypothése de R dans ce graphe GG
(il peut y en avoir d’autres, mais seule celle-ci nous intéresse). Le sous-graphe de G obtenu
a I'étape 2. correspond a une fusion de certains des sommets de ’hypothése de R, qui
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spécialise davantage les étiquettes des sommets fusionnés. Cette opération conserve donc
une projection de I'’hypothése de R dans GG, définie par :

- siz € Fj (pour 1 < j <k), alors m(z) = s;;

— sinon, m(x) = Id(x).

Cette projection 7; nous permet de construire le graphe G’, obtenu par I'application de
R & GG suivant 7. Nous montrerons qu'’il existe une application w5 de 'hypothése de T dans
G', qui est bien une projection, et qui ne correspond pas a une projection de I’hypothése de
T dans (G. Soit w9 'application associant aux sommets de 'hypothése de R, des sommets
de G’ définie par :

— sixz € H, alors mo(z) = 7(x) (plus précisément, il s’agit du sommet de G’ rajouté par

I'application de R qui correspond a 7(x));
— si z € N(H), alors soit N;/xz € Nj, alors mo(z) = s;;
— si ¢ € H', alors ma(x) = Id(x) (plus précisément, il s’agit du sommet correspondant
a x qui a été rajouté a I'étape 3.).
Si cette application est une projection, alors il s’agit bien d’une projection qui n’est pas
entiérement dans G (puisque H est non vide, il existe au moins un sommet qui a pour
image un sommet rajouté par I’application de R). Il reste donc & prouver que 7y est une
projection.

Tout d’abord, nous pouvons voir que la restriction de 75 au sous-graphe engendré par les
sommets de H et les sommets de H' est bien une projection. En effet, 7 est une projection
de H dans la partie de G’ rajoutée par I'application de R et Id est bien une projection
de H' dans la partie de G’ qui lui correspond. Comme il n’y a aucune aréte entre H et
H' (sinon le sommet de H' voisin d’un sommet de H devrait appartenir, par hypothése, a
N(H)), ces deux projections définissent bien une projection du sous graphe engendré par
les sommets de H et de H' dans G'.

Reste & étendre cette projection aux sommets de N(H). Nous voyons tout d’abord que
7o associe a tout sommet de N(H) un sommet qui lui est compatible : ceci est assuré par
la définition des sommets s; & I’étape 2. de la construction de G'. Pour prouver que 7o
est un homomorphisme, il nous reste & prouver que pour toute aréte zy, étiquetée par 1,
incidente & un sommet = de N(H) (nous supposons z € N;), il existe une aréte étiquetée
par ¢ entre mo(z) = s; et m(y). La partition de I’hypothése de T nous impose un des trois
cas suivants :

1. Soit y € N(H) : ceci est impossible. En effet, un sommet qui est dans la frontiére
d’une régle est nécessairement un sommet concept (une conséquence immeédiate de
la définition des régles). La compatibilité des sommets de N(H) avec des sommets
de la frontiére impose donc a ces sommets d’étre des sommets concept. Comme nos
graphes sont bipartis, il n’y a aucune aréte entre ces sommets.

2. Soit y € H : alors, par hypothése (il s’agit du critére 1. dans le théoréme), il existe
une aréte étiquetée par ¢ entre m(y) (dans la conclusion de R) et un sommet de F)
(dans la frontiére de R). Comme les sommets de Fj ont été projetés par m dans
s; = (), cette aréte est nécessairement rajoutée entre s; et m,(y) dans G’ (c’est le
mécanisme d’application de régles).
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Hyp(R1)
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Ry moni(R) g0 "
L] "
Ccl(R1) T N(H) @
y H

IMustration du critére de non-neutralité

Construction du graphe G
9 ?

Hyp(R1)

Front(R
W

Application de R; sur G pour obtenir G’

G’ Ccl(Ry)

FIG. 6.14 — Preuve du théoréme : trouver une projection m de Hyp(R3) dans G'.

3. Soit y € H' : dans ce cas, la présence d’une aréte étiquetée par ¢ entre Id(y) et s; est
assurée par 1’étape 4. de la construction de G.

Donc 7, est bien une projection de 7" dans G’ qui n’est pas une projection dans G.
L’existence d’un tel graphe G' prouve que R n’est pas neutre pour 7" : R est un déclencheur
possible de T'. O

(<) Nous supposons maintenant que R est un déclencheur possible de T'. Alors il existe
un graphe G, tel que, pour G’ obtenu en appliquant R & G suivant une projection 7y, il
existe une projection w5 de I’hypothése de T dans G’ qui n’est pas entiérement contenue
dans G. Nous allons en déduire une projection 7 et deux partitions @&y et S qui satisfont
les deux critéres du théoréme.

Nous notons H le sous-graphe de I’hypothése de T" dont les images par m sont les
sommets de G’ rajoutés par I’application (suivant 7; de R & G. Nous remarquons que H
est non vide (sinon la projection 7o serait entiérement dans G), et que la restriction de 7o
a H définit bien une projection de ce sous-graphe non vide H de ’hypotheése de 1" dans la
conclusion de R. Soit 7 cette projection.

Nous considérons maintenant G; le sous-graphe de G' engendré par les images par m
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de la rontiére de R;. Nous allons tout d’abord prouver que m; '(G;) induit une partition
des sommets de la frontiére de R; (immédiat, puisque, par définition d’une application, un
sommet ne peut avoir deux images), et que 7, ' (G;) induit une partition des sommets de
N(H).

Soit N(H) le voisinage de H. Nous remarquons tout d’abord que, si z est un sommet
de N(H), alors my(x) est un sommet de G’ (et méme de G) sur lequel ont été projetés (par
71 ) des sommets ¥y, . .., y, de la frontiére de R;. En effet, puisque z est voisin d’un sommet
y de H, et my(y) appartient a la partie de G’ rajoutée par 'application de R;, alors my(x)
est un voisin de m5(y) dans G (sinon x appartiendrait & H). Et 'application de R; suivant
7 Nn’a pu rajouter une aréte entre un sommet mo(y) de la partie rajoutée et un sommet
mo(z) dans G que si m; a projeté au moins un sommet de la frontiére de R; dans G (c’est
le mécanisme d’application d’une régle). Nous choisissons donc arbitrairement un sommet
parmi les sommets yi, ..., y, de la frontiére, et définissons ¢(z) = y;.

Nous avons donc construit une projection 7 d’un sous-graphe H non vide de I’hypothése
de R, dans la conclusion de R;, et une application ¢ de N(H) dans la frontiére de R;. Il
ne nous reste plus qu’a vérifier que ces deux applications respectent bien les critéres 1. et
2. du théoréme. U

Complexité

Le théoréme 6.5 nous permet également de donner la complexité du probléme NEUTRE 7.

NEUTRE ?

Données : Deux régles de graphes élémentaires R; et Rs.

Question : VRAI si et seulement si 1 est neutre pour Ry, i.e. Ry n’est pas un déclencheur
de Rz.

Corollaire 6.2 NEUTRE ? est un probléeme de décision co-NP-complet.

Preuve: Voir que la caractérisation du Th. 6.5 nous indique le certificat polynomial (la
projection et les deux partitions) prouvant I’appartenance du co-probléme de NEUTRE ?,
que nous appellerons DECLENCHE ?, & la classe NP. Pour prouver la complétude, nous
montrons que DECLENCHE ? est une généralisation de PROJECTION 7 : en effet, un graphe
H se projette dans un graphe G si et seulement si la régle R; dont la conclusion, G,
déconnectée de I’hypothese, déclenche la régle Ry dont 'hypothese est le graphe H. U

Notons aussi qu’il existe une transformation linéaire simple d’une instance de DE-
CLENCHE 7 en une instance de PROJECTION ? qui conserve toutes les projections 7 de
I’hypothése de R, dans la conclusion de R; : ceci nous permet de calculer les déclencheurs
de maniére efficace, en utilisant les algorithmes du Chap. 5.
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Utilisation du graphe de dépendances

Enfin, notons que l'intégration du graphe de dépendances ainsi obtenu dans le chainage

avant (Alg. 9) est immeédiate :

— le graphe GD(K) est construit préalablement a ’appel de ’algorithme, en considérant
la base de connaissances K = (S,G,R). Notons que G peut étre introduit dans ce
graphe de dépendances, en le considérant comme une régle dont I’hypothése est vide ;

— dés qu’une requéte H est posée, l'algorithme MA-Déductible(KC, H) commence par
intégrer H dans le graphe de dépendances GD(K), H étant vue comme une régle
a conclusion vide, le graphe GD(K, H) considéré est la restriction de ce graphe au
sous-graphe engendré par les sommets étant sur un chemin de G & H ;

— achaque étape E; de ’algorithme, au lieu de considérer toutes les régles de R, nous ne
considérons que celles déclenchées par les régles appliquées a ’étape E;_; (nous pou-
vons ne considérer que les applications utiles ou les applications non redondantes) ;

— les projections de I'hypothése d’une régle déclenchée sont plus petites : il suffit de
chercher a étendre les projections compilées.

Les trois propriétés suivantes, immédiates, permettent de caractériser des ensembles de

reégles décidables :

Propriété 6.8 Sile graphe de dépendances est une forét enracinée (le Th. 6.3 prouve que
méme une boucle restreinte a un arc est suffisante a générer un probléme semi-décidable),
alors le probleme SR-DEDUCTION est décidable.

Propriété 6.9 Si les sommets de chaque circuit du graphe de dépendances forment un
ensemble de régles a expansion finie, alors le probléme SR-DEDUCTION est décidable.

Remarquons enfin que le Th. 6.5, qui traduit exactement les possibilités de projection,
ne s’applique pas tel quel lorsque nous considérons un modéle de dérivation dans lequel les
graphes produits sont mis sous forme normale. Nous avons dans ce cas envisagé plusieurs
solutions, mais n’en avons jugé aucune vraiment satisfaisante.



192 CHAPITRE 6. LE MODELE SR



Chapitre 7

Dérivations sous contraintes
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Ce chapitre est consacré a ’étude des autres modéles de la famille SG, a savoir SGC,
SRC, SEC et SREC. Ces modéles sont obtenus par 'introduction de contraintes®, que
nous étudions d’abord comme ajout au modéle SG. Dans ce modéle (§GC), les contraintes
sont utilisées pour valider une base de faits : les contraintes nous permettent d’exprimer la
notion de cohérence d’une base de faits.

Nous présentons ensuite deux facons d’intégrer contraintes et régles. Pour chacun des
modéles obtenus, nous déterminons la décidabilité/complexité du probléme de déduction
associé (et du probléme de cohérence le cas échéant). Dés que les régles interviennent dans
les raisonnements, les problémes de décision associés ne sont plus décidables, mais nous
exhibons des cas particuliers, liés aux régles a expansion finie présentées dans le chapitre
précédent (Def. 6.9), pour lesquels le probléme de déduction associé est décidable. En
particulier, nous verrons qu’une restriction aux régles range restricted (Def. 6.10) raméne de

1Ces contraintes, qui sont des graphes colorés, ne doivent pas étre confondues avec les contraintes d’un
réseau de contraintes présentées au Chap. 5.
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plus la classe de complexité de tous les problémes de décision considérés dans la hiérarchie
polynomiale.

Lorsque dans ce chapitre, nous parlerons de « graphe », ce pourra étre un objet quel-
conque d’un formalisme de SG. Ce n’est que lorsque la sémantique logique intervient, que
nous devons préciser quels sont les objets considérés.

7.1 Contraintes : le modéle SGC

Dans le modéle SGC, la base de connaissances est constituée d’un support S, d’une
base de faits G et d’'un ensemble de contraintes C. La base de faits est dite cohérente si
elle satisfait toutes les contraintes. En présence de contraintes, le probléme de déduction
n’a de sens que pour une base de faits cohérente : aucune requéte ne peut étre posée a une
base de faits incohérente.

7.1.1 Contraintes positives et négatives

Nous utilisons deux types de contraintes : les contraintes positives et les contraintes
négatives. Ces contraintes sont représentées par des graphes colorés.

Une contrainte négative C'~ Une contrainte positive C

UE;

(;hercheur : Jiirgen L (#hercheur : Thomas D. ‘
. \

1
2

Un graphe G

F1a. 7.1 — Une base de faits incohérente.

Définition 7.1 Une contrainte positive (resp. négative) C est définie par un graphe élé-
mentaire coloré. La partie C gy est appelée le déclencheur de la contrainte, et la partie C)
son obligation (resp. interdiction). Un graphe G m-viole une contrainte positive (resp. né-
gative) C si m est une projection du déclencheur de C' dans la forme irredondante de G
(resp. dans G) qui ne peut pas étre étendue (resp. qui peut étre étendue) & une projection
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de C toute entiere. G viole C si G m-viole C' pour une projection m. Sinon, nous dirons
que G satisfait C'.

La F1G. 7.1 représente deux contraintes, une contrainte négative, C'~, qui peut s’ex-
primer par « pour tout local, il ne faut pas qu’il soit a la fois grand et petit », et une
contrainte positive, C™, qui peut s’exprimer par « tout chercheur doit étre membre d’un
projet » Notons que le graphe G est irredondant.

Le déclencheur de C'~ peut se projeter (uniquement par la projection 71) dans le graphe
(G, mais cette projection ne peut pas s’étendre a une projection de C'~ toute entiére : G
satisfait la contrainte C'~. Le déclencheur de C't peut se projeter (par les projections o et
m3) dans le graphe G, la projection 73 peut s’étendre a une projection de C* toute entiére,
mais pas la projection 7, : le graphe G viole la contrainte C'*.

Contraintes et irredondance

Pour définir la notion de violation d’une contrainte par un graphe G, nous prenons en
compte G s’il s’agit d’'une contrainte négative, et la forme irredondante de G dans le cas
d’une contrainte positive. Pourquoi cette différence? Imaginons que nous considérions G
et non pas sa forme irredondante : on pourrait alors avoir deux graphes équivalents, tel
que I'un satisfait une contrainte positive et 'autre la viole.

Un graphe G Un graphe H
Ctjhercheur : Thomas D. ‘ #hercheur : Thomas D. ‘
1 1
2 2

FiG. 7.2 — Deux graphes équivalents, jugés differemment par une contrainte.

La F1G. 7.2 donne un exemple de tels graphes : G satisfait la contrainte C* de la
F1G. 7.1, mais le graphe équivalent H (qui est redondant), obtenu en faisant 1'union dis-
jointe de G et du déclencheur de C'*, viole C*. Pour éviter d’avoir des graphes équivalents
qui ne sont pas jugés de la méme fagcon du point de vue de la cohérence (et dont on ne
peut donc pas déduire les mémes connaissances), nous avons choisi de définir la notion de
satisfaction/violation d’une contrainte positive relativement a la forme irredondante des
graphes.

Nous verrons que ce probléme ne se pose pas avec les contraintes négatives. Nous avons
tout d’abord besoin de définir la notion de contraintes équivalentes :

Définition 7.2 (Contraintes équivalentes) Soient C; et Cy deux contraintes (qui peuvent
étre positives ou négatives). Alors Cy et Cy sont dites équivalentes si, pour tout graphe G,
G wole Cy sst G viole Cy.
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Nous voyons tout d’abord que la coloration des sommets d’une contrainte négative est
une notion assez artificielle :

Lemme 7.1 Soient C, = (G, k1) et Cy = (G, ka) deuz contraintes négatives obtenues par
la coloration d’un méme graphe G. Alors Cy et Cy sont deuz contraintes équivalentes.

Preuve: 11 suffit de voir que toute contrainte négative est notamment équivalente a la
contrainte négative obtenue en la coloriant complétement par la couleur 1 (la partie « dé-
clencheur » est vide). En effet, « aucune projection d’un sous-graphe H' de H dans G ne
s’étend & une projection de H » se traduit par « il n’existe pas de projection de H dans
G », que l'on peut encore traduire par « dans tous les cas (i.e. & chaque fois qu’on a une
projection du graphe vide), il n’existe pas de projection de H dans G ». O

La coloration des contraintes négatives est donc, du point de vue de leur sémantique,
superflue. Ceci veut-il dire qu’il faut supprimer cette coloration des contraintes négatives ?
Nous pensons que non, car cette coloration pourrait étre utilisée par 1’algorithme qui re-
cherche les projections : chercher, pour chaque projection du déclencheur, si cette projection
peut s’étendre a une projection du graphe tout entier. L’utilisateur peut ainsi se servir de
cette coloration comme d’une possibilité d’ordonnancement des sommets pour la projec-
tion. Considérons la contrainte négative C'~ de la F1G. 7.1. Si l'utilisateur sait qu’il y a
trés peu de sommets concepts de type Local dans le graphe G, alors la coloration en blanc
du sommet de ce type dans C~ peut étre vue comme une optimisation déclarée par cet
utilisateur?.

Propriété 7.1 Soient G et Gy deuxr graphes équivalents. Alors Gy wviole une contrainte
négative C si et seulement si Gy viole C.

Preuve: En effet, considérons deux graphes équivalents GG et G5. Supposons que G m-viole
une certaine contrainte négative C. Ceci est équivalent & dire qu’il existe une projection 7
de C dans G (voir preuve du Lem. 7.1). Or il existe une projection, m;, de G; dans G,
donc 07 est une projection de C' dans Go, d’out on déduit (encore la preuve du Lem. 7.1)
que G5 viole également C'. O

Si nous ne considérons qu’un ensemble de contraintes négatives, il ne sera donc pas
nécessaire de mettre la base de faits sous sa forme irredondante.

Les contraintes négatives : un cas particulier de contraintes positives

Montrons maintenant que les contraintes négatives sont en fait un cas particulier de
contraintes positives.

Lemme 7.2 Toute contrainte négative est équivalente o une contrainte positive.

20n pourrait imaginer une telle aide a la recherche de projections dans le modéle SG, par coloration de
la requéte (et méme avec plus de deux couleurs), permettant & celui qui pose une requéte de contraindre
I’algorithme de recherche & adopter un certain ordonnancement de variables.
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Preuve: Soit C' = (H, k) une contrainte négative, que ’on peut voir, sans perte de géné-
ralité, comme entiérement colorée par 1 (Lem. 7.1). Alors nous pouvons construire (& une
modification du support prés) une contrainte positive C' = (H', k') équivalente a C de la
fagon suivante :
— H' est obtenu & partir de H en lui ajoutant un nouveau sommet concept de type L ;
— ce type L est un type particulier du (nouveau) support, qui n’apparait dans aucun
graphe de faits (ni dans la conclusion d’aucune régle) ;
— k' colore tous les sommets de H' correspondant & ceux de H par 0, et le nouveau
sommet par 1.
Voir qu’un graphe (qui ne comprend donc aucun sommet de type L) viole C si et seulement
s’il viole C' : en effet, « il n’existe aucune projection de H dans G » est équivalent & « pour
toute projection de H dans G, il faut pouvoir trouver le sommet | dans G ». O

Nous pouvons donc considérer les contraintes négatives comme un cas particulier de
contraintes négatives. L’étude des classes de complexité des problémes « est-ce-que G sa-
tisfait une contrainte négative C~ » et « est-ce-que G satisfait une contrainte positive C* »
(Th. 7.3) nous apprendra que la réciproque n’est pas vraie. En d’autres termes :

Propriété 7.2 A moins que IIY = co-N P, les contraintes positives sont une généralisation
stricte des contraintes négatives.

Dans la suite de ce chapitre, lorsque nous parlerons d’ « une contrainte » ou d’ « un
ensemble de contraintes » sans autre précision, nous considérerons implicitement qu’il s’agit
d’une, ou d’un ensemble de contraintes positives : certaines de ces contraintes pourront étre
équivalentes a des contraintes négatives.

Cohérence et déduction dans SGC

Nous définissons maintenant le probléme de déduction associé au modéle SGC

Définition 7.3 (Cohérence/Déduction dans SGC) Une base de connaissances K =
(S,G,C) est cohérente si G satisfait toutes les contraintes de C (dans le cas contraire, K
est dite incohérente). Un graphe requéte H peut étre déduit de K si KC est cohérente et si
H peut étre déduit de (S,G) (il existe une projection de H dans G ).

Les problémes de décision associés seront appelés SGC-COHERENCE (K est-elle cohé-
rente ?) et SGC-DEDUCTION (K est-elle cohérente, et si oui, H est-il déductible de 7).

Notons qu’un graphe requéte H qui viole une contrainte de la base K peut cependant
étre déductible de IC. Ceci ne nous semble pas poser de probléme, puisque la contrainte
violée est forcément une contrainte positive non équivalente a une contrainte négative (sinon
H ne pourrait pas étre déduite de ). On peut alors voir H comme une représentation
partielle de la connaissance déductible de IC.
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7.1.2 Sémantique logique des contraintes

Nous nous intéressons maintenant a la traduction de la notion de cohérence/incohérence
en logique du premier ordre.

Le cas des contraintes négatives

Si I'on ne considére que les contraintes négatives, la correspondance avec la déduc-
tion logique est immédiate et repose sur l'adéquation et la complétude de la projection
relativement a la sémantique ® (Th. 3.5). Intuitivement, un graphe G viole une contrainte
négative C si et seulement si I'information représentée par C est déductible de 'information
représentée par G.

Théoréme 7.1 (Violation de contrainte négative et déduction) Un graphe élémen-
taire G viole une contrainte négative C = (C', p) si et seulement si ®(S), ®(G) E ®(C'),
ot C" est le graphe non coloré sous-jacent a C et ®(C") est la formule qui lui est associée
dans le formalisme considéré de §G.

Remarquons que si nous considérons d’autres formalismes de SG pour construire le
modeéle SGC, il peut étre nécessaire de considérer le graphe GG sous forme normale, ou
d’utiliser une sémantique qui traduit exactement la projection telle que ¥ (voir Sect. 4.2.3).

Le cas des contraintes positives

La notion de violation d’une contrainte positive par un graphe pourrait étre traduite
en logique du premier ordre en traduisant la notion de « projection » en une notion de
« substitution logique » entre les formules associées au graphe et a la contrainte (voir la
notion de S-substitution de [Chein and Mugnier, 1992] et I'utilisation qui en est faite dans
[Baget and Mugnier, 2001a]). Nous trouvons plus intéressant d’établir une correspondance
avec la logique en considérant les contraintes comme des regles.

L’idée est la suivante : un graphe G satisfait une contrainte positive C' si et seulement si,
lorsque C' est vue comme une régle, toutes les applications de C' sur G produisent un graphe
équivalent & G. Ceci est exprimé par la Prop. 7.3. La Prop. 7.4 étend cette propriété a une
dérivation quelconque, ce qui nous permettra d’utiliser la sémantique logique associée aux
régles. Nous avons tout d’abord besoin du lemme suivant, di a [Cogis and Guinaldo, 1995] :

Lemme 7.3 Soit G un graphe et irr(G) son sous-graphe irredondant équivalent (si G n’est
pas redondant, on airr(G) = G). Alors il existe un pliage f de G dans irr(G), c’est-a-dire
une projection f de G dans irr(G), telle que la restriction de f auz sommets de irr(G) est
lidentité (pour chaque sommet x de irr(G), f(z) = x).

Propriété 7.3 Un graphe G m-viole une contrainte positive C si et seulement si, en consi-
dérant C' comme une régle, Uapplication de C sur G selon w produit un graphe qui n’est
pas équivalent ¢ G.
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Preuve: Nous prouverons tout d’abord (<) que, si C satisfait G, alors toute C-dérivation
immédiate de G est équivalente a G, puis (=) que si C 7w-viole G, alors A(G, C, ) n’est
pas équivalent a G.

(<) Prenons C et G tels que G satisfait C'. Soit 7y une projection de C(y dans G, et soit
G’ le graphe obtenu par 'application de C' (maintenant considéré comme une régle) sur
G selon 7. Construisons la projection suivante 7’ de G’ dans G : pour chaque sommet
v, 7'(v) = v si v appartient & G'; sinon v est une copie d’un sommet w de C(y), et, si
7 est 'une des projections de C' dans G qui étend mg, on pose 7'(v) = w(w). ©' est une
projection de G’ dans G, et comme G se projette trivialement dans G’, ces deux graphes
sont équivalents.

(=) Supposons maintenant que G w-viole C. Comme la violation de contrainte est définie
par rapport a la forme irredondante d’un graphe, nous pouvons considérer sans perte
de généralité que G est irredondant. Notons G’ le graphe obtenu par I’application de C
(3 nouveau considérée comme une régle) a G suivant 7. Prouvons que « G et G’ sont
équivalents » méne & une contradiction. Si G’ est équivalent & G, il existe une projection
de G’ dans GG. Comme G est un sous-graphe irredondant de G’, il existe un pliage, soit f,
de G’ dans G (Lem. 7.3). Construisons maintenant une projection 7’ de C' dans G : pour
tout sommet = de Cg), posons 7'(x) = f(m(x)), sinomn, soit 2’ la copie de = dans G’, posons
m'(x) = f(2'). Puisque, pour tout x de Clg), f(m(x) = (), 7' étend 7. Ceci contredit
I’hypothése « G m-viole C' ». G' n’est donc pas équivalent a G. O

Nous étendons immédiatement cette propriété a des dérivations de longueur arbitraire,
utilisant un nombre quelconque de régles/contraintes :

Propriété 7.4 Soit K = (S,G,C) une base de connaissances. Alors K est cohérente si et
seulement si toute C-dériwvation de G est équivalente a G.

Preuve: Prouvons successivement les deux sens de cette équivalence :

(=) Soit G = Gy, ... ,Gy une C-dérivation quelconque de G. Si K est cohérente, alors
G satisfait chacune des contraintes C' € C. Alors la propriété 7.3 assure que chaque Gj,
1 <1 <k, est équivalent & G;_1, donc par transitivité, est équivalent a G.

(<) Réciproquement, si toute C-dérivation de G est équivalente & G, alors, en particulier,
toute C-dérivation immeédiate de G produit un graphe équivalent & G. Donc, pour chaque
régle C € C, toute {C'}-dérivation immédiate de G produit un graphe équivalent & G. Donc
(Prop. 7.3), G satisfait chacune des contraintes C' € C. Donc K est cohérente. O

Nous pouvons donc, grace au Th. 6.1, en déduire immédiatement une traduction logique
de la notion de cohérence d’un graphe pour un ensemble de régles :

Théoréme 7.2 (Violation de contrainte positive et déduction) Soit £ = (S,G,C)
une base de connaissances (dans le formalisme des graphes élémentaires). Alors K est inco-
hérente si et seulement si il existe un graphe élémentaire G' tel que l’on ait ®(S), ®(G), ®(C)
E ®(G") et pas ®(S), (G) E (G") (ou ®(C) est la formule logique associée 6 C, vu comme
un ensemble de régles, dans le modéle SR ).



200 CHAPITRE 7. DERIVATIONS SOUS CONTRAINTES

Comme pour les contraintes négatives, nous remarquons qu’il peut étre nécessaire,
suivant le formalisme de SG utilisé pour construire SGC, de considérer le graphe G sous sa
forme normale ou bien d’utiliser une sémantique traduisant exactement la projection, telle
que V.

7.1.3 Complexité de SGC-COHERENCE et de problémes apparentés

Nous nous intéressons maintenant a la complexité du test de cohérence d’une base de
connaissances (probléme SGC-COHERENCE). Soit K = (S, G, C) une base de connaissances
de SGC. 1l est immeédiat de constater que ce probléme est co-NP-complet si I’ensemble C
ne comporte que des contraintes négatives : en effet la réponse est non si et seulement s’il
existe une projection d’une contrainte de C dans G (Prop. 7.1), il s’agit donc du co-probléme
de PROJECTION ?.

Complexité de SGC-COHERENCE

Dans le cas ou C comporte au moins une contrainte positive, le probléme devient IT%-
complet. Rappelons que IT est co-NPN?. Nous présentons briévement ces classes de com-
plexité de la hiérarchie polynomiale dans I’App. D.

Théoréme 7.3 (Complexité de SGC-COHERENCE) SGC-COHERENCE est [T -complet
(mais co-NP-complet si les contraintes sont toutes négatives).

Preuve: Sans incidence sur la complexité, on peut considérer que C est composé d’une
seule contrainte positive, que nous appellerons C. Rappelons tout d’abord que le test de
satisfaction de C' par un graphe G se calcule sur la forme irredondante de G. On peut
considérer deux facons de prendre en compte la mise sous forme irredondante de G' dans
la complexité de SGC-COHERENCE.

Une premiére facon de faire consisterait & supposer que la forme irredondante de G est
calculée avant le test de cohérence. Ceci peut étre fait par un nombre d’appels & un oracle
de projection, qui est linéaire en la taille de G [Mugnier, 1995]. Mais nous aurions alors
a résoudre un probléme « fonctionnel » (calculer la forme irredondante de G) et pas un
probléme de décision (G est-il irredondant ?).

Nous préférons donc une deuxiéme fagon de procéder, qui consiste & intégrer la notion
d’irredondance dans le test de cohérence : ayant une projection my du déclencheur de C
dans G, la projection de C' dans GG que nous recherchons n’étend pas forcément 7y, mais
étend la composition d’une projection de G dans I'un de ses sous-graphes (qui peut étre G
lui-méme si G est irredondant) et de 7.

Prouvons d’abord que SGC-COHERENCE est dans IIY. Ce probléme correspond au
langage

L={z | Yy Jy» ys R(z, y1, v, ¥3)}
ou :

— z représente une instance (G, C) du probléme;
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— (z, Y1, Y2, y3) € R si et seulement si :
— y1 est une projection Ty du déclencheur Cgy de C' dans G ;
— Yo est une projection mg de G' dans un de ses sous-graphes;
— y3 est une projection m de C' dans G
telles que 7[C{g)] = T o mp. Remarquons que si G est sous forme irredondante, alors
T est un automorphisme.
Donc SGC-COHERENCE appartient bien & la classe de complexité IT¥. Montrons qu’il
est complet pour cette classe, par une réduction a partir du probléme BS :

B3

Données : Une formule booléenne F, et une partition {X;, X,} de ses variables.
Question : Est-ce-que, pour toute interprétation Z; des variables de Xj, il existe une
interprétation Z, des variables de X, telle que E s’évalue & VRAI pour l'interprétation
TiUIy?

Ce probléme est ITZ-complet, puisque son co-probléme B, est prouvé YJ'-complet par
[Stockmeyer, 1977|. Afin de construire une transformation polynomiale d’une instance de
B; en instance de SGC-COHERENCE, nous utiliserons une restriction du probléeme B§ a des
instances ne comprenant que des clauses de taille égale & 3 au maximum (3-CNF). Appelons
3-SATY ce cas particulier ou la formule E est une instance de 3-SAT. Ce probléme 3-SAT$
est, lui aussi, [1}'-complet : en effet, dans le méme article, [Stockmeyer, 1977] montre que
la restriction de By a des instances o E est une 3-DNF (forme normale disjonctive, ou les
conjonctions sont de taille au plus 3) reste 3)'-complet. Comme la négation d’une 3-DNF
est une 3-CNF, il s’ensuit que le co-probléme BS ou les formules E sont des 3-CNF est
[17-complet.

1 3 .
(cv)(ct(ev)(ev)(cv)(ev)(ey) ! (e2)(ca)(c2)(c2)(c2)(c2)(c2)

F1G. 7.3 — Transformation d’une instance de 3—SAT§ en instance de SGC-COHERENCE.

Nous proposons maintenant une transformation polynomiale S2C qui, a toute instance
(E, (X1, X3)) de 3-SATS associe une instance (S, {G},{C}) de SGC-COHERENCE telle
que la réponse a (E, (X, X3)) est OUI si et seulement si la réponse a (S, {G},{C}) est
oUl. Cette transformation est trés similaire a celle que nous avons présentée pour réduire
3-SAT a PROJECTION ? (Sect. 5.1.2, voir la F1G. 5.2 illustrant la transformation utilisée).

Soit E une instance de 3-SAT, alors nous considérons les graphes G = G(F) et H(E)
obtenus a partir de la formule E par la transformation présentée dans la Sect. 5.1.2. La
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contrainte (positive) C' = (H(E), p(X3)) est obtenue en colorant de la facon suivante les
sommets concepts et les relations de H(FE) :

— chaque relation obtenue & partir d’une clause (celles typées par C;) et colorée par 1;

— chaque sommet concept et chaque relation obtenus a partir d’'une variable de X,

(pour une variable z, il s’agit des sommets de type x et xv, et de la relation de type
val qui les relie) est coloré par 1;
— tous les autres sommets concepts et relations sont colorés par 0 (i.e. appartiennent
a I’hypothése).
Ici aussi, nous insistons sur le fait que considérer des clauses de taille bornée nous permet
d’obtenir une transformation polynomiale.

Le graphe G et la contrainte C' représentées dans la FiG. 7.3 sont obtenus, grace a
cette transformation, & partir de la formule de 3-SAT (aV bV —¢) A (ma VeV —d) et de la
partition X; = {a, b}, Xy = {c, d}.

Comme indiqué dans la Sect. 5.1.2, & chaque instanciation des variables de E telle que
E est évaluée a VRAI est associée une projection de H(E) dans G et réciproquement. De
plus, a chaque instanciation des variables de X; correspond naturellement une projection de
C(o) dans G, et réciproquement. Alors la question « est-il vrai que pour toute instanciation
des variables de X, il existe une instanciation des variables de X, (une extension de
Iinstanciation de X; a celle de X; U X5) telle que E est valuée & VRAI? » est équivalente &
la question « est-il vrai que pour toute projection my de Cgy dans G, il existe une projection
de C dans G qui étend o 7 ». O

Notons que la réduction que nous avions proposée dans [Baget and Mugnier, 2001b] est
beaucoup plus simple, mais celle-ci a ’avantage de pouvoir étre réutilisée dans la preuve
du Th. 7.6 (Xf-complétude de la déduction dans SEC quand les régles de R sont range-
restricted).

Complexité de quelques problémes apparentés dans la famille SG

Tout d’abord, la complexité de SGC-COHERENCE nous donne directement la complexité
de SGC-DEDUCTION :

Corollaire 7.1 (Complexité de SGC-DEDUCTION) SGC-DEDUCTION est IT¥ -complet.

Preuve: Soit KK = (S, G,C) une base de connaissances, et H une requéte. Alors voir que H
est déductible de la base (cohérente) IC si et seulement si la base K' = (S,G,C U{C(H)})
est cohérente, ou la contrainte C'(H) est obtenue a partir de H en colorant chacun de ses
sommets par 1.

Nous avons bien K’ est cohérente < G satisfait toutes les contraintes de C et satisfait la
contrainte C'(H) < K est cohérente et, pour toute projection de () dans G, H se projette
dans G < K est cohérente et H se projette dans GG < H est déductible de K. O

Cette complexité, associée a la Prop. 7.3, nous donne aussi la classe de complexité d’un
probléme que nous avons déja évoqué :
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COMPLET ?

Données : Un graphe G sous forme irredondante, et un ensemble de régles R.
Question : Le graphe G est-il complet pour R, i.e. est-ce-que toute application d’une
régle de R a G produit un graphe équivalent ?

Corollaire 7.2 (Complexité de COMPLET ? ) COMPLET ? est un probléme I1L -complet.

Equivalence avec le probléme MIXED-CSP

Les contraintes utilisées dans les réseauz de contraintes (voir Sect. 5.1.2) sont plus
simples que les contraintes de SGC. En effet, nous avons vu que le probléme CSP 7, équi-
valent & PROJECTION 7, est un probléme NP-complet. Nous avons vu que la projection
d’un graphe H dans un graphe G est équivalente a la satisfaction de la contrainte positive
dont le déclencheur est vide et dont 1’obligation est H : nous pouvons donc dire que le
probléme CSP 7 est équivalent & la restriction de SGC-COHERENCE aux contraintes dont
le déclencheur est vide.

Dans le but de raisonner sur des connaissances incomplétes, [Fargier et al., 1996] pro-
posent une extension aux réseaux de contraintes : les CSP mixtes (MIXED-CSP). Dans un
MIXED-CSP, les variables du réseau de contraintes sont partitionnées en deux ensembles,
les variables controlables, X, et les variables incontrélables, A. Le probléme MIXED-CSP
s’exprime de la facon suivante :

MixeD-CSP

Données : Un réseau de contraintes N = {V, U, §}, et une partition (X, A) des variables
de V.

Question : Est-ce-que toute instanciation consistante des variables de A, peut étre éten-
due & une solution du réseau ?

[Fargier et al., 1996] montrent que MIXED-CSP est un probléme NP-complet. Leur
résultat nous offre non seulement une autre preuve de la IT¥-complétude de notre probléme
SGC-COHERENCE, mais permet d’établir un autre pont entre PROJECTION 7 et CSP 7, par
I'intermédiaire de ces deux extensions similaires que sont SGC-COHERENCE et MIXED-
CSP.

Nous montrons que toute instance de MIXED-CSP peut étre transformée en une ins-
tance de SGC-COHERENCE. Nous utilisons la transformation C2P que nous avons présentée
dans la Sect. 5.1.2, afin de transformer le réseau de contraintes composant 'instance de
MIXED-CSP en deux graphes G et H. La contrainte positive C = (H, k) est obtenue en
colorant par 0 (déclencheur) le sous-graphe de H correspondant aux sommets issus des
variables de A. Le MIXED-CSP est consistant si et seulement si G satisfait la contrainte
C.

Cette transformation est illustrée dans la F'1G. 7.4. Les variables du réseau de contraintes
sont partitionnées en X = {z1, x2} et en A = {ly, Iy}, les trois contraintes sont C;, Cy et
Cj3. Les variables z; et xo ont méme domaine, {1, 2, 3}, et les variables [; et l; ont pour
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domaine {a, b}. Les tuples de variables autorisées par les contraintes sont définis dans la
figure.

Co Cy Co

1 lo 1 1 x2 Iy 2

b a b2 2 a2

ab b13 b 1
all

Fig. 7.4 — Transformation de MIXED-CSP en SGC-COHERENCE

SGC-COHERENCE et autres formalismes

D’autres définitions pour les contraintes ont été utilisées dans la communauté « Graphes
Conceptuels ». Par exemple, nos contraintes (que 1’on va appeler ici contraintes SGC) sont
un cas particulier des contraintes minimales descriptives de [Dibie et al., 1998]. Une telle
contrainte peut étre vue comme un ensemble de contraintes SGC partageant le méme
déclencheur. Leur signification intuitive est « si I'information A est présente dans les faits,
alors je dois aussi y trouver au moins une des informations B; ou By ou ... B ». Une
contrainte minimale descriptive est satisfaite par un graphe G si, pour toute projection
7 du déclencheur dans G (il n’est pas question ici de condition d’irredondance), cette
projection peut s’étendre a la projection d’au moins un des éléments de I’ensemble.

Remarquons que cette « disjonction » n’augmente pas la classe de complexité du test
de cohérence (le certificat d’appartenance a la classe I1¥" reste inchangé, et est méme allégé
puisqu’on ne prend pas en compte I'irredondance).

CMD-COHERENCE
Données : Un graphe G et un ensemble de contraintes minimales descriptives C.
Question : Est-ce-que G satisfait toutes les contraintes de C ?

Corollaire 7.3 CMD-COHERENCE est un probleme I1% -complet.

[Dibie et al., 1998] ont montré que ces contraintes minimales descriptives généralisent
un grand nombre de contraintes utilisées dans la communauté « Graphes Conceptuels ».

Citons aussi le cas des contraintes topologiques |Mineau and Missaoui, 1997|, qui sont
des contraintes SGC déconnectées (le déclencheur et ’obligation appartiennent & deux
composantes connexes distinctes). Notons SGC%COHERENCE ce probléme :
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SGC-COHERENCE
Données : Un graphe G et un ensemble de contraintes SGC déconnectées C.
Question : Est-ce-que G satisfait toutes les contraintes de C 7

Propriété 7.5 SGC-COHERENCE est un probléme DP-complet.

Nous utiliserons pour prouver cette propriété une réduction a partir du probléme DP-
complet SAT /UNSAT (voir [Papadimitriou, 1994]).

SAT /UNSAT
Données : Deux formules booléennes E; et Es.
Question : Est-ce-que E; est satisfiable et E5 insatisfiable ?

Remarquons que si II est un probléme DP-complet, alors le probléme IT*V, dont les
instances sont un nombre N d’instances de (mq,...,7y) de II, et qui répond oui si et
seulement si chacune des 7; est une instance positive de II, est un probléme DP-complet. En
effet, nous pouvons sans perte de généralité considérer que II est le probléme SAT /UNSAT,
et donc (m = (mw{,7}),...,mny = (Ty,T5)) est une instance positive si et seulement si
chacune des 7] est satisfiable, et chacune des 72 est insatisfiable. Ces formules ne partageant
aucune variable, ceci est équivalent & (m{ A --- A k) est satisfiable, et (72 V ---V 7%)
est insatisfiable. Donc (my,...,7y) est une instance positive de TT*Y si et seulement si
f((my,...,mx)) est une instance positive de I1, donc IT*¥ est plus simple que II, et comme
il s’agit de sa généralisation, les problémes sont équivalents : [I*Y est un probléme DP-
complet. En d’autres termes, PP? = DP. Remarquons aussi que co-DP = DP.

Nous pouvons maintenant prouver la Prop. 7.5 :

Preuve: Grace a la remarque précédente, il nous suffit de prouver que la restriction aux
instances ne contenant qu’une contrainte déconnectée du probléme SGC?-COHERENCE
est DP-complet. Pour cela, prouvons que son co-probléme, SGC¢- INCOHERENCE, est DP-
complet (ce qui est suffisant, puisque DP = co-DP).

Ceci est immédiat. En effet, G viole une contrainte positive déconnectée C si et seule-
ment si C(p) se projette dans G, et C(1) ne se projette pas dans GG. La transformation de
SAT & PROJECTION 7 présentée dans la Sect. 5.1.2 peut donc étre utilisée pour prouver
que SGCY-INCOHERENCE est DP-complet. 0O

Notons enfin que ces autres types de contraintes que nous avons présentés sont unique-
ment utilisées pour tester la cohérence d’une base de faits, et ne sont pas, comme dans les
modéles plus généraux de la famille SG, intégrées & un mécanisme de dérivation utilisant
des régles.

Il serait peut-étre possible d’établir des liens avec la vérification de bases de connais-
sances utilisant des régles logiques, notamment avec les travaux de [Levy and Rousset, 1996],
utilisant des contraintes qui sont des TGDs (tuple generating dependencies), qui ont la
méme forme que les noétres (voir |Coulondre and Salvat, 1998]). Toutefois, nous n’avons
pas trouvé de liens « directs » entre ces problémes.
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7.2 Intégrations des régles et contraintes

Lorsque la base de connaissances comporte a la fois des contraintes et des regles, il y
a plusieurs fagons d’envisager la vérification de cohérence des graphes tout au long d’une
dérivation :

1. une contrainte n’est-elle déclenchée que sur (a) le graphe courant de la dérivation, ou
(b) doit-on envisager de tester son déclenchement sur tous les graphes qui peuvent
étre dérivés du graphe courant ?

2. la violation d’une contrainte par le graphe courant doit-elle (a) nous faire rejeter le
graphe comme incohérent, ou (), doit-on vérifier si cette violation peut étre répa-
rée /restorée dans des dérivations du graphe courant ?

Si nous répondons (a) a ces deux questions, nous obtenons le modéle SEC, et nous
appellons les régles de ce modéle des régles d’évolution. Si nous répondons (b) a ces deux
question, nous obtenons le modéle SRC, et nous appellons les régles de ce modéle des régles
d’inférence. Le modéle le plus général de la famille SG, SREC combine régles d’évolution
et régles d’inférence.

Nous présentons successivement ces trois modeéles, et nous intéressons a leur classe de
décidabilité. Des cas particuliers, décidables, sont proposés dans la Sect. 7.3.

7.2.1 Régles d’évolution : le modéle SEC

Considérons le modeéle SEC dans lequel une base de connaissances I est composée d’un
support S, d'un ensemble de faits G,