
Algorithmes variationnels quantiques QAOA Conclusion

Quantum Approximate Optimization Algorithm
(QAOA)

UE Informatique Quantique, ENSIIE

C. Grange, Décembre 2023
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Introduction : une alternative hybride

Shor, Grover, QFT... Avantages quantiques mais non
implémentables aujourd’hui (NISQ era)
D’où l’intérêt pour des algorithmes hybrides : palier les défaillances
techniques quantiques en gardant certaines propriétés avantageuses

Definition (Algorithme hybride)
Un algorithme hybride est un algorithme qui utilise à la fois un ordinateur
quantique et un ordinateur classique.

−→ Une classe qui prend de l’ampleur : la classe des algorithmes
variationnels quantiques.
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Algorithmes variationnels quantiques (VQAs) (1)

Definition (Algorithme variationnel quantique)
Un algorithme variationnel quantique alterne entre l’exécution d’un
circuit quantique paramétré par θ ∈ Rd et l’optimisation de θ par un
solveur d’optimisation classique. C’est une heuristique.

Type de problèmes traités : problèmes combinatoires à variables binaires
non contraints :

min
x∈{0,1}n

f (x) , (1)

où f est polynomiale.
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Algorithmes variationnels quantiques (VQAs) (2)

Figure – Schéma structurel d’un algorithme variationnel quantique

Applications : Chimie, Optimisation...
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VQA : Partie quantique

La partie quantique d’un VQA est un circuit quantique paramétré par d
réels, θ ∈ Rd .

Circuit quantique = matrice unitaire U ∈M2n (C)
Circuit quantique paramétré = fonction U : Rd →M2n (C) qui
associe à chaque θ une matrice unitaire

On note |ψ(θ)⟩ = U(θ) |0⟩⊗n l’état en sortie.

Exemple :

|0⟩ RX (θ1) •

|0⟩ X RZ (θ2)

Figure – Circuit quantique paramétré par θ = (θ1, θ2) ∈ R2.
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VQA : Partie classique

Partie quantique produit un état quantique |ψ(θ)⟩ que l’on échantillonne
−→ 1 mesure donne x ∈ {0, 1}n

−→ N mesures donnent distribution de probabilité sur {0, 1}n

La partie classique d’un VQA se résume en deux points :
Une fonction g : Rd → R à optimiser
Un solveur classique qui optimise g

Objectif : choisir g et U tels que minimiser g ”revient à” minimiser f .

Questions ? Quel circuit U(θ) ? Quelle fonction g ?
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Exemple de circuit paramétré

Exemple de circuit sur 3 qubits, paramétré par (θ1, θ2, θ3) ∈ R3 :

|0⟩ RY (θ1)

|0⟩ RY (θ2)

|0⟩ RY (θ3)

Figure – Circuit paramétré

−→ permet de générer tous les états produits à 3 qubits.
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Algorithmes variationnels quantiques QAOA Conclusion

Exemple de fonction à minimiser

Choix de fonction g le plus répandu :

g(θ) =
∑

x∈{0,1}n

pθ(x)f (x) ,

où pθ(x) = | ⟨x |ψ(θ)⟩ |2 est la probabilité de mesurer x en sortie du
circuit.

Exercice : Trouver l’expression de g(θ) pour le circuit
U(θ) = RY (θ1)⊗ RY (θ2)⊗ RY (θ3) précédent en calculant pθ(x) pour
tout x .
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Circuit + fonction à minimiser : choix

Quelques critères pour guider le choix...

...du circuit paramétré :
Facile à implémenter
Petit nombre de paramètres
Couverture de l’espace correcte/fine

...de la fonction g :
Continue (pour pouvoir optimiser ”facilement”)
Optimaux de g cöıncident avec optimaux de f
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Introduction à QAOA

Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) :
Proposé par Farhi et Goldstone en 2014 [4], sur Max-Cut
Est un VQA
Choix du circuit U : provient du théorème adiabatique
Choix de la fonction g : moyenne

UE Informatique Quantique, ENSIIE Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)
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Problème Max-Cut

Problème d’intérêt : Max-Cut.

Soit G = (V ,E ) un graphe à n
sommets. On cherche la coupe

maximale S.

Modèle mathématique :

max
x∈{0,1}n

∑
(i,j)∈E

xi(1− xj) + xj(1− xi) ,

où xi = 1 ssi noeud i est dans S.

Question : Comment reformule-t-on notre problème ?
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Théorème adiabatique

Système quantique à n qubits évolue selon l’équation de Schrödinger

i d
dt |ϕ(t)⟩ = H(t) |ϕ(t)⟩ ,

avec
H(t) ∈ C2n×2n , matrice hermitienne appelée Hamiltonien du système
à l’instant t
vecteur d’état évolutif |ϕ(t)⟩ caractérise le système à l’instant t

Definition (Théorème adiabatique)
Si l’Hamiltonien varie suffisamment lentement dans le temps, à chaque
instant t le vecteur d’état évolutif |ϕ(t)⟩ reste toujours proche de l’état
stable |ϕg (t)⟩, où l’état stable est le vecteur propre de H(t) associé à la
valeur propre minimale.

=⇒ on va encoder la solution optimale comme l’état stable d’un
Hamiltonien (constant) HP représentant notre problème (P)
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Théorème adiabatique
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QAOA schématisé

Figure – Représentation schématique de QAOA
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Construction de HP

Historiquement, les physiciens regardent le modèle d’Ising, équivalent à
un modèle quadratique :

min
z∈{−1,1}n

n∑
i=1

hizi +
∑
i<j

Jijzizj ←→ min
x∈{0,1}n

n∑
i,j=1

cijxixj (P)

Modèle d’Ising Modèle QUBO
(Quadratic Unconstrained

Binary Optimization)

=⇒ L’Hamiltonien HP =
∑n

i=1 hiZi +
∑

i<j JijZi ⊗ Zj correspond au
problème (P)

Exercice : Trouver l’Hamiltonien du Max-Cut.

UE Informatique Quantique, ENSIIE Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)
C. Grange, Décembre 2023 15 /

22



Algorithmes variationnels quantiques QAOA Conclusion

Exemple du problème Max-Cut

Problème Max-Cut :

Formulation QUBO :

max
x

∑
(i,j)∈E

xi(1− xj) + xj(1− xi) , avec x ∈ {0, 1}n

Modèle d’Ising :

max
z

∑
(i,j)∈E

1
2(1− zizj) , avec z ∈ {−1, 1}n

Hamiltonien : ∑
(i,j)∈E

1
2(1− Zi ⊗ Zj)
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Circuit paramétré U (1)

Circuit alterne entre 2 blocs, e−iγi HP et e−iβi HB :

Porte unitaire associée à HP , avec un angle γi ∈ R :

e−iγi HP =
∞∑

k=0

1
k! (−i)kγk

i Hk
P

Porte unitaire associée à HB =
∑n

i=1 Xi (où Xi = porte Pauli X sur
qubit i), avec un angle βi ∈ R :

e−iβi HB =
∞∑

k=0

1
k! (−i)kβk

i Hk
B
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Circuit paramétré U (2)

Paramètres : (γ,β) = (γ1, . . . , γp, β1, . . . , βp) ∈ R2p, où p ∈ N∗

est un méta-paramètre
Circuit :

U(γ,β) = e−iβpHB e−iγpHP . . . e−iβ1HB e−iγ1HP |+⟩⊗n

|0⟩ H

e−iγ1HP e−iβ1HB

. . .

e−iγpHP e−iβpHB
... . . .

|0⟩ H . . .

Figure – Circuit paramétré de QAOA.

=⇒ Pour p très grand, on tend vers l’application du théorème
adiabatique
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Recuit quantique

Le recuit quantique [7] repose sur le même principe !
Etat initial : état stable de HB =

∑n
i=1 Xi facile à réaliser (Xi =

porte Pauli X appliquée au qubit i)
Variation de l’Hamilontien total : passage de HB à HP en τ étapes :
H(t) = (1− t

τ )HB + t
τ HP

Etat final : état stable de HP ⇒ solution du problème (P)

Figure – Déformation de l’Hamiltonien du système

UE Informatique Quantique, ENSIIE Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)
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Fonction g à optimiser

Choix de la valeur moyenne, appelée valeur moyenne de HP :

g(γ,β) = ⟨ψ(γ,β)|HP |ψ(γ,β)⟩

Definition (Valeur moyenne d’un observable)
Soit A un observable, i.e. matrice hermitienne dont les vecteurs propres
forment une base orthonormée {ua : a ∈ S}, associés aux valeurs propres
{λa : a ∈ S}. On appelle sa valeur moyenne dans l’état |ψ⟩ la quantité

⟨ψ|A|ψ⟩ =
∑
a∈S

λa| ⟨ψ|ua⟩ |2 .

Exercice : Montrer que g représente bien la valeur moyenne des valeurs
de f pondérée par la distribution de probabilité.
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Quelques propriétés de QAOA

Du côté théorique :
Pas de preuve de convergence, ni de borne en général
Max-Cut : Borne pour p = 1 pour graphes 3-réguliers [4], sans
dépasser meilleures performances actuelles (algorithme de
Goemans-Williamson [5])
Preuves négatives pour certains types d’instances Max-Cut, même
pour p grand [6, 3]
Preuves de limites dues à la forme du circuit [2]

Du côté empirique :
Tests sur des petites instances uniquement : preuves empiriques
limitées
Améliorations des performances en modifiant U et/ou g [1, 8]
Choix du solveur d’optimisation influe : optimisation globale pour
éviter minima locaux [9]
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Conclusion

Les algorithmes variationnels quantiques, et QAOA en particulier, sont
des heuristiques de plus en plus étudiées.

=⇒ Machines quantiques actuelles empêchent de faire tourner sur
grandes instances : conclusions seront tirées plus tard
=⇒ Tentatives de preuves théoriques commencent à arriver pour
d’autres problèmes que Max-Cut

Autres aspects à explorer :
Reformulation du problème (P) : diminuer nombre portes du circuit
Cas de problèmes contraints
Transpilation intelligente
...
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C. Grange, Décembre 2023 22 /

22


	Algorithmes variationnels quantiques
	QAOA
	Conclusion

