Algeébre et arithmétique effectives (U. Grenoble-Alpes) B. Grenet

Controle continu du 25 octobre 2022

Exercice 1. (sur 5 pts) Calculs

1. i. Lister ’'ensemble des inversibles de Z/30Z.

ii. Calculer l'ordre de [7]5, dans Z/30Z*.
2. Calculer le PGCD et les coefficients de Bézout associés aux entiers 7 et 10.
3. Résoudre dans Z les systemes suivants :

z2=51 _
— {22104
Z=32

. z2=,3
2254

4. Soit ny, ..., n; des entiers premiers entre eux deux a deux et N = ny -+ - ny.
Montrer que N — 1 est 'unique solution positive et < N du systeme

2=, m—1

Z2=p, ny—1

2=, m—1L

Exercice 2. (sur 8 pts) Les entiers de Gauss
Soit Z[i]={a+ib:a,beZ}oui’=—1.

1. Montrer que Z[i] est un anneau.
Pour z = a +ib € Z[i], on note Z = a — ib son conjugué, et N(z) = z3.

2. Montrer que z — £ est un automorphisme d’anneau de Z[i].
3. i. Calculer N(z) en fonction de a et b. En déduire que pour tout z € Z,
N(z) =0, et que N(z) = 0 si et seulement si z = 0.
ii. Montrer que z € Z[i] est inversible (pour la multiplication) si et seule-
ment si N(z) = 1.
iii. En déduire 'ensemble des éléments inversibles de Z[i].
4. i. Estce quei-Z = {ib : b € Z} est un idéal de Z[i] ? Si oui, décrire
I'anneau quotient Z[i]/i - Z.
ii. Est-ce que i-Z[i] = {iz : 2 € Z[i]} est un idéal de Z[i] ? Si oui, décrire
I'anneau quotient Z[i]/i - Z[i].



Exercice 3. (sur 8 pts) Autour de Ualgorithme de Miller-Rabin
L'algorithme de Miller-Rabin implanté en TP combine deux idées : les tests de
Fermat et des racines carrées.

1. Test de Fermat. On tire aléatoirement un entier k entre 2 et N — 1 ; si
PGCD(k,N) # 1 ou kN"? mod N # 1, N est déclaré « non premier » et k est
appelé un témoin de non-primalité ; sinon il est déclaré « premier ».

i. Montrer que si N est premier, alors il n’admet aucun témoin de non-
primalité.

ii. Soit M = {[a]y : PGcD(a,N) =1,a" ! mod N = 1}. Montrer que M est
un sous-groupe (multiplicatif) de Z/NZ*.

iii. Que ditle théoreme de Lagrange sur 'ordre d’un sous-groupe d’un groupe
fini ? En déduire que si M # Z/NZ*, alors |[M| < ¢(N)/2 ot p(N) est
l'indicatrice d’Euler.

iv. En déduire que dés que N admet un témoin de non-primalité premier
avec N, il en admet en fait au moins N /2.

v. Pourquoi la question précédente ne suffit pas pour dire que le test de
Fermat est correct ?

2. Test des racines carrées. Un entier x € {1,...,N — 1} est une racine carrée
de I'unité modulo N si x> mod N = 1.

i. Montrer que 1 et N — 1 sont toujours racines carrées de 'unité modulo

N.
ii. Montrer que si x est racine carrée de 'unité modulo N, alors N divise
(x—1D)(x+1).

iii. En déduire que si N est premier, alors x =1 oux =N —1.
iv. Montrer que 1 et 7 ne sont pas les seules racines de 'unité modulo 8.
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