Algeébre et arithmétique effectives (U. Grenoble-Alpes) B. Grenet

TD 5 — Morphismes

Exercice 1.

1. i. Montrer que pour tout n > 1, nZ est isomorphe a Z en tant que groupes.
ii. Pourquoi n’a-t-on pas d’isomorphismes d’anneaux ?
2. Soit A=7Z/6Z et I = {[0],,[3]s}.

i. Montrer que I est un idéal de A.
ii. Montrer que A/I est isomorphe a Z/3Z.

3. Soit m et n premiers entre eux, et ® : Z/nZ — Z/nZ définie par ®(a) =m-a.

i. Est-ce un morphisme de groupes ? Et d’anneaux ?
ii. Montrer que c’est un automorphisme.

4. Soit m et n € Z., g = PGcb(m, n) et h = ppcM(m, n) = mn/g. Montrer que
Z/mZ x Z/nZ ~ 7]/ gZ x Z/hZ. Indication. Considérer les décompositions en
facteurs premiers des entiers m, n, g et h.

Exercice 2. Lanneau Z[v/2]
Soit Z[v/2]={a+b+v2:a,b € Z}.

1. Montrer que Z[+/2] un anneau.

2. On considére la fonction f de Z[+/2] dans lui-méme qui & a + b+/2 associe
a— b+/2. Montrer que f est un automorphisme de Z[v2].

3. Pour x € Z[+/2], on pose N(x) = x - f(x). Montrer que pour tout x, y €
Z[v/2],N(x) € Z et N(xy) = N(x)N — y).

4. Montrer que x est inversible dans Z[ v/2] si et seulement si N(x) = 1. Donner
des exemples d’éléments inversibles dans Z[v2].

Exercice 3. Anneau Q™
Soit m € Z., et QU™ I'ensemble des nombres rationnels a/b olt PGeD(b, m) = 1.

1. Montrer que Q™ est un anneau, inclus dans Q.
2. Caractériser les inversibles de Q™.
3. On définit & : Q™ — Z/mZ par &(a/b) = [al,[b] .

i. Montrer que ® est bien définie, c’est-d-dire que si a/b = c/d, alors
[aln[b], = [c]nld],}
ii. Montrer que ® est un morphisme d’anneaux.
iii. Calculer 'image et le noyau de &.
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