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Dans e mémoire, nous nous intéresserons à un problème de dénombrement qui se résout demanière originale. Lagrange a montré que tout entier naturel s'érit omme somme de quatrearrés. On peut alors se demander quel est le nombre de façons d'érire un entier donné en sommede 4 arrés. Jaobi a résolu e problème vers 1830. Notons r4(n) le nombre de déompositions del'entier n en somme de 4 arrés. La formule de Jaobi est :
r4(n) = 8

∑

d|n
4∤d

d.Le but de et exposé est de donner une démonstration omplète de la formule de Jaobi parune méthode moderne, qui permet de plus d'obtenir un équivalent expliite quand n tend versl'in�ni du nombre de façons d'érire l'entier n omme somme de d arrés, ave d > 4.1 PréambuleVoii un tableau réapitulatif des entiers de 0 à 12, déomposables ou non, en somme de arrés.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 11 12 · · ·arrés d'entiers X X X X · · ·sommes de 2 arrés X X X X X X X X X · · ·sommes de 3 arrés X X X X X X X X X X X X X · · ·sommes de 4 arrés X X X X X X X X X X X X X X · · ·On remarque que les premiers entiers positifs s'érivent tous omme somme de 4 arrés d'entier.Mais 7 ne s'érit pas omme somme de 3 arrés. On sait ependant aratériser les nombres quis'érivent omme somme de 2 ou 3 arrés.Théorème 1 (Fermat, Euler). Un entier naturel n s'érit omme somme de 2 arrés ssi la va-luation vp(n) est paire pour tout p premier, p ≡ 3 mod 4.Démonstration. L'appliation
N : Z[i]\{0} → N∗

a + ib 7→ a2 + b2est une norme multipliative sur l'anneau Z[i] ; son image Σ est l'ensemble des entiers n quis'érivent omme somme de 2 arrés. L'ensemble Σ est en partiulier stable par multipliation.Cherhons d'abord les entiers premiers somme de 2 arrés.Si p est somme de 2 arrés, p ≡ 0, 1 ou 2 mod 4. Il est don égal à 2 ou bien ≡ 1 mod 4.Montrons la réiproque.On a immédiatement 2 ∈ Σ. Supposons don que p ≡ 1 mod 4. Alors −1 est un arré modulo
p : −1 ≡ a2 mod p, et p |a2 + 1 = (a + i)(a − i) ; l'idéal (p) est don néessairement rédutible 1et p = xy ave x, y ∈ Z[i] qui ne sont pas des unités, i.e. N(x) 6= 1 et N(y) 6= 1. Or N(p) = p2 =
N(x)N(y). Don p = N(x) = N(y) ∈ Σ.On onlut la démonstration du théorème en déomposant n en fateurs premiers : n = Πpvp(n).Supposons n = a2 + b2 ∈ Σ. Si p ≡ 3 mod 4, alors p 6∈ Σ et (p) est irrédutible. On a don
p |n = (a + ib)(a − ib) don p |a + ib ou a − ib. Or p = p̄ don p |a + ib et a − ib et p2 |n. Ononlut alors la démonstration par réurrene desendante.Le résultat suivant, plus déliat, repose sur le lassi�ation des formes quadratiques rationnellesen 3 variables (f. [Serre℄).1Rappelons que l'anneau Z[i] est prinipal puisqu'eulidien (e que l'on véri�e failement en plongeant Z[i] dansle plan omplexe). 3



Théorème 2 (Gauÿ). Un entier naturel n s'érit omme somme de 3 arrés ssi il n'est pas de laforme 4a(8b + 7) ave a, b ∈ N.L'existene de l'algèbre des quaternions permet de montrer plus failement le théorème suivant.Théorème 3 (Lagrange). Tout entier naturel s'érit omme somme de quatre arrés d'entier.Pour d, n ∈ N, posons
rd(n) = Card

{
(n1, n2, . . . , nd) ∈ Zd : n = n2

1 + n2
2 + · · · + n2

d

}
.C'est le nombre de déompositions de n en somme de d arrés. Il déoule du théorème 3 que pourtout n, d ∈ N ave d > 4, rd(n) > 1.Remarquons que la dé�nition de rd(n) tient ompte de l'ordre des éléments de la déompositionde n en somme de d arrés ainsi que des solutions négatives.Exemple. Traitons le as de n = 12 : les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12. Ceux qui ne sont pasdes multiples de 4 sont 1, 2, 3, 6. La formule de Jaobi donne don r4(12) = 8 · 12 = 96. Véri�onse résultat en expliitant les 96 déompositions.Les arrés pouvant intervenir dans la déomposition de 12 sont 0,1,4 et 9. Les 2 seules façonsd'érire 12 omme sommes de 4 arrés sont don 12 = 9+1+1+1 et 12 = 4+4+4+0. Les éléments de

Z4 dont le arré omporte un 9 et trois 1 sont {(±3,±1,±1,±1), (±1,±3,±1,±1), . . .}. Il y en a 4 ·
24. Les éléments de Z4 dont le arré omporte un 0 et trois 4 sont {(0,±2,±2,±2), (±2, 0,±2,±2), . . .}.Il y en a 4 · 23. On a ainsi trouvé 4 · 23 · (2 + 1) = 12 · 8 = 96 déompositions.A�n d'étudier les rd(n), on introduit la série génératrie

φd(q) =

∞∑

m=0

rd(n)qn.Il se trouve que es séries φd ont des symétries mirauleuses, qui vont nous permettre de lesréérire, a�n d'obtenir une expression de rd.2 Le jardin des délies modulaires2.1 Premières dé�nitionsNotons H le demi plan hyperbolique (ou demi-plan de Poinaré)
H = {z ∈ C : Im(z) > 0}.Notons

Γ(1) = SL2(Z) = {
(

a b
c d

)

∈ SL2(R) : a, b, c, d ∈ Z}

Γ0(N) = {
(

a b
c d

)

∈ Γ(1) : N |c}.Nous noterons Γ un groupe égal à Γ(1) ou à un Γ0(N).Le groupe Γ(1) agit sur H par homographie :
γ · z =

az + b

cz + d
où z ∈ H et γ =

(
a b
c d

)

∈ SL2(Z).L'ation de γ ∈ Γ(1) envoie bien H dans H ar Im(γ · z) =
Im(z)

|cz + d|2 .4



Remarque. On a ainsi une ation de PSL2(Z) = SL2(Z)/{±1} sur H puisque l'ation de γ nedépend que de sa lasse dans PSL2(Z).Dé�nition 4. Pour γ =

(
a b
c d

)

∈ Γ et z ∈ H, on pose
j(γ, z) =

(
dz

d(γ · z)

)

z

= (cz + d)2Proposition 5. La fontion j véri�e l'équation
j(γγ′, z) = j(γ, γ′ · z)j(γ′ · z)Démonstration. Érire j(γ, z) =
(

dz
d(γ·z)

)

z
et appliquer la règle de dérivation pour les fontionsomposées.Dé�nition 6. Soit k ∈ N. On appelle fontion faiblement modulaire de poids 2k pour Γ toutefontion méromorphe f sur le demi plan H, telle que

∀γ ∈ Γ, f(γ · z) = j(γ, z)kf(z).La dé�nition préédente signi�e que la forme di�érentielle f(z)(dz)k est Γ-invariante, 'est-à-dire
∀γ ∈ Γ, f(γ · z)(dγ · z)k = f(z)(dz)k.La proposition 5 rend la dé�nition ohérente ar

f((γγ′) · z) = j(γγ′, z)f(z) = j(γ, γ′ · z)j(γ′, z)f(z) = j(γ, γ′ · z)f(γ′ · z) = f(γ · (γ′ · z))Soit f une fontion faiblement modulaire. D'après la dé�nition appliquée à γ =

(
1 1
0 1

), ona f(z) = f(z + 1). On peut don érire f omme somme de sa série de Fourier (f. Annexe A), etl'exprimer omme fontion de q = e2iπz, que nous noterons f̃ :
f(z) =

∑

n∈Z

cne−2πnye2iπnx

f̃(q) =
∑

n∈Z

cnqn.La fontion f̃ est méromorphe dans le disque |q| < 1 privé de l'origine.Dé�nition 7. Soit f une fontion faiblement modulaire. Si f̃ dé�nie omme préédemment seprolonge en une fontion méromorphe (resp. holomorphe) à l'origine, on dit que f est méromorphe(resp. holomorphe) à l'in�ni.Cela signi�e que f̃ admet un développement de Laurent au voisinage de l'origine :
f̃(q) =

∑

n∈Z

cnqnoù les cn sont nuls pour n assez petit (resp. pour n < 0).Lorsque f est holomorphe à l'in�ni, on pose f(∞) = f̃(0), 'est la valeur de f à l'in�ni.
5
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Fig. 1 � Domaine fondamental de Γ(1) et ses images par quelques éléments.2.2 Étude du groupe Γ(1)Soient S et T les lasses des éléments ( 0 −1
1 0

) et ( 1 1
0 1

) de Γ(1). On a les relations :
S2 = 1, (ST )3 = 1.Soit D le sous-ensemble de H formé des points z tels que |z| > 1 et |Re(z)| 6 1/2. Nous allonsmontrer que D est un domaine fondamental de l'ation de Γ(1) sur H. En d'autres termes :Théorème 8. 1. Pour tout z ∈ H, il existe γ ∈ Γ(1) tel que γ · z ∈ D.2. Supposons que deux points distints z, z′ ∈ D soient ongrus modulo Γ(1). On a alors z ∈ ∂D,ou plus préisément, soit Re(z) = ±1/2 et z′ = z ± 1, soit |z| = 1 et z′ = −1/z = −z.3. Soit z ∈ D, et soit I(z) = {γ ∈ Γ(1)/{±1} : γ · z = z} le stabilisateur de z dans Γ(1)/{±1}.On a I(z) = {1} sauf dans les trois as suivants :� z = i, auquel as I(z) est le groupe d'ordre 2 engendré par S ;� z = ρ = e

2iΠ
3 , auquel as I(z) est le groupe d'ordre 3 engendré par ST ;� z = −ρ, auquel as I(z) est le groupe d'ordre 3 engendré par TS.Démonstration. Soit Γ′ le groupe engendré par S et T . Nous allons montrer qu'il existe γ′ ∈ Γ′tel que γ′ · z ∈ D, e qui démontrera l'assertion 1. du théorème 8. Si γ =

(
a b
c d

)

∈ Γ′, on a
Im(γ · z) =

Im(z)

|cz + d|2 . (1)Comme c et d sont entiers, le nombre de ouples (c, d) tels que |cz + d| soit inférieur à un nombredonné est �ni. On en onlut qu'il existe γ ∈ Γ′ tel que Im(γ ·z) soit maximum. On peut supposer,quitte à omposer par un T k, que la partie réelle de γ · z est omprise entre − 1
2 et 1

2 . L'élément
γ · z appartient à D ; en e�et, il su�t de voir que |γ · z| > 1, sinon, si l'on avait |γ · z| < 1, l'élément
−1
γ·z aurait une partie imaginaire stritement plus grande que Im(γ · z), e qui est impossible.Prouvons maintenant l'assertion 2. du théorème 8 :Soient z ∈ D et γ =

(
a b
c d

)

∈ Γ(1) tels que γ · z ∈ D. Quitte à remplaer (z, γ) par (γ · z, γ−1),on peut supposer que Im(γ · z) > Im(z), i.e. que |cz + d| est 6 1. Cei est impossible si |c| > 2ar |c|√3
2 6 |c Im(z)| 6 |cz + d| 6 1. Restent don les as c = 0, 1,−1.� Si c = 0 alors d = ±1 et γ est une translation par ±b. Comme Re(z) et Re(γ · z) sontompris entre −1/2 et 1/2 alors l'un vaut −1/2 et l'autre 1/2.6



� Si c = 1 alors |z + d| 6 1 entraîne d = 0, sauf si z = ρ (resp. z = −ρ) auquel as on peutavoir d = 0, 1 (resp. d = 0,−1). Le as d = 0 donne |z| 6 1 don |z| = 1. Comme ad− bc = 1alors b = −1. Don γ · z = a− 1
z et la première partie de la disussion montre que a = 0 saufsi Re(z) = ±1/2, i.e. si z = ρ ou −ρ, auquel as on peut prendre a = 0,−1 ou a = 0, 1. Leas z = ρ, d = 1, donne a − b = 1 et γ · ρ = a − 1/(1 + ρ) = a + ρ, d'où a = 0, 1 ; on traitede même le as z = −ρ, d = −1.� Le as c = −1 se ramène au as c = 1 en hangeant les signes de a, b, c, d (e qui ne hangepas γ).Cei ahève la véri�ation des assertions 2. et 3. et don du théorème 8.Théorème 9. Le groupe PSL2(Z) = Γ(1)/{±1} est engendré par S et T .Démonstration. Soit γ un élément de Γ(1). Choisissons un point z0 intérieur à D (par exemple

2i), et soit z = γ · z0. On a vu plus haut qu'il existe γ′ ∈ Γ′ tel que γ′ · z ∈ D. Les points z0 et
γ′ · z = (γ′γ) · z0 de D sont ongrus modulo Γ(1), et l'un d'eux est intérieur à D. D'après 2. et 3.,il en résulte que es points sont onfondus et que γ′γ = ±1. On a bien γ ∈ Γ′, e qui ahève ladémonstration.Remarque. 1. On identi�e S,T et leurs images respetives dans PSL2(Z).2. En fait, PSL2(Z) = < S, T : S2 = 1, (ST )3 = 1 >, 'est-à-dire que PSL2(Z) est l'ensembledes mots en S et T , modulo les 2 relations S2 = 1 et (ST )3 = 1.Posons D′ =

{
z ∈ D/ non(|z| = 1 et Re(z) > 0) et (Re(z) 6= 1/2)

}.Corollaire 10. L'appliation anonique D′ → H/Γ(1)est bijetive.2.3 Étude du groupe Γ0(4)2.3.1 PréliminairesPosons a =

(
1 0
4 1

)

∈ Γ0(4) et b = T =

(
1 1
0 1

)

∈ Γ0(4)

Γa,b = le sous-groupe de Γ0(4) engendré par a, b

DΓ0(4) =
{
z ∈ H /

(
|Re(z)| 6 1/2

) et (|z ± 1/4| > 1/4
)}

.Montrons d'abord que DΓ0(4) est un domaine fondamental de l'ation de Γ0(4) sur H.Proposition 11. L'indie de Γ0(4) dans Γ(1) est 6.Démonstration. Le morphisme de groupe anonique ϕ : Γ(1) → SL2(Z/4Z) est surjetif. Soit
B = ϕ(Γ0(4)) =

{( a b
c d

)

∈ SL2(Z/4Z) : c = 0
}

.L'appliation ϕ passe au quotient et donne une appliation
ϕ̃ : Γ(1)/Γ0(4) → SL2(Z/4Z)/B.L'appliation ϕ̃ est surjetive ar ϕ l'est. Elle est injetive ar ϕ−1(B) = Γ0(4). Don l'indie

[Γ(1) : Γ0(4)] = [SL2(Z/4Z) : B].Lemme. Le ardinal de GL2(Z/4Z) est 96. 7



Démonstration. On hoisit d'abord le veteur olonne gauhe de la matrie. On a le hoix parmitous les veteurs sauf ( 0
0

), ( 2
0

), ( 0
2

) et ( 2
2

), e qui donne 12 = 4 · 4 − 4 possibilités.Pour le deuxième veteur, on a le hoix parmi tous les veteurs sauf les 4 préédents et lesmultiples du premier veteurs (qui ne peuvent être parmi les 4 préédents). Ce qui nous donne
8 = 4 · 4 − 4 − 4 possibilités. Finalement le ardinal reherhé est 12 · 8 = 96.Par onséquent, le ardinal de SL2(Z/4Z) est 48. Le ardinal de B est 8 ( 2 possibilités pourla diagonale et 4 pour le oin supérieur droit). Finalement

[Γ(1) : Γ0(4)] = [SL2(Z/4Z) : B] = 6

Proposition 12. Les éléments 1, S, T−1S, TS, T−2S ou T2S, ST−2S ou ST2

S sont des représen-tants de haque lasse d'équivalene de Γ/Γ0(4).Démonstration. On véri�e aisément à la main que es éléments ne sont pas dans la même lasse.Par exemple pour TS et T−1S, on a (T−1S)−1 · TS = ST2S =

(
1 0
2 1

)

∈ Γ(1)\Γ0(4). Commel'indie est 6, on représente bien toutes les lasses.Notons les éléments préédents respetivement g1, g2, g3, g4, g5 et g′5, g6 et g′6.2.3.2 RésultatsThéorème 13 (Domaine Fondamental).1. Pour tout z ∈ H, il existe Γ ∈ Γ0(4) tel que γ · z ∈ DΓ0(4).2. Supposons que deux points distints z, z′ ∈ DΓ0(4) soient ongrus modulo Γ0(4). On a alors,soit Re(z) = ±1/2 et z′ = z ± 1, soit |z ± 1/4| = 1/4 et z′ = 1/(∓4z + 1).3. ∀z ∈ DΓ0(4), I(z) = {1} où I(z) est le stabilisateur de z dans Γ0(4)/{±1}.Démonstration. Notons D1 et D2 les demi pavés
D1 = {z ∈ D/Re(z) 6 0} et D2 = {z ∈ D/Re(z) > 0}.Alors

DΓ0(4) = (
4∪

i=1
g−1

i D)
⋃

(
6∪

i=5
g−1

i D1)
⋃

(
6∪

i=5
g′−1

i D2).De même notons D′
1 et D′

2 les demi pavés restreints
D′

1 = {z ∈ D′/Re(z) < 0} et D′
2 = {z ∈ D/Re(z) > 0}.Posons

D′
Γ0(4)

=
(

(
4∪

i=1
g−1

i D′)
⋃

(
6∪

i=5
g−1

i D′
1)
⋃

(
6∪

i=5
g′−1

i D′
2)
)

− {S · ρ, ST−1 · i, ST−2 · i}.Le domaine D′
Γ0(4)

est dessiné dans la �gure 2. C'est une restrition de DΓ0(4) pour laquelle onn'a qu'un représentant par lasse.Montrons l'assertion 1. : Soit z ∈ H, il existe g ∈ Γ(1) tel que g · z ∈ D′. Posons
γ =







gg−1
i si g ∼ gi pour 1 6 i 6 4

gg−1
i si g ∼ gi pour i = 5, 6 et g · z ∈ D′

1

gg′−1
i si g ∼ gi pour i = 5, 6 et g · z ∈ D′

2.8



g1 g2 g3 g4 g5 g61 S T−1S TS T−2S ST−2S
S× ↓S 1 TST T−1ST−1 ST−2S T−2 S
g2 g1 g4T g3T−1

g6 g5

g1 g2 g3 g4 g5 g61 S T−1S TS T−2S ST−2S
ST× ↓ST T−1ST−1 1 ST−2Sa−1 TST T−2ST−1

a

g2T g3T−1

g1 g6a
−1 g4T g5T−1

aTab. 1 � Ation de S et ST à gauhe sur Γ/Γ0(4).Alors γ ∈ Γ0(4) et γ · z ∈ D′
Γ0(4)

.Passons aux assertions 2. et 3. : Soient z, z′ ∈ D′
Γ0(4)

et γ ∈ Γ0(4) tel que γ · z = z′. Alors il existe
g, g′ ∈ {g1, g2, g3, g4, g5, g

′
5, g6, g

′
6} tel que

g · z ∈ D′ et g′ · z′ = (g′γg−1).(g · z) ∈ D′.Ces points sont ongrus modulo Γ(1) ; ils sont don égaux. Supposons que le point g ·z = g′ ·z′ ∈ D′
1alors g, g′ ∈ G = {g1, g2, g3, g4, g5, g6}. Ainsi g′γg−1 ∈ I(g · z) ⊂ (I(i) ∪ I(ρ)). Quatre as seprésentent.� Soit g′γg−1 = 1, alors en regardant les lasses on a g = g′ puis γ = 1.� Soit g′γg−1 = S, i.e. Sg = g′γ. Le tableau 1 donne γ ∈ {1,T,T−1}. Or γ = T ou T−1 estimpossible ar (T.D′

Γ0(4)
) ∩ D′

Γ0(4)
= ∅. Don γ = 1.� Soit g′γg−1 = ST, i.e. STg = g′γ. Le tableau 1 donne γ ∈ {1,T,T−1

, a−1,T−1

a}. Comme
a envoie l'extérieur du erle C(−1/4, 1/4) dans l'intérieur du erle C(1/4, 1/4), la seulepossibilité est γ = 1.� Soit g′γg−1 = (ST)2, alors ((ST)2

)−1
= ST = gγg′−1. Le as préédent donne γ = 1.On fait de même si g · z ∈ D′

1. Nous avons don montré l'assertion 3.Pour �nir ave la démonstration de 2., il su�t de voir que l'image de la demi droite ouverte
Re(z) = −1/2 s'envoie par T sur la demi droite ouverte Re(z) = 1/2. L'image du demi erleouvert |z + 1/4| = 1/4 s'envoie par a sur le demi erle ouvert |z − 1/4| = 1/4. Ce sont les seulsreollements possibles de DΓ0(4) ar D′

Γ0(4)
n'a pas de reollements.Proposition 14. Pour tout z ∈ H, il existe γ ∈ Γa,b tel que γ · z ∈ DΓ0(4).Démonstration. La preuve est semblable au début de la preuve du théorème 8. Soient z ∈ H,

γ =

(
a b
c d

)

∈ Γ′, on a Im(γ · z) = Im(z)/|cz + d|2. Comme c et d sont entiers, le nombre deouples (c, d) tels que |cz + d| soit inférieur à un nombre donné est �ni. On en onlut qu'il existe
γ ∈ Γ′ tel que Im(γ · z) soit maximum. On peut supposer, quitte à omposer par un T k, que lapartie réelle de γ · z est omprise entre − 1

2 et 1
2 . L'élément γ · z appartient alors à DΓ0(4) ; en e�et,si on avait |z − 1/4| < 1/4, alors l'élément a · z = z/(4z + 1) aurait une partie imaginaire plusgrande. De même si on avait |z + 1/4| < 1/4, l'élément (ba−1) · z = (−3z + 1)/(−4z + 1) auraitune partie imaginaire plus grande. 9
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Théorème 15. Γ0(4)/{±1} est engendré par a et b.Démonstration. Soit γ un élément de Γ0(4). Choisissons un point z0 intérieur à DΓ0(4) (parexemple 2i), et soit z = γ · z0. On a vu plus haut qu'il existe γ′ ∈ Γa,b tel que γ′ · z ∈ DΓ0(4). Lespoints z0 et γ′ · z = (γ′γ) · z0 de DΓ0(4) sont ongrus modulo Γ0(4), et l'un d'eux est intérieur à
DΓ0(4). Il en résulte que es points sont onfondus et que γ′γ = ±1. D'où le résultat.Remarque. En fait Γ0(4)/{±1} est le groupe libre engendré par a et b.2.4 Les formes modulairesDe même que pour la notion d'holomorphe à l'in�ni, nous allons nous intéresser au omporte-ment des fontions faiblement modulaires au voisinage de la droite réelle, qui doit être vu ommeun in�ni.Dé�nition 16. On dé�nit une pointe de Γ omme un point d'un domaine fondamental de Γ quis'envoie à l'in�ni par un élément de Γ(1).On dira de plus que 2 pointes p1 et p2 sont équivalentes dans un groupe Γ s'il existe γ ∈ Γ telque p1 = γ · p2. Remarquons que d'après la dé�nition, il existe une unique lasse d'équivalene depointes dans Γ(1).Pour étudier une fontion faiblement modulaire f au voisinage d'une pointe p, on introduit unevariable loale w en p, en envoyant p sur l'in�ni (par un élément σp de SL2(R)). Le groupe Γ(1)a une unique lasse d'équivalene de pointes, et don toute pointe peut être envoyée sur l'in�nipar Γ(1). En onjuguant orretement et élément dans SL2(R), on dé�nit σp ∈ SL2(R) tel que
σp · p = ∞ et tel que

(
σpΓσ−1

p

)

∞ = {
(

1 m
0 1

)

: m ∈ N}où (σpΓσ−1
p

)

∞ désigne le stabilisateur de l'in�ni pour σpΓσ−1
p . Étudier la forme Γ-invariante

f(z)(dz)k au voisinage de p revient à étudier F (w)(dw)k = f(σ−1
p ·w)

( d(σ−1
p ·w)

)k au voisinagede l'in�ni. Posons don
F (w) = f(σ−1

p · w)
( d(σ−1

p · w)dw

)k

f(σ−1
p · w)j(σ−1

p , w)−k.Proposition 17. F (w) est une fontion faiblement modulaire de poids 2k pour σpΓσ−1
p ⊂ Γ(1).De plus F (w + 1) = F (w).Démonstration. Soit γ ∈ Γ,

F
(
(σpγσ−1

p ) · w
)( d(σpγσ−1

p ) · w
)k

= f
(
(γσ−1

p ) · w)
( d(γσ−1

p ) · w
)k

= f
(
σ−1

p · w)(dσ−1
p · w)k

= F (w)(dw)k.De plus la fontion F est lairement méromorphe. La dernière propriété est laire en appliquantla propriété d'invariane à T ∈
(
σpΓσ−1

p

)

∞ ⊂ σpΓσ−1
p .On peut don dé�nir la fontion F̃ de q = e2iπz omme préédemment, et parler de méromor-phie à l'in�ni pour la fontion F .Dé�nition 18. On dit que f est méromorphe (resp. holomorphe) en p si F est méromorphe (resp.holomorphe) à l'in�ni. 11
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k pour Γ qui est holomorphe partout (y ompris aux pointes).On notera désormais M2k(Γ) l'espae des formes modulaires de poids 2k sur Γ.Dé�nition 21. Si une forme modulaire de poids 2k pour Γ s'annule aux pointes, on dit que 'estune forme parabolique (usp form en anglais) de poids 2k pour Γ.2.5 Résultats sur les formes modulaires2.5.1 Étude des valeurs aux pointes d'une fontion modulaireNous allons appliquer le théorème des résidus à f(z)dz et d(log(f(z))). Rappelons son énoné.Rappel. Le théorème des résidus s'érit :Soit f une fontion méromorphe sur un ouvert U de C, C un ar traé sur U tel que f estdé�nie sur C et ∀λ ∈ C\U, Ind(C)(λ) = 0, alors :

1

2iπ

∫

C
f(z)dz =

∑p p�le de f IndC(p)Resf(p).Soit C le ontour de l'ensemble K dé�ni i-dessous, parouru dans le sens diret.Supposons que f n'a pas de zéro sur le bord de K. Sinon, il su�t de dé�nir un domaine K ′dont le bord ontourne les zéros de f .Théorème 22. Soit f une fontion modulaire sur Γ0(4) de poids 2 (k = 1), holomorphe sur H.On a
f(∞) + f(0) + f(1/2) = 0.

12



Démonstration. Calulons l'intégrale de la fontion f sur le ontour C de Kα de 2 faons di�érentes.Comme la fontion f est supposé holomorphe, elle n'a auun p�le, don le théorème des résiduss'érit
∫

C
f(z)dz = 0.De plus,

∫ A

E

f(z)dz = − 1

2iπ

∫

ω

f̃(q)

q
dqpar le hangement de variable q = e2iπz où ω est un erle de entre 0, parouru dans le sensdiret. D'après le théorème des résidus (en posant g(q) = f̃(q)

q qui a un unique p�le en 0 de résidu
f̃(0)), on a don

∫ A

E

f(z)dz = −f̃(0) = −f(∞).L'élément T =

(
1 1
0 1

)

∈ Γ0(4) envoie AB sur EC′, et f(T · z) = f(z). On a don
∫ B

A

f(z)dz +

∫ E

D′

f(z)dz = 0.Intéressons nous maintenant à l'intégrale sur B′C et C′D.L'élément a =

(
1 0
4 1

)

∈ Γ0(4) envoie l'ar B′C sur l'ar DC′. Remarquons maintenant quel'on a f(γ · z)d(γ · z) = f(z)dz pour tout γ ∈ Γ0(4), ar la fontion est de poids 2. En partiulier,
f(a · z)d(a · z) = f(z)dz, et

∫ C

B′

f(z)dz =

∫ C′

D

f(z)dz.On a par ailleurs
∫ C′

C

f(z)dz =

∫ C′

C

F (σ−1
0 · z)d (σ−1

0 · z) = −
∫ 1+iα

0+iα

F (w)dw.De la même manière que pour le alul sur l'ar EA, on obtient
∫ 1+iα

0+iα

F (w)dw = F (∞) = f(0).On a don
∫ C′

C

f(z)dz = −f(0).On peut ramener l'ar BB′ sur l'ar D′D′′ par l'élément T ∈ Γ0(4) (voir shéma page 12). Oron a f(T · z)d(T · z) = f(z)dz. On a don
∫ B′

B

f(z)dz +

∫ D′

D

f(z)dz =

∫ D′′

D

f(z)dz.Par un alul analogue à elui de l'intégrale sur l'ar CC′, on obtient
∫ B

B

f(z)dz +

∫ D′

D

f(z)dz = −f(
1

2
).En sommant toutes es intégrales, on obtient le résultat voulu.13



2.5.2 Les zéros et les p�les d'une fontion modulaireSoit f une fontion méromorphe sur H, non identiquement nulle, et soit p un point de H.Dé�nition 23. Nous appellerons ordre de f en p, et nous noterons νp(f) l'entier n tel que
z 7→ f(z)

(z − p)n
soit holomorphe et non nulle en p.Lorsque f est une fontion modulaire de poids 2k pour Γ0(4), l'identité :

f(γ · z) = j(γ, z)kf(z)montre que νp(f) = νγ(p)(f) pour tout p ∈ H et γ ∈ Γ0(4) ; en d'autres termes, νp(f) ne dépendque de l'image de p dans le quotient H/Γ0(4).On peut de plus dé�nir ν∞(f) omme l'ordre pour q = 0 de la fontion f̃(q) assoiée à f , et
νp(f) pour une pointe p omme l'ordre de w = 0 pour F (w) assoiée à f .Soit p un point de H. Remarquons que si p est un p�le de f on a νp(f) < 0, si p est un zérode f , νp(f) > 0 et pour p un point quelonque, νp(f) = 0.On rappelle que σp a été hoisi tel que σp · p = ∞ et

(
σpΓσ−1

p

)

∞ = {
(

1 m
0 1

)

: m ∈ N}où (σpΓσ−1
p

)

∞ désigne le stabilisateur de σpΓσ−1
p à l'in�ni.Proposition 24. Soit f une fontion holomorphe sur H. On dé�nit f̃ et F omme dans lapartie 2. Pour p un p�le de f , on a

νp(f) = lim
α→0

1

2iπ

∫

ωα

f ′(z)

f(z)
dzoù ωα est l'ar du erle tangent à l'axe des réels en p de rayon α ontenu dans D parouru dansle sens diret si p 6= ∞, et un segment de la forme [αi − 1/2, αi + 1/2] pour p = ∞.Démonstration. Calulons νp(f). Par dé�nition, νp(f) = ν0(F̃ ). D'après le théorème des résidus,on a don :

νp(f) =
1

2iπ

∫

S1
α

F̃ ′(q)

F̃ (q)
dq =

1

2iπ

∫

S1
α

d(log F̃ (q)) =
1

2iπ

∫

S1
α

d(log F̃ (e2iπz))

=
1

2iπ

∫ 1+ i
2α

0+ i
2α

d(log F (w)).Or
F (w) = f(σ−1

p w)

( dσ−1
p wdw

)k

.D'où
νp(f) =

1

2iπ

∫ 1+ i
2α

0+ i
2α

d[log(f(σ−1
p w)) + k log

( dσ−1
p wdw

)]

=
1

2iπ

∫ 1+ i
2α

0+ i
2α

d(f(σ−1
p w))

f(σ−1
p w)

+
1

2iπ

∫ 1+ i
2α

0+ i
2α

d(k log

( dσ−1
p wdw

))

.De plus, en e�etuant dans le premier terme le hangement de variable z = σ−1
p w on obtient :14



1

2iπ

∫ 1

0

f ′(σ−1
p w)

f(σ−1
p w)

d(σ−1
p w) =

1

2iπ

∫

ωα

f ′(z)

f(z)
dz.Calulons le deuxième terme de la somme. Erivons σ−1

p sous la forme ( a b
c d

). On a alorsdσ−1
p wdw

=
1

(cw + d)2et don d(k log

( dσ−1
p wdw

))

= −2k d (log(cw + d)) .Remplaçons dans l'expression de νp(f) :
νp(f) =

1

2iπ

∫

ωα

f ′(z)

f(z)
dz − 2kc

2iπ

∫ 1+ i
2α

0+ i
2α

d (log(cw + d))

=
1

2iπ

∫

ωα

f ′(z)

f(z)
dz − 2kc

2iπ
log

(

1 +
c

ic
2α + d

)

.Comme on a forément (c, d) 6= (0, 0), lim
α→0

c
ic
2α + d

= 0. On a don
νp(f) = lim

α→0

1

2iπ

∫

ωα

f ′(z)

f(z)
dz.Théorème 25. Soit f une fontion modulaire de poids 2k, holomorphe sur H et non identique-ment nulle. On a

ν∞ + ν0 + ν1/2 +
∑p zéro de f νp(f) = k.Démonstration. Pour f une fontion modulaire sur Γ0(4), holomorphe partout, la fontion f̃ dé�nieen 2.4 est holomorphe au voisinage de 0. On peut don trouver un erle tangent en 0 de rayon assezpetit pour que f̃ n'ait pas de zéro dans la partie du disque ontenue dans le domaine fondamentalonsidéré. Or un tel disque est envoyé sur un segment horizontal de longueur 1 par σ0 (dé�ni en2.4). Ainsi, il existe R tel que f n'a pas de zéro pour Imf(z) > R.De même, pour une pointe p, la fontion F dé�nie en 2.4 est holomorphe à l'in�ni, don par lamême méthode que préédemment, il existe un erle tangent en p à l'axe des réels tel que f n'apas de zéro à l'intérieur du erle.Choisissons alors le plus petit rayon α parmi les erle onstruits autour de haune des pointes.Pour dé�nir le domaine K, nous prendrons tous les erles de rayon α.Lemme. Soit f une fontion méromorphe sur H, non identiquement nulle. Soit C un ontour telque l'intérieur ontienne un représentant de haque zéro ou p�le de f . Alors on a l'égalité :

1

2iπ

∫

C

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

p∈H/Γ0(4)

νp(f).Démonstration. Appliquons tout d'abord le théorème des résidus à la fontion f ′/f :
1

2iπ

∫

C

f ′(z)

f(z)
dz =

∑p p�le de f'/f IndC(p)Resf ′/f (p).15



Soit p un point quelonque de H/Γ0(4). Par dé�nition de νp(f) on peut érire pour z auvoisinage de p :
f(z) = (z − p)νp(f)g(z)où g est une fontion holomorphe non nulle en p. On a don
f ′(z)

f(z)
=

νp(f)

z − p
+

g′(z)

g(z)
.Don l'ensemble des p�les de f ′/f est exatement l'ensemble des zéros et p�les de f , et deplus, on a Resf ′/f (p) = νp(f).En�n, IndC(p) = 1 ar on a hoisi C de telle sorte qu'il entoure haque p�le ou zéro de f .On a don démontré le lemme.Revenons à la démonstration du théorème 25.On applique don la formule démontrée dans le lemme i-dessus à la fontion f . On obtient :

1

2iπ

∫

C

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

p∈H/Γ0(4)

νp(f).Comme la fontion f est supposée holomorphe partout sauf aux pointes, les seuls νp(f) nonnuls sont eux pour p un zéro de f . On a don :
1

2iπ

∫

C

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

p zéro de f

νp(f).On va maintenant intégrer moreau par moreau f ′(z)
f(z) sur le ontour C, en faisant tendre αvers 0.- EαAα : La formule démontrée dans la proposition 24 montre immédiatement que

lim
α→0

1

2iπ

∫ Aα

Eα

f ′(z)

f(z)
dz = −ν∞(f).- AαBα et D′

αEα : L'élément T =

(
1 1
0 1

)

∈ Γ0(4) envoie l'ar AαBα sur l'ar EαD′
α. Pardé�nition des formes modulaires, on a f(T · z) = f(z). On a don

1

2iπ

∫ Bα

Aα

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2iπ

∫ Eα

D′

α

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2iπ

∫ Bα

Aα

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2iπ

∫ Eα

D′

α

f ′(T · z)

f(T · z)
d(T · z)

=
1

2iπ

∫ Bα

Aα

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2iπ

∫ Aα

Bα

f ′(z)

f(z)
dz

= 0- BαB′
α et DαD′

α : L'élément T =

(
1 1
0 1

)

∈ Γ0(4) envoie l'ar BαB′
α sur l'ar D′

αD′′
α. Partranslation du domaine D de 1/2 (qui reste don un domaine fondamental de Γ0(4)), on voitque DαD′

α ∪ D′
αD′′

α est un ar de erle du type ωα, parouru dans le sens indiret. On adon, d'après la proposition 24,
1

2iπ

∫ D′′

α

Dα

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2iπ

∫ B′

α

Bα

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2iπ

∫ D′

α

Dα

f ′(z)

f(z)
dz

α→0−→ −ν 1
2
(f).16



- B′
αCα et C′

αDα : L'ar DαC′
α est l'image par a =

(
1 0
4 1

)

∈ Γ0(4) de B′
αCα. Or, on a

f(a · z) = (4z + 1)2kf(z). On a don
log (f(a · z)) = 2k log(4z + 1) + log (f(z))d (log (f(a · z))) =

8k

4z + 1
+ d (log(f(z)))Et,

1

2iπ

∫ Cα

B′

α

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2iπ

∫ Cα

B′

α

f ′(a · z)

f(a · z)
dz − 1

2iπ

∫ Cα

B′

α

8k

4z + 1
dz

=
1

2iπ

∫ C′

α

Dα

f ′(z)

f(z)
dz − 2k

2iπ

[
log(4z + 1)

]− 1
4+ 1

4 eiθ

− 1
4+ 1

4 ei(π−θ)

= − 1

2iπ

∫ Dα

C′

α

f ′(z)

f(z)
dz − k(

2θ

π
− 1).Don

lim
α→0

(

1

2iπ

∫ Cα

B′

α

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2iπ

∫ Dα

C′

α

f ′(z)

f(z)
dz

)

= kpuisque bien entendu, θ → 0 ⇔ α → 0.- CαC′
α : La proposition 24 nous donne diretement

lim
α→0

1

2iπ

∫ C′

α

Cα

f ′(z)

f(z)
dz = −ν0(f).On obtient don ∑p zéro de f νp(f) = −ν∞ − ν0 − ν1/2 + ke qui est le résultat herhé.3 La formule de JaobiPosons maintenant

∀z ∈ H, θ(z) =
∑

m∈Z

e2iπm2z.On a θ4(z) =
∑

n∈Z

r4(n)e2iπnz . Nous allons voir que la fontion θ4 est une forme modulaire de poids
2 pour Γ0(4).3.1 Étude de la fontion θOn rappelle que pour z ∈ H, θ(z) =

∑

m∈Z

e2iπm2z .La fontion θ(z) onverge uniformément sur tout ompat de H ; elle est don holomorphe sur
H omme limite uniforme de fontions holomorphes.17



Théorème 26. Pour tout z ∈ H, γ ∈ Γ0(4), θ4(γz) = (cz + d)2θ4(z).Démonstration. Montrons d'abord que pour γ = a et γ = b on a bien la propriété voulue.1. γ = a

θ4(z + 1) =
∑

n∈Z

r4(n)e2iπn(z+1) =
∑

n∈Z

r4(n)e2iπnz = θ4(z)2. γ = bEn érivant z
(4z+1) = 1

4 − 1
4(4z+1) et omme (m

2 )2 modulo 1 ne dépend que de m modulo 2,on a :
θ(

z

4z + 1
) =

∑

m∈Z

e2iπm2( z
4z+1 ) =

∑

m∈Z

e2iπ( m
2 )2 e−2iπ( m

2 )2 1
4z+1

=
∑

m mod 2

e2iπ( m
2 )2

∑

t∈Z

e−2iπ( m
2 +t)2 1

4z+1 .Rappelons que f̂(ξ) = (1/
√

a) eπξ2/a eiπmξ (f. Annexe B). La formule de Poisson (f. lelemme i-dessous) appliquée à la fontion f(t) = e−aπ( m
2 +t)2 ave a = 2i

4z+1 permet dealuler :
θ(

z

4z + 1
) =

∑

m mod 2

e
iπm2

2

∑

t∈Z

√
4z+1

2i e−π( 4z+1
2i )t2eiπmt

=
√

4z+1
2i

∑

t∈Z

e2iπzt2 e
iπt2

2 (1 + ieiπt)
︸ ︷︷ ︸

=1+i

=
√

4z+1
2i (1 + i)θ(z).En partiulier, θ4( z

4z+1 ) = (4z + 1)2θ4(z) e qui est le résultat voulu.La formule est don véri�ée par a et b qui engendrent Γ0(4). Il reste à voir que la formule passebien à la omposition ; ela déoule de l'identité
θ4((γγ′) · z) = j(γ, γ′ · z) θ4(γ′ · z) = j(γ, γ′ · z) j(γ′, z)

︸ ︷︷ ︸

=j(γγ′,z)

θ4(z).Lemme (Formule de Poisson). Soit f une fontion C∞ à déroissane rapide, i.e. pour tout
m, n ∈ N, lim

|x|→∞
xnf (m)(x) = 0. On a :

∑

m∈Z

f(m) =
∑

m∈Z

f̂(m) ave f̂(ξ) =

∫

R

f(x)e−2iπxξ.Démonstration. Soit ϕ(x) =
∑

n∈Z f(x+n). Comme f est à déroissane rapide, la série dé�nissant
ϕ onverge normalement sur R, ainsi que toutes ses dérivées terme à terme. La fontion ϕ est don
C∞ et 1-périodique.Calulons les oe�ients de Fourier omplexes de ϕ. On a, en intégrant terme à terme, e quiest liite ar la série onverge uniformément :

cn =

∫ 1

0

ϕ(x)e−2iπnx dx =
∑

k∈Z

∫ 1

0

f(x + k)e−2iπnx dx

=
∑

k∈Z

∫ k+1

k

f(x + k)e−2iπnx dx = f̂(n)18



La fontion ϕ est somme de sa série de Fourier don
∑

n∈Z

f̂(n)e2iπnx =
∑

n∈Z

f(x + n).La formule attendue est obtenue pour x = 0.Théorème 27. La fontion θ4 est une forme modulaire de poids 2 ave θ4(∞) = 1, θ4(0) =
−1, θ4(−1/2) = 0.Démonstration. La fontion θ4 est holomorphe sur H et véri�e le ritère d'invariane. Il su�t demontrer que θ4 est holomorphe à haque pointe. Examinons θ4 sur les trois pointes de DΓ0(4).� Pour la pointe en l'in�ni ; la onvergene de la série de θ est uniforme sur un voisinage del'in�ni, on peut don passer à la limite terme à terme. On trouve θ(∞) = 1 et le résultat.� Pour la pointe en 0 ; la variable loale est ω = σ−1

0 · z où σ−1
0 =

(
0 −1/2
2 0

). En utilisantla proposition 39 et l'égalité S2 = 1 on obtient :
Θ(w) =

θ4(σ−1
0 · w)

j(σ−1
0 , w)

= θ4(− 1

4w
)

1

(2w)2

= −4w2θ4(w)
1

4w2
= −θ4(w) −−−−→

w→∞
−1.� Pour la pointe −1/2, de manière ohérente ave le théorème 22, on véri�e que

θ4(−1/2) + θ4(0) + θ4(∞) = 0et on en déduit le résultat.3.2 Les séries d'EisensteinLes séries d'Eisenstein fournissent d'autres formes modulaires non paraboliques. Ces formessont bien onnues. L'espae engendré par les séries d'Eisenstein est supplémentaire au formesparaboliques dans les formes modulaires. Or l'espae des formes paraboliques de poids 2 pour
Γ0(4) est trivial. Les séries d'Eisenstein forment don une base de l'espae de formes modulairesde poids 2 pour Γ0(4).Théorème 28. La seule forme parabolique de poids 2 pour Γ0(4) est la forme nulle.Démonstration. Supposons par l'absurde que f est une forme parabolique non nulle de Γ0(4).D'après le théorème préédent, on a

ν∞ + ν0 + ν1/2 +
∑p zéro de f νp(f) = k.Or si f est une forme parabolique, ∞, 0, et 1/2 sont des zéros de f , don ν∞(f), ν0(f) et

ν1/2(f) sont stritement positifs. On a don ν∞ + ν0 + ν1/2 > 3. Comme ∑p zéro de f νp(f) > 0, onobtient la ontradition 1 > 3. Absurde.Corollaire 29. Les séries d'Eisenstein forment une base de l'espae des formes modulaires depoids 2 pour Γ0(4). 19



Le as des séries d'Eisenstein de poids supérieur à 1 est naturel et simple à traiter. Il expliquel'origine de la dé�nition des séries d'Eisenstein de poids 1 et donne un adre plus général à ertainepropositions.Nous ne traitons ii que le as des séries d'Eisenstein de poids 1. Nous renvoyons en annexepour le as plus général.De manière analogue aux séries d'Eisenstein de poids supérieur à 2, on voudrait dé�nir
E

(∞)
2 (z) =

∑

γ∈ Γ0(4)∞
\Γ0(4)

j(γ, z)−1 =
2

3ζ(2)







∑

4|c
d impair(cz + d)−2







=
2

3ζ(2)







∑

c≡0[4]
d≡1[4]

(cz + d)−2 +
∑

c≡0[4]
d≡−1[4]

(cz + d)−2







.Ce qui nous amène à poser formellement pour a ∈ (Z/4Z)∗,
G

(0,a)
2 (z) =

∑

(m1,m2)∈Z2

(m1,m2)≡(0,a)[4]

1

(m1z + m2)2
.Dès lors, on a

E
(∞)
2 (z) =

∑

a∈(Z/4Z)∗

G
(0,a)
2 (z).Le problème est que la série qui dé�nit G

(0,a)
2 n'est pas absolument onvergente. Il faut dé�nir unordre de sommation et véri�er que la fontion dé�nie est bien holomorphe.Posons, ette fois-i rigoureusement

G
(0,a)
2 (z) =

∑

m1≡0[4]

∑

m2≡a[4]

1

(m1z + m2)2
.Proposition 30. Pour tout a ∈ (Z/4Z)∗, la fontion G

(0,a)
2 (z) est bien dé�nie et est holomorphesur H.Démonstration. On part de la formule admise suivante :

∀a ∈ C, π cot(πa) =
1

a
+

∞∑

n=1

(
1

a + n
+

1

a − n
). (2)Alors en érivant cot(πa) = 1 + 2/(e2iπa − 1), en remplaçant a par mz, et en dérivant de haque�té, on obtient

∑

n∈Z

1

(z + n)2
= −4π2

∞∑

j=1

je2iπjz .

20



Appliquons ei à notre fontion :
G

(0,a)
2 (z) =

∑

m2≡a[4]

1

m 2
2

+
∑

m1≡0[4]
m1 6=0

∑

m2≡a[4]

1

(m1z + m2)2

=
∑

m2≡a[4]
m2>0

1

m 2
2

+
∑

m2≡−a[4]
m2>0

1

m 2
2

+
1

16

∑

m1≡0[4]
m1>0

∑

n∈Z

(
m1z + a

4
+ n)−2

+
1

16

∑

m1≡0[4]
m1>0

∑

n∈Z

(
m1z − a

4
+ n)−2

=
∑

m2 impair 1

m 2
2

− π2

4







∑

m1≡0[4]
m1>0

∞∑

j=1

jei π
2 j(m1z+a) +

∑

m1≡0[4]
m1>0

∞∑

j=1

jei π
2 j(m1z−a)







.On pose q′ = ei π
2 z, alors

G
(0,a)
2 (z) =

3

4
ζ(2) − π2

4







∑

m1≡0[4]
m1>0

∞∑

j=1

j(ija + i−ja)qjm1







=
3

4
ζ(2) +

∞∑

n=1

bnq′nave b4n = −π2

4

∑

j|n
j(ija + i−ja) et bn = 0 si 4 ∤ n.Du oup, on peut déomposer en série de Fourier. Si q = e2iπz , alors :

G
(0,a)
2 (z) =

3

4
ζ(2) +

∞∑

n=1

cnqn (3)ave cn = −π2

4

∑

j|n
j(ija + i−ja).Le rayon de onvergene de la série de terme général cn est supérieur à 1. La fontion G

(0,a)
2 (z)est don bien holomorphe sur H.La série d'Eisenstein assoié à 0 va être :

E
(0)
2 (z) =

2

3ζ(2)



4 ·
∑

a∈(Z/4Z)∗

G
(a,0)
2 (4z)



 .De la même façon que pour G
(0,a)
2 (z), on obtient la proposition :Proposition 31. Pour tout a ∈ (Z/4Z)∗, la fontion G

(a,0)
2 (z) est bien dé�nie et est holomorphesur H. De plus, si q = e2iπz alors

4G
(a,0)
2 (4z) = −π2

∞∑

n=1

dnqn ave dn =
∑

j|n
n/j impair j.21



Contrairement aux séries d'Eisenstein de poids supérieur à 2, nos séries dé�nies ii ne sont pasvraiment invariantes par Γ0(4). Nous allons tuer e défaut d'invariane en onsidérant la fontion
F (z) = E

(∞)
2 (z) − E

(0)
2 (z).Introduisons la terme am1,m2(z) dé�ni par

am1,m2(z) =
1

m1z + m2 − 4
− 1

m1z + m2Le série double de terme général am1,m2(z) n'est pas absolument onvergente. Nous serons amenépar la suite à aluler la di�érene entre les deux séries doubles d'ordre de sommation inversée.Établissons don les formules suivantes :Proposition 32. Pour tout z ∈ H, on a
∀b, m1 ∈ Z,

∑

m2≡b[4]

am1,m2 = 0et
B(z) =

∑

a∈(Z/4Z)∗

∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]

am1,m2(z) = −i
π

zet
C(z) =

∑

a∈(Z/4Z)∗

∑

m2≡0[4]

∑

m1≡a[4]

am1,m2(z) = −i
π

zDémonstration. La première formule est évidente ar les termes am1,m2(z) se télesopent.Pour la deuxième formule, on ommene par
∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]

am1,m2 =
∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]
m1 6=0

am1,m2

= lim
N→∞

N∑

k=−N+1

∑

n6=0

(
1

4nz + a + 4(k − 1)
− 1

4nz + a + 4k
)

)

= lim
N→∞

∑

n6=0

(
1

4nz + a − 4N
− 1

4nz + a + 4N
)

)

=
1

2z
lim

N→∞

∞∑

n=1

((
a − 4N

4z
+ n

)−1

+

(−a − 4N

4z
− n

)−1
)

.Sommons maintenant sur les a ∈ (Z/4Z)∗. En réutilisant la formule (2), on obtient :
2zB(z) =

∞∑

n=1

((
a − 4N

4z
+ n

)−1

+

(
a − 4N

4z
− n

)−1
)

+

∞∑

n=1

((−a − 4N

4z
+ n

)−1

+

(−a − 4N

4z
− n

)−1
)

= π cot(
π(a − 4N)

4z
)

︸ ︷︷ ︸

−−−−→
N→∞

−i

+
4z

4N − a
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
N→∞

0

+π cot(−π(a + 4N)

4z
)

︸ ︷︷ ︸

−−−−→
N→∞

−i

+
4z

4N + a
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
N→∞

0Don ∑

a∈(Z/4Z)∗

∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]

am1,m2(z) = −i
π

zUn alul similaire nous donne la dernière formule.22



Nous sommes maintenant en mesure d'établir la deuxième propriété fondamentale.Proposition 33. La fontion F est invariante par Γ0(4).Démonstration. Clairement F (z+1) = F (z). Il reste à montrer que F (a·z) = F (z). Nous renvoyonsà la partie sur la fontion θ4 pour voir que ela su�t.Lemme. Pour tout z ∈ H, on a − 1

4z2
F (− 1

4z
) = F (z)Démonstration. Nous allons nous baser sur 4 aluls intermédiaires. Remarquons d'abord que

1

4z2
G

(0,a)
2 (− 1

4z
) = 4

∑

m1≡0[4]

∑

m2≡a[4]

(4m2z − m1)
−2 (4)et

1

4z2

(

4 · G(a,0)
2 (− 1

4z
· 4)
)

=
∑

m1≡a[4]

∑

m2≡0[4]

(m2z − m1)
−2. (5)En introduisant le terme am1,m2(z) = 1

m1z+m2−4 − 1
m1z+m2

, on rend les séries dé�nissant G
(0,a)
2et G

(a,0)
2 absolument onvergentes. Comme la somme des am1,m2 se télesope, on a

G
(0,a)
2 (z) =

∑

m1≡0[4]

∑

m2≡a[4]

(
(m1z + m2)

−2 − am1,m2(z)
)

=
∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]

(
(m1z + m2)

−2 − am1,m2(z)
)

= 4 ·
(

1

4z2
G

(a,0)
2 (−1/z)

)

+
∑

m2≡a[4]

∑

m1≡0[4]

am1,m2(z). (6)De même
G

(a,0)
2 (4z) =

1

4
·
(

1

4z2
G

(0,a)
2 (−1/(4z))

)

+
∑

m2≡0[4]

∑

m1≡a[4]

am1,m2(4z) (7)Ainsi en ombinant les équations (4), (5), (6) et (7), on obtient
− 1

4z2
F (− 1

4z
) = − 1

4z2

[

G
(0,1)
2 (− 1

4z
) + G

(0,−1)
2 (− 1

4z
) − 4 ·

(

G
(1,0)
2 (−1

z
) + G

(−1,0)
2 (−1

z
)

)]

= −4 G
(1,0)
2 (4z) − 4 G

(−1,0)
2 (4z) + G

(0,1)
2 (z) + G

(0,−1)
2 (z) + 4C(4z) − B(z)

︸ ︷︷ ︸

=0

= F (z).Revenons à la démonstration de la proposition. De manière similaire à e que l'on avait faitdans le alul pour l'invariane de θ4, nous allons en déduire l'invariane par la transformationpar la matrie a de F .Notons
P =

(
0 −1
4 0

)

.On a l'identité PT−1

P−1 = a.
F (a · z) = F

(
(PT−1

P−1) · z
)

= −4
(
(T−1

P−1
)
· z)2F

(
(T−1

P−1
)
· z)

= −4(− 1

4z
− 1)2F (P−1 · z) = 4(

1 + 4z

4z
)2 · 4z2F (z)

= (4z + 1)2F (z) = j(a, z)F (z)23



Proposition 34. Les fontions θ4 et F sont les mêmes.Démonstration. On a F (∞) = 1 par le développement en série de Fourier. La variable loale en 0est ω = σ−1
0 · z où σ−1

0 =

(
0 −1/2
2 0

). On a don
f(− 1

4w
)

1

(2w)2
= −4w2f(w)

1

4w2
= −f(w) et F (0) = −1.Le théorème 22 donne que F (1/2) = 0. Don la forme modulaire θ4 −F de poids 2 pour Γ0(4)est une forme parabolique. Le théorème 28 donne F = θ4.Nous pouvons �nalement démontrer la formule énonée quelques pages plus t�t.3.3 La formule de JaobiThéorème 35 (Formule de Jaobi). Pour tout n ∈ N, r4(n) = 8

∑

d|n
4∤d

d.Démonstration. En identi�ant les oe�ients de Fourier des fontions F et θ4 à l'aide de l'équation(3) et la proposition 31, on trouve que pour tout n ∈ N,
r4(n) = 2 · 2

3ζ(2)
(cn − dn) = 8

( ∑

j|n
n/j impair j)− 2

(∑

j|n
j(ij + i−j)

)

.Séparons deux as :� Si n impair alors le premier terme vaut 8
∑

d|n d et le deuxième terme est nul.� Si n est pair, on érit n = 2rn0 ave n0 impair.Le premier terme vaut alors
∑

d|n
n/d impair d =

∑

d|n0

2rd,et pour le seond terme
∑

d|n
d(id + i−d) = 2

∑

d|n
2|d

(−1)d/2d = 2
r∑

i=1

∑

d|n0

(−1)2
i−1d 2id

= 2((−1) · 2 +

r∑

i=2

2i)
∑

d|n0

d = (2r+2 − 12)
∑

d|n0

d.Au total
r4(n) =

(
8 · 2r − 2(2r+2 − 12)

)∑

d|n0

d = 24
∑

d|n0

d.Reste à véri�er que si (d|n et 4 ∤ n) alors (d|n0) ou (d = 2d′ et d′|n0 ). Ainsi
8
∑

d|n
4∤d

= 8
(∑

d|n0

d +
∑

d|n0

2d
)

= 24
∑

d|n0

d = r4(n).Dans les deux as, nous avons le résultat voulu que nous enadrons ar nous sommes trèsontents : 24



r4(n) = 8
∑

d|n
4∤d

d.

La méthode que nous avons utilisée ii pour aluler les oe�ients r4(n) n'est peut être pasla plus simple. Mais elle présente l'intérêt prinipal de pouvoir se généraliser à l'étude de r4d(n).En e�et, dans le as général, on peut déomposer la fontion θ4d sur les séries d'Eisenstein, demanière à annuler les valeurs aux pointes mais il restera une forme parabolique.La mirale qui nous a permis de traiter le as de r4(n) vient du fait qu'une forme paraboliquede poids 2 est nulle. Dans le as général, Deligne a démontré en 1974 une onjeture de Ramanujanqui ontr�le la taille des oe�ients de Fourier du terme parabolique.On peut alors érire dans le as général :
rd(n) = δd + Oǫ

(

n
d/2−1

2 +ǫ
)où δd ∼ n

d
2−1.
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A Un peu de série de Fourier omplexeProposition 36. Soit f une fontion holomorphe véri�ant f(z + 1) = f(z), alors on a
f(z) =

∑

n∈Z

cne2iπnz.ave cn =
∫ iα+1

iα f(z)e2iπz dz ave α ∈ R quelonque.Démonstration. A y �xé, la fontion fy(x) = f(x + iy) est C∞ et 1-périodique de R dans C. Elles'érit don omme somme de sa série de Fourier
fy(x) =

∑

n∈Z

an(y) e2iπx =
∑

n∈Z

an(
z − z

2i
) e2iπ( z+z

2 ).Comme la fontion f est holomorphe, on a
∂f

∂z
=
∑

n∈Z

(− 1

2i
a′

n(y) + iπnan(y)) e2iπx = 0.Don pour tout n, on a
a′

n(y) = −2πnan(y) et ∃cn tel que an = cne−2πny.Ainsi
f(z) =

∑

n∈Z

cne−2πny e2iπx =
∑

n∈Z

cne2iπnzet cn = ane2πny =
∫ iy+1

iy
f(z)e2iπz dz ave y quelonque.B Un peu de transformée de FourierProposition 37. La transformée de Fourier de f(x) = e−πx2 est f̂(ξ) = e−πξ2

.Démonstration. Posons g(ξ) =
∫

R e−π(x+iξ) dx. On a
(g(0))2 = (

∫

R

e−πx2 dx dx)2 =

∫

R2−{0}
e−π(x2+y2) dxdy =

∫

R+
∗ ×[0,2π]

e−πρ2

ρ dρ dθ = 1.Or
g′(ξ) =

∫

R

∂φ(x, ξ)

∂ξ
dx =

∫

R

i
∂φ(x, ξ)

∂x
dx = 0 ave φ(x, ξ) = e−π(x+iξ)2 .Finalement

f̂(ξ) =

∫

R

e−πx2

e−2iπxξ dx =

∫

R

e−π(x+iξ)2e−πξ2 dx = g(ξ)e−πξ2

= e−πξ2

.Proposition 38. Soient c ∈ R, y ∈ C tel que Re(y) > 0, la transformée de Fourier de fc,y(x) =

e−π(x+c/2)2y est f̂c,y(ξ) = 1√
y e−πξ2/y eiπcξ.Démonstration. La fontion fc,y est bien à déroissane rapide. Un hangement de variable simpledonne le résultat.Proposition 39. Pour tout z ∈ H, θ4(

−1

2z
) = −z2 θ4(z/2).26



Démonstration. La formule de Poisson (f. p. 18) donne pour Re(y) > 0

∑

m∈Z

e−πm2y =
1√
y

∑

m∈Z

e−πm2/y.Le hangement de variable y = −iz donne
θ(
−1

2z
) =

√
−iz θ(z/2).Et le résultat s'ensuit.C Les séries d'Eisenstein de poids stritement supérieur à 2Si k > 2, z ∈ H, posons

E
(∞)
k (z) =

∑

γ∈ Γ0(4)∞
\Γ0(4)

j(γ, z)−k/2 où j(γ, z) = (cz + d)2.La raison pour laquelle on somme sur Γ0(4)∞\Γ0(4) est que ela orrespond exatement àsommer sur tout les j(γ, z) distints pour γ ∈ Γ0(4).On dé�nit les séries d'Eisenstein aux autres pointes de H/Γ0(4) par passage aux variablesloales. Nous noterons E
(pi)
k (z) la série d'Eisenstein à la pointe pi.Proposition 40. La série dé�nissant E

(∞)
k (z) onverge normalement sur tout ompat de H.Démonstration. Commençons par nous intéresser au lemme suivant :Lemme. Si σ > 2 alors pour tout z ∈ H la série ∑

n,m∈Z

1

|nz + m|σ onverge.Démonstration. On �xe z ∈ H. Il existe une onstante C tel que |nz + m| > C
√

n2 + m2. Ainsi
∑

n,m∈Z

1

|nz + m|σ 6
1

C

∑

n,m∈Z

1

(n2 + m2)σ/2
.Reste à voir que la deuxième série onverge. Mais on la majore aisément par un multiple de

∫

R2−K

dxdy

(x2 + y2)σ/2où K est un voisinage ompat de 0. Cette intégrale onverge bien et se alule par passage auxoordonnées polaires par exemple.Revenons à la démonstration de la proposition. Supposons d'abord que z appartienne au do-maine fondamental D. On a alors :
|mz + n|2 = m2zz + 2mnRe(z) + n2 > m2 − mn + n2 = |mρ − n|2.D'après le lemme préédent, la série ∑′

1/|mρ− n|2k est onvergente et on a
∑

γ∈ Γ0(4)∞
\Γ0(4)

j(γ, z)−2k 6
∑

n,m∈Z

′ 1

(mz + n)2k
6
∑

n,m∈Z

′ 1

(mρ − n)2k
.Le symbole ∑′ signi�e que la somme porte sur les éléments non nuls. La série onverge uni-formément sur D. 27



Soit K un ompat de H. Érivons Γ(1) = {s1, s2, . . . , sn, . . .} et posons Un =
⋃n

i=1 siD.La famille d'ouverts (Un)n∈N reouvre H don K et il existe n tel que K ⊂ Un. Alors si C =
mini=1..n ||j(s−1

i , z)||∞,K > 0, on a
∀z ∈ K, E

(∞)
k (g · z) = j(g, z) E

(∞)
k (z)don

||E(∞)
k (z)||∞,K 6 C ||E(∞)

k (z)||∞,D.Théorème 41. Les fontions d'Eisenstein sont des formes modulaires de poids k. De plus
E

(∞)
k (∞) = 2, E

(∞)
k (0) = 0, E

(∞)
k (−1/2) = 0.De même E

(pj)
k (z) vaut 2 en pj et s'annule aux autres pointes.Démonstration. La proposition 40 donne que E

(∞)
k est une fontion holomorphe sur H. La pro-priété d'invariane déoule de

j(γγ′, z) = j(γ′ · z)j(γ, γ′ · z).Reste à voir que E
(∞)
k est holomorphe à haque pointe de l'ation de Γ0(4) sur H :� La fontion E
(∞)
k est holomorphe à l'in�ni. Cela revient à prouver qu'elle a une limite pour

Im(z) → ∞. Or, on peut supposer que z reste dans le domaine fondamental D ; vu quela onvergene est uniforme sur D, ela permet de passer à la limite terme à terme. Lestermes 1/(mz + n)2k relatifs à m 6= 0 donnent 0. Les termes où m=0 provienne de la lassed'équivalene de 1 et -1. On a don E
(∞)
k (∞) = 2.� Pour les autres pointes p1, p2, on a par dé�nition

E
(∞)
k (pi) = E

(pi)
k (∞).On passe à la limite terme par terme. Les j(γg−1, z) suseptibles de ne pas s'annuler àl'in�ni sont eux tel que, en prenant le bon représentant de la lasse d'équivalene de γ, onait γg−1 = ±1. Il n'y a pas de tels éléments ar g n'appartient pas à Γ0(4). Don

E
(∞)
k (pi) = E

(pi)
k (∞) = 0.La dernière assertion vient de

E
(∞)
k (∞) = E

(p1)
k (p1) = E

(p2)
k (p2) = 2.On voit aussi que, omme g2g1 n'appartient pas à Γ0(4)

E
(p1)
k (p2) = lim

Im(z)→∞

∑

γ∈ Γ0(4)∞
\Γ0(4)

j(γg−1
1 g−1

2 , z) = 0.De même E
(p2)
k (p1) = 0.Corollaire 42. Le séries d'Eisenstein E

(pi)
k , i = 1, . . . , 3 engendrent un sous-espae de dimension3 de Mk(Γ0(4)). De plus, tout f ∈ Mk(Γ0(4)) s'érit de façon unique

f = e + hoù e appartient au sous-espae engendré par les séries d'Eisenstein et h ∈ Sk(Γ0(4)) (i.e. uneforme parabolique).Démonstration. Cela est une onséquene direte de la proposition préédente.28
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