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κέγηζην δπλαηφ πιήζνο επαλαιήςεσλ πνπ έρεη απνδεηρζεί απφ ηελ αλάιπζε 

ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, απνδεηθλχεηαη φηη ην πιήζνο 

επαλαιήςεσλ ζηα παξαδείγκαηα δηάζηαζεο n είλαη n(n+1)/2, επηβεβαηψλνληαο έηζη 

φηη ην γλσζηφ φξην πνιππινθφηεηαο ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο, Ο(n
3
), δελ κπνξεί λα 

βειηησζεί γηα ηνλ αιγφξηζκν απηφ. 
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1. ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 

Η αλάπηπμε παξαδεηγκάησλ ζηα νπνία επαλαιεπηηθνί αιγφξηζκνη εθηεινχλ κεγάιν 

πιήζνο επαλαιήςεσλ, κπνξεί απ΄ φηη γλσξίδνπκε, λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ εμαγσγή 

απνηειεζκάησλ πνιππινθφηεηαο ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο κε δχν ηξφπνπο. Πξηλ 

πεξηγξάςνπκε ηνπο δπν ηξφπνπο αο αλαθαιέζνπκε ζηε κλήκε καο κεξηθέο απιέο 

έλλνηεο. Έζησ n ε δηάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηφο θαη Ο(f(n)) ην πιήζνο ησλ 

επαλαιήςεψλ ζηε ρεηξφηεξε πεξίπησζε. Αλ ν αιγφξηζκνο παίξλεη ρξφλν Ο(g(n)) ζε 

θάζε επαλάιεςε, ε πνιππινθφηεηα ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ηεο 

ηάμεο  Ο(f(n)g(n)). 

 Ο πξψηνο ηξφπνο εμαγσγήο απνηειεζκάησλ εθαξκφδεηαη ζε αιγφξηζκνπο ησλ 

νπνίσλ ε πνιππινθφηεηα ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο είλαη άγλσζηε. Η αλάπηπμε 

παξαδεηγκάησλ ζηα νπνία ν αιγφξηζκνο εθηειεί Θ(f(n)) επαλαιήςεηο κε ρξφλν 

Θ(g(n)) ζε θάζε επαλάιεςε, απνδεηθλχεη ακέζσο φηη ε πνιππινθφηεηα ρεηξφηεξεο 

πεξίπησζεο είλαη ηεο ηάμεο Ω(f(n)g(n)). Σα παξαδείγκαηα απηνχ ηνπ ηχπνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο γηα λα απνδεηρζεί φηη έλαο αιγφξηζκνο δελ είλαη 

πνιπσλπκηθφο. Υαξαθηεξηζηηθφο εθπξφζσπνο ηεο θαηεγνξίαο απηήο είλαη ε θιαζηθή 



“Pythagoras -Funding of research groups in the University of Macedonia, Priority Action 2.2.e, Action 

2.2.3, Measure 2.2, to be implemented within the framework of the Operational Programme “Education 

and Initial Vocational Training II (EPEAEK) and co - financed by the European Union [3rd Community 

Support Framework, 75% financed by the European Social Fund 25% National Resources]” 

2 

εξγαζία ησλ Klee-Minty [ΚΜ1972], κε ηελ νπνία ιχζεθε έλα απφ ηα πην γλσζηά 

αλνηρηά πξνβιήκαηα ηεο επνρήο εθείλεο, αλ δειαδή ν αιγφξηζκνο simplex ηνπ 

Dantzig [Dan1949, 1963] γηα ην γξακκηθφ πξφβιεκα είλαη πνιπσλπκηθφο ή φρη. ΢ηελ 

εξγαζία απηή αλαπηχρζεθαλ γξακκηθά πξνβιήκαηα δηάζηαζεο n, ζηα νπνία έλαο 

απιφο θαλφλαο πεξηζηξνθήο ηνπ αιγνξίζκνπ simplex εθηειεί 2
n 

- 1
 
επαλαιήςεηο, 

απνδεηθλχνληαο έηζη φηη ν αιγφξηζκνο simplex δελ είλαη πνιπσλπκηθφο. ΢ηε ζπλέρεηα 

ν Jeroslow [Jer1973] απέδεημε παξφκνηα απνηειέζκαηα γηα ηνπο δχν πην γλσζηνχο 

θαλφλεο πεξηζηξνθήο, ηνλ θαλφλα ηνπ κέγηζηνπ ζηνηρείνπ, πνπ είλαη γλσζηφο θαη ζαλ 

θαλφλαο Dantzig, θαη ηνλ θαλφλα ηεο κέγηζηεο αχμεζεο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. Παξφκνηα απνηειέζκαηα γηα άιινπο θαλφλεο πεξηζηξνθήο 

παξνπζηάδνληαη ζηηο εξγαζίεο Avis-Chvatal [AC1978], Goldfarb-Sit [GS1979], Roos 

[Roo1990] θαη Paparrizos [Pap1989]. ΢ην ρψξν ηνπ Γηθηπαθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ 

αλαπηχρζεθαλ παξφκνηα παξαδείγκαηα απφ ηνλ Zadeh [Zad1973a, 1973b] θαη ηνλ 

Cunnigham [Cun1979].   

 ΢ην δεχηεξν ηξφπν ε πνιππινθφηεηα ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο ηνπ αιγνξίζκνπ, αο 

πνχκε Ο(h(n)), είλαη γλσζηή. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε αλάπηπμε παξαδεηγκάησλ ζηα 

νπνία ν αιγφξηζκνο παίξλεη ρξφλν Θ(h(n)) απνδεηθλχεη ακέζσο φηη ην φξην 

πνιππινθφηεηαο ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο είλαη πξάγκαηη Ο(h(n)). Η αλάπηπμε ηέηνησλ 

παξαδεηγκάησλ είλαη πνιχ ζεκαληηθή γηαηί απνηξέπεη ηνπο εξεπλεηέο απφ ηελ κάηαηα 

πξνζπάζεηα βειηίσζεο ηνπ παξαπάλσ νξίνπ. Σα απνηειέζκαηα απηνχ ηνπ ηχπνπ 

αλαπηχζζνληαη θπξίσο γηα πνιπσλπκηθνχο αιγνξίζκνπο θαη εκθαλίδνληαη ζπρλά γηα 

αιγνξίζκνπο Γηθηπαθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ. Ο Balinski [Bal1986] ρξεζηκνπνηψληαο 

πξνεγνχκελα απνηειέζκαηά ηνπ γηα ηελ επηβεβαίσζε ηεο πξφβιεςεο Hirsch ζηα 

πνιχεδξα ηνπ Πξνβιήκαηνο Μεηαθνξάο [Bal1984], αλέπηπμε παξαδείγκαηα ηνπ 

Πξνβιήκαηνο Αληηζηνίρεζεο (ΠΑ), ζηα νπνία νη δηθνί ηνπ αιγφξηζκνη ππνγξαθψλ 

[Bal1986 θαη 1985] παίξλνπλ ρξφλν Θ(n
3
). ΢εκεηψλνπκε εδψ φηη νη αιγφξηζκνη 

ππνγξαθψλ είλαη νη πξψηνη αιγφξηζκνη πνπ επηηπγράλνπλ ην θαιχηεξν γλσζηφ φξην 

ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο Ο(n
3
). 

 Πξφζθαηα αλαθαιχθζεθαλ λένη αιγφξηζκνη γηα ην Πξφβιεκα Αληηζηνίρεζεο 

[Pap1991], [AKP1991], [Pap1995]. Οη αιγφξηζκνη απηνί θαηαζθεπάδνπλ αθνινπζίεο 

ζεκείσλ, ηα νπνία δελ είλαη εθηθηά νχηε ζην πξσηεχνλ νχηε ζην δπτθφ πξφβιεκα. Γη‟ 

απηφ ην ιφγν νλνκάδνληαη Αιγφξηζκνη Δμσηεξηθψλ ΢εκείσλ (Α.Δ.΢.). 

Πξνθαηαξθηηθέο ππνινγηζηηθέο κειέηεο, [AKP1991] θαη [PPS2006] απνθαιχπηνπλ 

φηη νη αιγφξηζκνη απηνί είλαη απνηειεζκαηηθνί ζηελ πξάμε. Ιδηαίηεξα ν αιγφξηζκνο 

πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εξγαζία [Pap1995], πνπ επηηπγράλεη θη απηφο ην θαιχηεξν 

γλσζηφ φξην πνιππινθφηεηαο ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο Ο(n
3
) θαη είλαη ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειεζκαηηθφο ζηελ πξάμε, αξρηθνπνηείηαη κε έλα πξσηφηππν πξάγκαηη ηξφπν 

ζέηνληαο φιεο ηηο κεηαβιεηέο (πξσηεχνπζεο θαη δπτθεο) ίζεο κε κεδέλ. Δίλαη δε, θαηά 

ηελ άπνςή καο, ν πην απιφο αιγφξηζκνο γηα ην Πξφβιεκα Αληηζηνίρεζεο. ΢ηελ 

εξγαζία απηή πεξηγξάθνληαη παξαδείγκαηα ζηα νπνία ν αιγφξηζκνο απηφο εθηειεί 

n(n+1)/2 επαλαιήςεηο θαη παίξλεη ρξφλν Θ(n
3
). Απνδεηθλχεηαη έηζη φηη ην παξαπάλσ 

φξην επαλαιήςεσλ δελ κπνξεί λα βειηησζεί γη‟ απηφ ηνλ αιγφξηζκν. 

 Σν ππφινηπν ηκήκα ηε εξγαζίαο νξγαλψλεηαη σο εμήο. ΢ην επφκελν ηκήκα 

πεξηγξάθεηαη ην ΠΑ θαη νη ζπλζήθεο βειηηζηφηεηαο. Ο αιγφξηζκνο πεξηγξάθεηαη ζην 

ηκήκα 3. Σα παξαδείγκαηα θαη νη βέιηηζηεο ιχζεηο ηνπο πεξηγξάθνληαη ζην ηκήκα 4. 

΢ην ηκήκα 5 απνδεηθλχεηαη φηη ν αιγφξηζκνο εθηειεί ζπλνιηθά n(n+1)/2 επαλαιήςεηο 

ζε παξαδείγκαηα δηάζηαζεο n.  
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2. ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΣΙ΢ΣΟΙΥΗ΢Η΢ ΚΑΙ ΟΙ ΢ΤΝΘΗΚΔ΢ 

ΒΔΛΣΙ΢ΣΟΣΗΣΑ΢ 

 

Η καζεκαηηθή κνξθή ηνπ ΠΑ είλαη ε παξαθάησ:  

 (ΠΑ):  max  

n

j

n

i 11

cij xij                                           (2.1a) 

  κ.π.  

n

j 1

xij =1,  i=1, 2,…, n  

               

n

i 1
xij =1,  j=1, 2,…, n                              (2.1b) 

              xij  ≥ 0,        i, j=1, 2,…, n                             (2.1c) 

φπνπ ε ιέμε max ζεκαίλεη λα βξεζεί ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο θαη ε ζπληφκεπζε 

κ.π. πεγάδεη απφ ηελ έθθξαζε “κε πεξηνξηζκνύο”. Σν δηπιφ άζξνηζκα ηεο ζρέζεο 

(2.1a) νλνκάδεηαη αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, νη ηζφηεηεο (2.1b) ηζνηηθνί πεξηνξηζκνί 

θαη νη αληζφηεηεο (2.1c) πεξηνξηζκνί κε αξλεηηθόηεηαο ή θπζηθνί πεξηνξηζκνί. Οη 

κεηαβιεηέο xij είλαη νη άγλσζηεο κεηαβιεηέο, νη νπνίεο πνιιέο θνξέο ζα νλνκάδνληαη 

κεηαβιεηέο απνθάζεσλ ή πξσηεύνπζεο κεηαβιεηέο. Πξνθαλψο ην ΠΑ νξίδεηαη 

πιήξσο απφ ηελ ηεηξαγσληθή κήηξα C, ηα ζηνηρεία cij ηεο νπνίαο είλαη νη ζπληειεζηέο 

ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Ο αξηζκφο n είλαη ε δηάζηαζε ηνπ ΠΑ. 

 Απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο (2.1b) θαη (2.1c) πξνθχπηεη ακέζσο φηη είλαη:  

0 ≤ xij ≤ 1,  γηα i, j=1,2,…n 

΢ηελ πξάμε νη πεξηνξηζκνί κε αξλεηηθόηεηαο (2.1c) αληηθαζίζηαληαη ζπλήζσο κε ηνπο 

πεξηνξηζκνχο 

xij =0 ή 1,  γηα i, j=1,2,…n 

Έηζη, αλ xij = 1, ε γξακκή i αληηζηνηρεί ζηε ζηήιε j ηεο κήηξαο C θαη αληίζηξνθα, 

γεγνλφο απφ ην νπνίν πξνέξρεηαη ην φλνκα ηνπ πξνβιήκαηνο. Δίλαη εχθνιν λα δεη 

θάπνηνο φηη ζα ππάξρνπλ αθξηβψο n κεηαβιεηέο απφθαζεο xij ίζεο κε 1. Κάζε κηα 

απφ απηέο ηηο „κνλαδηαίεο‟ κεηαβιεηέο ηθαλνπνηεί αθξηβψο 2 ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο 

(2.1b), γεγνλφο πνπ ζπλεπάγεηαη φηη ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία cij είλαη ηνπνζεηεκέλα 

έηζη ψζηε θάζε γξακκή θαη θάζε ζηήιε ηεο κήηξαο C λα πεξηέρεη αθξηβψο έλα 

ζηνηρείν πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα κνλαδηαία κεηαβιεηή απόθαζεο.  

 Μηα ιχζε είλαη έλα ζεκείν x=(xij) θαη ζα νλνκάδεηαη εθηθηή, αλ ηθαλνπνηεί φινπο 

ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ ΠΑ. Μηα εθηθηή ιχζε είλαη βέιηηζηε, αλ ε αληίζηνηρε ηηκή 

ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, πνπ ζπρλά νλνκάδεηαη αληηθεηκεληθή ηηκή, είλαη ε 

κέγηζηε δπλαηή. Δίλαη γλσζηφ φηη ε ιχζε x είλαη βέιηηζηε, αλ ππάξρνπλ δπτθέο 

κεηαβιεηέο  

   ui, i=1,2,…n (πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο γξακκέο ηεο κήηξαο C), 

   vj, j=1,2,…n (πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ζηήιεο ηεο κήηξαο C), 

νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηηο παξαθάησ δχν ζπλζήθεο  

   sij=cij-ui-vj ≥0,   i, j=1,2,…n                          (2.2a) 

   sij xij=0,             i, j=1,2,…n                          (2.2b) 

Οη κεηαβιεηέο sij νλνκάδνληαη ειιεηκκαηηθέο κεηαβιεηέο.  

 Οη ζρέζεηο (2.2a) νλνκάδνληαη πεξηνξηζκνί δπτθήο εθηθηόηεηαο θαη δειψλνπλ φηη 

νη κεηαβιεηέο ui θαη vj είλαη εθηθηέο ζην πξφβιεκα: 
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   (ΓΠ): min   

n

j 1

( uj +  vj )                                 (2.3a) 

             κ.π.  ui + vj ≤ cij,     i, j=1,2,…n                   (2.3b) 

ην νπνίν είλαη γλσζηφ σο Γπτθφ Πξφβιεκα (ΓΠ) ηνπ ΠΑ. Σν ΠΑ ζα νλνκάδεηαη 

πνιιέο θνξέο Πξσηεχνλ Πξφβιεκα (ΠΠ). Οη ζρέζεηο (2.2b) νλνκάδνληαη ζπλζήθεο 

ζπκπιεξσκαηηθήο ραιαξόηεηαο θαη δειψλνπλ φηη γηα θάζε δεπγάξη ηηκψλ i, j 

ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο κεηαβιεηέο xij, sij είλαη ίζε κε κεδέλ.  

 Απφ ηελ πξνεγεζείζα αλάιπζε πξνθχπηεη φηη ην ΠΑ επηιχεηαη, αλ ππνινγηζηνχλ 

ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ xij, ui θαη vj γηα i, j=1,2,…n, νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο 

(2.1b), (2.1c), (2.2a) θαη (2.2b). Σφηε νη κελ ηηκέο ησλ xij  απνηεινχλ βέιηηζηε ιχζε 

ηνπ ΠΑ, νη δε ηηκέο ησλ ui θαη vj απνηεινχλ βέιηηζηε ιχζε γηα ην ΓΠ. Δπηπιένλ, νη 

αληηθεηκεληθέο ηηκέο ησλ δχν αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ είλαη ίζεο. 

 Σν ΠΑ πνιιέο θνξέο παξηζηάλεηαη κε έλα δηκεξέο γξάθεκα G=(R, D, A), φπνπ 

R=D={1,2,…n} είλαη ηα δχν ζχλνια θφκβσλ θαη Α={(i, j): i  R, j  D} είλαη ην 

ζχλνιν ησλ ηφμσλ. Σα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ R (D) αληηζηνηρνχλ ζηηο γξακκέο 

(ζηήιεο) ηεο κήηξαο C. ΢ηα ζρήκαηα νη θφκβνη ηνπ ζπλφινπ R ζα παξηζηάλνληαη κε 

θχθινπο θαη νη θφκβνη ηνπ ζπλφινπ D κε ηεηξάγσλα. Σα ηφμα (i, j) θαηεπζχλνληαη 

απφ ηνπο θφκβνπο γξακκέο i ζηνπο θφκβνπο ζηήιεο j. 

 Μεξηθνί αιγφξηζκνη ζε θάζε επαλάιεςε ππνινγίδνπλ έλα δέληξν Σ ηνπ 

γξαθήκαηνο G. Οη αιγφξηζκνη απηνί νλνκάδνληαη πεξηζηξνθηθνί ή ηύπνπ simplex. Σα 

ηφμα ηνπ δέληξνπ Σ νλνκάδνληαη βαζηθά θαη ηα ππφινηπα κε βαζηθά. Γνζέληνο ελφο 

δέληξνπ Σ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηηκέο ησλ xij σο εμήο. Γηα θάζε κε βαζηθή 

κεηαβιεηή ζέηνπκε xij=0 θαη ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ βαζηθώλ κεηαβιεηψλ απφ 

ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ (2.1b) Σν ζχζηεκα απηφ έρεη αθξηβψο 

κία ιχζε. Η ιχζε πνπ ππνινγίδεηαη κε απηφ ηνλ ηξφπν νλνκάδεηαη βαζηθή ιύζε. 

Πξνθαλψο κία βαζηθή ιύζε είλαη εθηθηή, αλ είλαη xij ≥ 0 γηα θάζε (i, j)  T. 

Μπνξνχκε επίζεο λα ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ δπτθψλ κεηαβιεηψλ απφ ηελ 

επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

    uj + vj = cij,    γηα θάζε (i, j)  T  

Δπεηδή ην ζχζηεκα απηφ έρεη 2n-1 εμηζψζεηο θαη 2n άγλσζηνπο, επηιέγεηαη κηα 

κεηαβιεηή, αο πνχκε ε ui, ηίζεηαη ui=δ θαη νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ κεηαβιεηψλ 

ππνινγίδνληαη σο ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο δ. Μπνξεί φκσο εχθνια λα δηαπηζησζεί φηη νη 

ηηκέο sij  είλαη αλεμάξηεηεο ηεο ηηκήο δ. Δπεηδή είλαη xij=0 γηα θάζε (i, j)  T θαη sij=0 

γηα θάζε (i, j)  T. Οη πεξηζηξνθηθνί αιγφξηζκνη ηθαλνπνηνχλ ηε ζπλζήθε ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθήο ραιαξόηεηαο ζε φιε ηε δηάξθεηα ησλ ππνινγηζκψλ. 

 

 

3. ΠΔΡΙΓΡΑΦΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΤ 

 

Ο αιγφξηζκνο μεθηλά ηνπο ππνινγηζκνχο ζέηνληαο xij=0, ui=0 θαη vj=0 γηα θάζε i, j = 

1, 2, ... n θαη ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο (2.1c) θαη (2.2b) ζε φιε ηε δηάξθεηα ησλ 

ππνινγηζκψλ. Αλ έλαο πεξηνξηζκφο ηνπ ηχπνπ (2.1b) ηθαλνπνηεζεί ζε θάπνην ζεκείν 

ησλ ππνινγηζκψλ, παξακέλεη ηθαλνπνηεκέλνο ζε φιε ηε δηάξθεηα ησλ κεηέπεηηα 

ππνινγηζκψλ. Αληίζεηα, είλαη δπλαηφλ ζε θάπνην ζεκείν λα ηθαλνπνηεζνχλ νη 

ζπλζήθεο ηεο δπτθήο εθηθηφηεηαο (2.2a) (ή νη ηζνδχλακέο ηνπο (2.3b)) θαη ζε 

επφκελεο επαλαιήςεηο λα κελ ηθαλνπνηνχληαη. Όκσο ζην ηέινο ησλ ππνινγηζκψλ ε 

δπτθή εθηθηφηεηα απνθαζίζηαηαη ηαπηφρξνλα κε ηελ ηθαλνπνίεζε ηνπ ηειεπηαίνπ 

πεξηνξηζκφ ηνπ ηχπνπ (2.1b) ππνινγίδνληαο έηζη κηα βέιηηζηε ιχζε. Δπεηδή ν 
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αιγφξηζκνο ππνινγίδεη ζεκεία, ηα νπνία δελ είλαη εθηθηά ζε φιε ηε δηάξθεηα ησλ 

ππνινγηζκψλ, νχηε ζην πξσηεχνλ πξφβιεκα νχηε ζην δπτθφ, ν αιγφξηζκνο είλαη 

πξνθαλψο έλαο αιγφξηζκνο εμσηεξηθψλ ζεκείσλ. 

 ΢ε θάζε επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ ππνινγίδεηαη ε κήηξα S=(sij) ή ηζνδχλακα νη 

δπτθέο κεηαβιεηέο ui θαη vj γηα i, j=1,2,…n. Τπελζπκίδνπκε φηη ην αξρηθφ ζεκείν 

ηίζεηαη ui=0 θαη vj=0 γηα i, j = 1,2,…n θαη επνκέλσο αξρηθά είλαη S=C. Τπνινγίδεηαη 

επίζεο έλα δάζνο F απφ ξηδσκέλα δέληξα ηνπ γξαθήκαηνο G=(R, D, A), ην νπνίν 

δηακεξίδεηαη ζε δχν ππνδάζε F
R
 θαη 

 
F

D
. Σν αξρηθφ δάζνο απνηειείηαη απφ ηνπο 

θφκβνπο ηνπ γξαθήκαηνο G θαη δελ πεξηέρεη ηφμα. ΢ην αξρηθφ δάζνο φινη νη θφκβνη 

είλαη ξίδεο, ην αξρηθφ ππνδάζνο F
R
 πεξηέρεη φινπο ηνπο θφκβνπο γξακκέο ελψ ην 

ππνδάζνο F
D
 πεξηέρεη φινπο ηνπο θφκβνπο ζηήιεο, βιέπε ΢ρήκα 3.1. 

 
 

 
 

Σρήκα 3.1 Επνπηηθή παξνπζίαζε ηνπ ζεκείνπ μεθηλήκαηνο 

 Τπελζπκίδνπκε φηη ζηα ξηδσκέλα δέληξα ππάξρεη έλαο δηαθεθξηκέλνο θφκβνο, ε 

ξίδα θαη νη ππφινηπνη θφκβνη δηαηάζζνληαη ζε επίπεδα 1,2,…h. Η ξίδα βξίζθεηαη ζην 

επίπεδν κεδέλ. Σν επίπεδν k ζην νπνίν βξίζθεηαη έλαο θφκβνο νλνκάδεηαη βάζνο ηνπ 

θόκβνπ. Σν κέγηζην βάζνο θφκβνπ νλνκάδεηαη βάζνο ηνπ δέληξνπ. Αλ Σ είλαη έλα 

ξηδσκέλν δέληξν, w έλαο θφκβνο ζην επίπεδν k θαη z έλαο θφκβνο ζην επίπεδν k+1 

θαη ην δέληξν πεξηέρεη έλα απφ ηα ηφμα (w, z) θαη (z, w), ν θφκβνο w ζα νλνκάδεηαη 

γνλέαο ηνπ θφκβνπ z θαη θφκβνο z παηδί ηνπ θφκβνπ w. Έλαο θφκβνο πνπ δελ έρεη 

παηδηά ζα νλνκάδεηαη θύιιν. Έλα δέληξν κε ξίδα ηνλ θφκβν k ζα ζπκβνιίδεηαη 

κεξηθέο θνξέο κε Tk. Σα ηφμα ελφο ξηδσκέλνπ δέληξνπ δηακεξίδνληαη ζε δχν ζχλνια. 

Σα ηφμα ηνπ ελφο ζπλφινπ θαηεπζχλνληαη καθξηά απφ ηε ξίδα θαη νλνκάδνληαη „πξνο 

ηα θάησ‟ θαη ηα ηφμα ηνπ άιινπ ζπλφινπ θαηεπζχλνληαη πξνο ηε ξίδα θαη 

νλνκάδνληαη „πξνο ηα πάλσ‟. 

 ΢ε θάζε επαλάιεςε ε κήηξα S θαη ην δάζνο F αλαλεψλνληαη σο εμήο. Πξψηα 

επηιέγεηαη έλα ηφμν (g, h) κε ηε ζρέζε 

sgh=min {sij: iF
R
, jF

D
}=δ 

Πξνζέμηε φηη ν θφκβνο g είλαη έλαο θφκβνο γξακκή ηνπ δάζνπο F
R
 θαη ν θφκβνο h 

είλαη έλαο θφκβνο ζηήιε ηνπ δάζνπο F
D
. Σν ηφμν (g, h) εηζάγεηαη ζην ηξέρνλ δάζνο F 

ζρεκαηίδνληαο έηζη ην γξάθεκα F (g, h). Σν ηφμν (g, h) ζα νλνκάδεηαη εηζεξρόκελν 

ηόμν. Μεηά ππνινγίδεηαη έλα ππνδέληξν Σ
*
 σο εμήο. Τπνινγίδεηαη ν βαζκφο ηνπ 

θφκβνπ h  F
D
 ρξεζηκνπνηψληαο κφλν ηφμα ηνπ δάζνπο F, δειαδή δελ ιακβάλεηαη 

ππφςε ην εηζεξρφκελν ηφμν (g, h). ΢πκβνιίδνπκε κε d(j) ην βαζκό ηνπ θόκβνπ j. Θα 

επηβεβαησζεί αξγφηεξα απφ ηνπο θαλφλεο ηνπ αιγνξίζκνπ φηη είλαη 0≤d(j) ≤2 γηα 

θάζε θφκβν ζηήιε ηνπ δάζνπο F. Έλαο θφκβνο k κε d(k)=0 ζα νλνκάδεηαη 

απνκνλσκέλε ξίδα ή απνκνλσκέλνο θόκβνο. 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ Σ
*
 δηαθξίλνπκε δχν πεξηπηψζεηο. 

 Περίπτωση 1 (d(h) > 0): ΢ηελ πεξίπησζε απηή ν θφκβνο ζηήιε h δελ είλαη 

απνκνλσκέλε ξίδα. 

 Υπνπεξίπησζε 1 (d(h) = 1): Ο θφκβνο h είλαη ξίδα ελφο δέληξνπ. Σίζεηαη Σ
*
=Σh 

θαη αλαλεψλεηαη ην δάζνο κε ηηο ζρέζεηο  

F
D

 F
R
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 F
D
 ← F

D
 ~T

*
,   F

R
 ← F

R  (g, h)  T
* 

 Υπνπεξίπησζε 2 (d(h) = 2): Ο θφκβνο h δελ είλαη ξίδα. Έζησ k ν παηέξαο ηνπ h. 

Γηαγξάθεηαη ην ηφμν (k, h)  F
D
, ηίζεηαη Σ

*
 =Σh θαη  αλαλεψλεηαη ην δάζνο κε ηηο 

ζρέζεηο  

 

 F
D
 ← F

D
 ~ (k, h) ~T

*
,   F

R
 ← F

R  (g, h)  T
* 

 Σν ηφμν (k, h) νλνκάδεηαη εμεξρόκελν. Πξνζέμηε φηη ην εμεξρφκελν ηφμν είλαη 

πάληα έλα πξνο ηα θάησ ηφμν θάπνηνπ δέληξνπ ηνπ F
D
. 

 Περίπτωση 2 (d(h) = 0): Ο θφκβνο hF
D
 είλαη απνκνλσκέλε ξίδα. Έζησ Σi ην 

κνλαδηθφ δέληξν ηνπ F
R
 πνπ πεξηέρεη ηνλ θφκβν γξακκή g. Σίζεηαη Σ

* 
= Σi θαη 

αλαλεψλεηαη ην δάζνο F κε ηηο ζρέζεηο  

 

F
D
 ← F

D
  (g, h)  T

*
,   F

R
 ← F

R 
~Σi 

 Ο ζπκβνιηζκφο x←y δειψλεη φηη ην αληηθείκελν x αληηθαζίζηαηαη απφ ην 

αληηθείκελν y. Μηα επαλάιεςε ζηελ νπνία εθαξκφδεηαη ε πεξίπησζε 1(2) ζα 

νλνκάδεηαη επαλάιεςε ηύπνπ 1(2) ή ηύπνπ Α(Β). 

 Ο αιγφξηζκνο ζηακαηά ηνπο ππνινγηζκνχο φηαλ ην δάζνο F
R
 εμαθαληζηεί, 

δειαδή γίλεη F
R 

= Ø. Σνλίδνπκε εδψ φηη γηα ηα δάζε ηζρχνπλ φια φζα έρνπκε 

αλαθέξεη γηα ηνπο πεξηζηξνθηθνύο αιγόξηζκνπο ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη γηα θάζε 

θφκβν ξίδα k ε αληίζηνηρε δπτθή κεηαβιεηή είλαη ίζε κε κεδέλ. 

 Οη πξσηεχνπζεο κεηαβιεηέο xij δελ είλαη απαξαίηεην λα ππνινγίδνληαη ζε θάζε 

επαλάιεςε, αλ θαη θάηη ηέηνην είλαη εθηθηφ. Ο ιφγνο πεγάδεη απφ ην γεγνλφο φηη νη 

ηηκέο xij κπνξνχλ εχθνια λα ππνινγηζηνχλ απφ ην ηειηθφ δάζνο F, γηα ην νπνίν φπσο 

έρνπκε ήδε αλαθέξεη ηζρχεη ε ζρέζε F=F
D
 (αθνχ είλαη F

R
=Ø). Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ 

ην ηφμν (i, j)  F είλαη πξνο ηα πάλσ, είλαη xij= 1. Όιεο νη ππφινηπεο πξσηεχνπζεο 

κεηαβιεηέο έρνπλ ηηκή 0. Γη‟ απηφ ην ιφγν δελ ππνινγίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο xij. 

 Γηα ηελ πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ δελ απαηηείηαη ππνινγηζκφο ησλ δπτθψλ 

κεηαβιεηψλ, αιιά κφλν ησλ ηηκψλ sij. Όκσο νη δπτθέο κεηαβιεηέο ζα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ θαη γη‟ απηφ ην ιφγν ζα 

πεξηγξάςνπκε ακέζσο ηψξα πψο αλαλεψλνληαη. Αλ ε επαλάιεςε είλαη ηύπνπ 1 

ηίζεηαη: 

    ui ← ui-δ,     αλ i  Σ
* 

         (3.1a) 

    ui ← ui,        αλ i  Σ
*
                     

 

    vj ← vj+δ,    αλ j  Σ
* 

         (3.1b)
 

    vj ← vj,        αλ j  Σ
*
                     

Αληίζεηα, ζηηο επαλαιήςεηο ηύπνπ 2 ε αλαλέσζε γίλεηαη κε ηνπο ηχπνπο:  

    ui ← ui+δ,    αλ i  Σ
* 

         (3.2a)
 

    ui ← ui,        αλ i  Σ
*
                     

 

    vj ← vj-δ,     αλ j  Σ
* 

         (3.2b)
 

    vj ← vj,        αλ j  Σ
*
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 Με ηε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (3.1) θαη (3.2) κπνξεί λα επηβεβαησζεί φηη ε αλαλέσζε 

ησλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ sij κπνξεί λα γίλεη απ‟ επζείαο ζηε κήηξα S κε ηνπο 

παξαθάησ ηχπνπο. Αλ ε επαλάιεςε είλαη ηύπνπ 1 ηίζεηαη: 
 

   sij ← sij + δ,    αλ i  Σ
*
    θαη j=1,2,…n 

          (3.3) 

   sij ← sij – δ,    αλ i  Σ
*
    θαη i=1,2,…n           

 

Αλ ε επαλάιεςε είλαη ηύπνπ 2 ε αλαλέσζε γίλεηαη κε ηνπο ηχπνπο:  

   sij ← sij – δ,    αλ j  Σ
*
    θαη j=1,2,…n 

          (3.4) 

   sij ← sij + δ ,   αλ j  Σ
*
    θαη i=1,2,…n           

 ΢ην ΢ρήκα 3.2 απεηθνλίδεηαη κηα επαλάιεςε ηχπνπ 1 θαη ζην ΢ρήκα 3.2 κηα 

επαλάιεςε ηχπνπ 2 

 

  

 

Σρήκα 3.2 Αλαλέσζε ησλ F
R
 θαη F

R
 ζε κηα επαλάιεςε ηύπνπ 1(ππνπεξίπησζε 2) 

 

  

 

Σρήκα 3.3 Αλαλέσζε ησλ F
R
θαη  F

R
 ζε κηα επαλάιεςε ηύπνπ 2 

 Απφ πιεπξάο ππνινγηζκνχ ηεο πνιππινθφηεηαο, δηεπθνιχλεη ζεκαληηθά ε 

νκαδνπνίεζε ησλ επαλαιήςεσλ ζε ζηάδηα. Θα νλνκάδνπκε ζηάδην κηα κέγηζηε 

αθνινπζία δηαδνρηθψλ επαλαιήςεσλ ηύπνπ 1 αθνινπζνχκελε απφ κηα επαλάιεςε 

F
R

 

F
R

 F
D

 

F
D
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ηύπνπ 2. Δπεηδή ε πξψηε επαλάιεςε είλαη ηύπνπ 2 ην πξψην ζηάδην απνηειείηαη 

πάληνηε απφ κηα επαλάιεςε. 

 Σν κέγηζην πιήζνο ησλ επαλαιήςεσλ ελφο ζηαδίνπ κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ ηε 

κνξθή ηνπ δάζνπο F
D
 αθξηβψο πξηλ ηελ πξψηε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ σο εμήο. 

Έζησ k ην πιήζνο ησλ θφκβσλ ζηειψλ j ηνπ δάζνπο F
D
, νη νπνίνη δελ είλαη 

απνκνλσκέλεο ξίδεο, δειαδή είλαη d(j) ≥ 1. Δπεηδή ζε θάζε επαλάιεςε ηύπνπ 1 ην 

δέληξν Τ
*
 κεηαθέξεηαη απφ ην δάζνο F

D
 ζην δάζνο F

R
 θαη πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

θφκβν ζηήιε πνπ δελ είλαη απνκνλσκέλε ξίδα, ν κέγηζηνο αξηζκφο επαλαιήςεσλ 

ηύπνπ 1 είλαη k θαη επνκέλσο ην πιήζνο επαλαιήςεσλ ηνπ ζηαδίνπ είλαη k + 1.  

 Θα απνδείμνπκε ηψξα φηη ην πιήζνο ησλ ζηαδίσλ ζε έλα πξφβιεκα δηάζηαζεο n 

είλαη επίζεο n. ΢ην αξρηθφ δάζνο ππάξρνπλ n απνκνλσκέλνη θφκβνη γξακκέο θαη n 

απνκνλσκέλνη θφκβνη ζηήιεο. ΢ην ηέινο ηνπ πξψηνπ ζηαδίνπ ππάξρνπλ αθξηβψο n–1 

απνκνλσκέλνη θφκβνη γξακκέο θαη n–1 απνκνλσκέλνη θφκβνη ζηήιεο. Δμεηάδνληαο 

ηψξα πξνζεθηηθά ηνπο θαλφλεο ηνπ αιγφξηζκνπ κπνξεί θάπνηνο λα δεη εχθνια φηη αλ 

έλαο θφκβνο ζηήιε j ζε θάπνηα επαλάιεςε πάξεη ζεηηθφ βαζκφ, ζα έρεη ζεηηθφ βαζκφ 

ζε φιεο ηηο επφκελεο επαλαιήςεηο. Δπηπιένλ, αλ πάξεη βαζκφ 2 ζε θάπνηα επαλάιεςε 

ζα έρεη βαζκφ 2 ζε φιεο ηηο επφκελεο επαλαιήςεηο. Σα παξαπάλσ ζεκαίλνπλ φηη θάζε 

κε απνκνλσκέλνο θφκβνο ζηήιε έρεη αθξηβψο έλα παηδί, γεγνλφο πνπ ζηε ζπλέρεηα 

ζπλεπάγεηαη φηη ζην ηέινο θάζε ζηαδίνπ ην πιήζνο ησλ απνκνλσκέλσλ θφκβσλ 

ζηειψλ ηνπ δάζνπο F
D
 ειαηηψλεηαη θαηά 1. Άξα, ην πιήζνο ησλ ζηαδίσλ είλαη n. 

 Δπεηδή ζην αξρηθφ δάζνο φινη νη θφκβνη ζηήιεο είλαη απνκνλσκέλνη θφκβνη, ην 

κέγηζην πιήζνο επαλαιήςεσλ (ηύπνπ 1 θαη ηύπνπ 2) ηνπ ζηαδίνπ t είλαη t θαη ην 

κέγηζην πιήζνο ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ αιγφξηζκνπ είλαη: 
 

1 + 2 + 3 + … + n = n(n + 1)/2 

 Μπνξεί λα απνδεηρηεί φηη ν ρξφλνο εθηέιεζεο ελφο ζηαδίνπ είλαη ηεο ηάμεο Ο(n
2
), 

γεγνλφο πνπ ζπλεπάγεηαη φηη ε πνιππινθφηεηα ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο ηνπ 

αιγφξηζκνπ είλαη Ο(n
3
). 

 

 

4. ΣΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ ΚΑΙ ΟΙ ΒΔΛΣΙ΢ΣΔ΢ ΛΤ΢ΔΙ΢ ΣΟΤ΢ 

 

Σα παξαδείγκαηα δηάζηαζεο n, ζηα νπνία ν αιγφξηζκνο εθηειεί ην κέγηζην πιήζνο 

επαλαιήςεσλ, πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ nxn κήηξα θφζηνπο  C κε ζηνηρεία 
 

cij =ij,           i, j = 1, 2, 3, …, n. 

Πξνθαλψο είλαη  

       1    2    3    ……     n 

       2    4    6    ……    2n 

       3    6    9    ……    3n 

    C =    .     .     .                   . 

       .     .     .                   . 

       .     .     .                   . 

       n   2n   3n   ……    n
2
 

 

΢ηε ζπλέρεηα. φηαλ ζα ιέκε παξαδείγκαηα ζα ελλννχκε ηα πξνβιήκαηα 

αληηζηνίρεζεο πνπ πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ παξαπάλσ κήηξα θφζηνπο. 

 Σν βέιηηζην δάζνο πνπ ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο ζην παξάδεηγκα δηάζηαζεο n 

απνηειείηαη απφ έλα δέληξν κε ξίδα ηνλ θφκβν ζηήιε n θαη επνκέλσο είλαη  
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vn = 0. 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα ην δέληξν είλαη έλαο δξφκνο απφ ηνλ θφκβν ζηήιε n ζηνλ 

θφκβν γξακκή n ζηνλ νπνίν ηα δηαδνρηθά ηφμα είλαη  
 

(1,n), (1,n-1), (2,n-1), (2, n-2), …, (n-1,2), (n-1,1) (n, 1). 

΢ην ΢ρήκα 4.1 απεηθνλίδνληαη κεξηθά βέιηηζηα δέληξα.  
 

 
Σρήκα 4.1 Μεξηθά βέιηηζηα δέληξα : a) n = 1, b) n = 2, n = 3, c) γεληθό δέληξν γηα 

δηάζηαζε n. 

 Θα δείμνπκε πξψηα φηη ηα παξαπάλσ δέληξα είλαη βέιηηζηα. Δίλαη εχθνιν λα 

επηβεβαησζεί φηη ε ιχζε ηνπ πξσηεχνληνο πξνβιήκαηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ην 

βέιηηζην δάζνο είλαη  

x1, n = x2,n-1 = … = xn-1.2 = xn,1 =1,  

xij = 0, γηα θάζε άιιν ζπλδπαζκφ ησλ η, j 

Με άιια ιφγηα. ηα θειηά ηεο κήηξαο C πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ηηκέο xij = 1, είλαη απηά 

πνπ βξίζθνληαη ζηε δηαγψλην πνπ θαηεπζχλεηαη απφ ηελ θάησ αξηζηεξή γσλία ζηελ 

πάλσ δεμηά. Πξνθαλψο, ε ιχζε απηή είλαη εθηθηή ζην πξσηεχνλ πξφβιεκα (ΠΠ). 

 Τπνινγίδνπκε ηψξα ηε δπτθή ιχζε πνπ αληηζηνηρεί ζην βέιηηζην δέληξν. 

Θέηνπκε αξρηθά vn=0 (επεηδή ν θφκβνο ζηήιε n είλαη ξίδα ηνπ δέληξνπ) θαη ζηε 

ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηηο ππφινηπεο δπτθέο κεηαβιεηέο κε ηε ζεηξά 

u1, vn-1, u2, vn-2, …un-2, v2, un-1, v1, un 

Πξάγκαηη, επεηδή (1, n) είλαη ην πξψην ηφμν ηνπ δξφκνπ, απφ ηελ εμίζσζε s1n=c1n-u1-

vn=0 θαη ηελ ηηκή vn=0, πξνθχπηεη φηη είλαη  
 

u1 = c1n = n 
 

Σν δεχηεξν ηφμν ηνπ δξφκνπ είλαη (1,n-1) θαη απφ ηε ζρέζε s1,n-1=c1,n-1-u1-vn-1=0 

πξνθχπηεη φηη είλαη  

vn-1 = c1,n-1 - u1 = n – 1 + n = –1 
 

Η ιχζε πνπ ζα πξνθχςεη απφ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη: 
 

ui = i (2n – i +1) / 2,               i=1,2,…,n               (4.1a) 
 

vj = - (n – j)(n –j +1) / 2,        j=1,2,…,n               (4.1b) 
 

Πξάγκαηη γηα ηφμα ηνπ βέιηηζηνπ δέληξνπ πνπ είλαη ηεο κνξθήο (k, n-k) θαη 

πξνθαλψο είλαη πξνο ηα θάησ, έρνπκε 
 

   sk,n-k  = ck,n-k – uk – vn-k 

            = k(n - k) – k(2n -k+1)/2 + (n - n+k)(n - n+k+1)/2 

            = (2kn – 2k
2
 – (2kn –k

2
 + k) + k

2
 + k) / 2 
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            = 0 

Δπίζεο, γηα ηα ηφμα ηεο κνξθήο (k, n-k+1), πνπ είλαη πξνο ηα πάλσ, έρνπκε 

   sk,n-k+1  = ck,n-k+1 – uk – vn-k+1 

            = k(n – k+1) – k(2n - k+1)/2 + (n - n+k-1)(n-n+k-1+1)/2 

            = (2kn – 2k
2
 + 2k – (2kn –k

2
 + k) + k

2
 - k) / 2 

            = 0 

 Έρνπκε ηψξα ζηα ρέξηα καο κηα ιχζε xij, ε νπνία είλαη εθηθηή ζην πξσηεχνλ 

πξφβιεκα θαη κηα ιχζε ui, vj ηνπ δπτθνχ πξνβιήκαηνο, ε νπνία καδί κε ηε ιχζε xij 

ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε ηεο ζπκπιεξσκαηηθήο ραιαξόηεηαο 
 

sij xij=0,    γηα θάζε i, j=1,2,…n. 
 

Δπνκέλσο κέλεη αθφκα λα δείμνπκε φηη ε ιχζε ui, vj είλαη εθηθηή ζην δπτθφ 

πξφβιεκα (ΓΠ), δειαδή φηη είλαη sij ≥ 0, γηα θάζε i, j=1,2,…n. Πξνο ην ζθνπφ απηφ 

επηιέγνπκε δείθηεο i, j ηέηνηνπο ψζηε λα ηζρχεη ε ζρέζε  
 

i+j = n+k                           (4.2) 
 

Έηζη, ηα ζηνηρεία πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ηηκή k=1 βξίζθνληαη ζηε δηαγψλην ηεο 

κήηξαο πνπ θαηεπζχλεηαη απφ ηελ θάησ αξηζηεξή γσλία ζηελ πάλσ δεμηά. Σε 

δηαγψλην απηή ζα ηελ νλνκάδνπκε θύξηα θαηαρξεζηηθή δηαγώλην. Άιιεο ηηκέο ηνπ k 

αληηζηνηρνχλ ζε δεπηεξεύνπζεο θαηαρξεζηηθέο δηαγώληνπο. Γηα παξάδεηγκα, ε ηηκή 

k=2 αληηζηνηρεί ζηε δεπηεξεύνπζα θαηαρξεζηηθή δηαγώλην, πνπ βξίζθεηαη αθξηβψο 

θάησ απφ ηελ θύξηα θαηαρξεζηηθή. Παίξλνληαο ηηκέο 1≤ i, j ≤n θαη k=-(n-1), k=-(n-2), 

…, k=-1, k=0, k=1, …., k=n δηαηξέρνπκε φια ηα ζηνηρεία ηεο κήηξαο.  

 Απφ ηε ζρέζε (4.2) έρνπκε j=n+k-i θαη επνκέλσο είλαη:  

   si,n+k-i  = ci,n+k-i – ui – vn+k-i 

            = i(n + k-i) – i(2n - i+1)/2 + (-k+i)(-k+i+1)/2 

            = (2ni + 2ik –2i
2
 – i(2n –i + 1) + (k

2
 + i

2
- 2ki –k+i) ) / 2 

            = (k
2
 – k) /2  = k (k-1) /2 

Δίλαη ηψξα εχθνιν λα επηβεβαησζεί φηη ε παξάζηαζε k(k-1)/2 δελ παίξλεη αξλεηηθέο 

ηηκέο γηα αθέξαηεο ηηκέο ηνπ k. Πξάγκαηη γηα k=0 θαη k=1 είλαη k(k-1)=0. Γηα k≥2 

είλαη k(k-1) >0. Γηα k≤-1 είλαη k<0 θαη k-1 ≤-2 <0 θαη άξα είλαη  k(k-1) >0. Δπνκέλσο, 

γηα φια ηα ζηνηρεία ηεο κήηξαο S είλαη sij≥0. Η γεληθή κνξθή ηεο βέιηηζηεο κήηξαο S 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 4.2. 
 

 
Σρήκα 4.2 Η κνξθή ηεο βέιηηζηεο κήηξαο S 
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 5. ΟΙ ΔΠΑΝΑΛΗΦΔΙ΢ ΔΝΟ΢ ΢ΣΑΓΙΟΤ 

 

 Θα δείμνπκε ηψξα φηη ν αιγφξηζκνο εθηειεί αθξηβψο k(k+1)/2 επαλαιήςεηο φηαλ 

εθαξκφδεηαη ζην παξάδεηγκα δηάζηαζεο k. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα δείμνπκε 

επαγσγηθά φηη ν αιγφξηζκνο ζην ζηάδην n εθηειεί n  επαλαιήςεηο. Θπκεζείηε φηη ε 

ππφζεζε ηεο επαγσγήο ηζρχεη γηα n = 1 ζε θάζε πξφβιεκα αληηζηνίρεζεο.  

 Λήκκα. Έζησ φηη ν αιγφξηζκνο εθαξκνδφκελνο ζην παξάδεηγκα δηάζηαζεο n+1, 

ππνινγίδεη πξψηα ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ παξαδείγκαηνο δηάζηαζεο n, ε νπνία 

πεξηγξάθεθε ζην πξνεγνχκελν ηκήκα. Σφηε, ν αιγφξηζκνο ζα ππνινγίζεη ηε βέιηηζηε 

ιχζε παξαδείγκαηνο δηάζηαζεο n+1 εθηειψληαο n+1 επαλαιήςεηο.  

 Απόδεημε. Σν αξρηθφ ζεκείν, αθξηβψο πξηλ ηελ πξψηε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ 

n+1 θαίλεηαη παξαζηαηηθά ζην ζρήκα 5.1. Σν ζεκείν απηφ πξνθχπηεη απφ ην 

βέιηηζην ζεκείν ηνπ παξαδείγκαηνο δηάζηαζεο n, ζέηνληαο un+1=0, vn+1=0 θαη xij=0 

γηα i=n+1 ή, j=n+1. Τπελζπκίδνπκε επίζεο φηη είλαη vn=0 

 

 

 
 

Σρήκα 5.1 Επνπηηθή αλαπαξάζηαζε αξρηθνύ ζεκείνπ ηνπ ζηαδίνπ n+1 

 

Δίλαη ηψξα εχθνιν λα επηβεβαησζεί φηη ην j ζηνηρείν ηεο n+1 γξακκήο ηεο κήηξαο S, 

φπνπ j=1, 2, …n, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε  
 

   sn+1,j  = cn+1,j – un+1 – vj 

            = j(n + 1) + (n - j)(n – j + 1)/2  

            = n (n + 1)/2 + j (j+1)/ 2 ,                       (5.1α) 

ην i ζηνηρείν ηεο ζηήιεο n+1, φπνπ i=1, 2, …, n, απφ ηε ζρέζε 

   si,n+1  = ci,n+1 – ui – vn+1 

            = i(n + 1) – i(2n – i + 1)/2  

            =  i (i+1)/ 2                                               (5.1b) 

F
R

 F
D
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θαη είλαη 

   sn+1,n+1  = cn+1,n+1 – un+1 – vn+1 = (n+1)
2
              (5.1c) 

 

Απηέο νη ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ηεο κήηξαο S θαίλνληαη ζην ΢ρήκα 5.1 Απφ ηηο ζρέζεηο 

(5.1a) θαη (5.1b) πξνθχπηεη εχθνια φηη ηζρχνπλ νη αληζφηεηεο 
 

sn+1,j < sn+1,j+1,     j = 1, 2, …, n                    (5.2) 
 

 Αθξηβψο πξηλ ηελ πξψηε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ n+1 ην ππνδάζνο F
D
 

πεξηιακβάλεη φινπο ηνπο θφκβνπο ζηήιεο 1, 2, ..  , n, βιέπε ζρήκα 5.1. Δπεηδή ηα 

επηιέμηκα γηα εηζεξρφκελα ηφμα είλαη απηά πνπ ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία sij 

πεξηιακβάλνληαη ζηε ζρέζε (5.2) θαη ην ηφμν (n+1, n+1), ζπκπεξαίλνπκε απφ ηε 

ζρέζε (5.2) φηη γηα ηελ επηινγή ηνπ εηζεξρφκελνπ ηφμνπ έρνπκε  
 

min { sn+1,j : j = 1,2, … n + 1} = min { sn+1,1, sn+1,n+1} = sn+1,1 = n(n + 1)/2  +1 = δ1.   
 

Δπνκέλσο, εηζεξρφκελν είλαη ην ηφμν (n+1, 1) θαη επεηδή γηα ηνλ θφκβν ζηήιε 1 

είλαη d(1) = 2, κηα επαλάιεςε ηύπνπ 1 (ππνπεξίπησζε 2) εθαξκφδεηαη. 

 Πξνθαλψο εηζεξρόκελν είλαη ην ηφμν (n-1, 1) θαη ην ππνδέληξν Σ
*
 απνηειείηαη 

απφ ηνλ θφκβν γξακκή n ηνλ θφκβν ζηήιε 1 θαη ην κνλαδηθφ ηφμν πνπ ζπλδέεη 

απηνχο ηνπο δχν θφκβνπο, ην ηφμν (n,1). Δπεηδή ε επαλάιεςε είλαη ηύπνπ 1, ε 

αλαλέσζε ησλ δπτθψλ κεηαβιεηψλ γίλεηαη κε ηνπο ηχπνπο (3.1). Οη λέεο ηηκέο γηα ηηο 

δπτθέο κεηαβιεηέο un θαη v1 είλαη: 
 

un ← un – δ = n(n+1)/2 – n(n+1)/2 - 1 = - 1,        (5.3a) 

v1 ← v1+ δ = - n(n-1)/2 + n(n+1)/2 + 1 = n+1,     (5.3b)
 

Οη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ δπτθψλ κεηαβιεηψλ παξακέλνπλ ίδηεο. 

 Οη αλαλεψζεηο ησλ ηηκψλ απηψλ επηθέξνπλ αιιαγέο ζε κεξηθά ζηνηρεία sij ηεο 

κήηξαο S. Γηα ηελ θαηαλφεζε φκσο ησλ απνδείμεσλ αξθεί κφλν ν πξνζδηνξηζκφο ησλ 

εηζεξρόκελσλ ηφμσλ ζηελ επφκελε επαλάιεςε. Δπεηδή ηψξα ην ηξέρνλ ππνδάζνο F
R
 

πεξηιακβάλεη ηνπο θφκβνπο γξακκέο n+1 θαη n θαη ηνλ θφκβν ζηήιε 1θαη ην F
D
 ηνπο 

ππφινηπνπο θφκβνπο, ηα ππνςήθηα γηα ηελ επηινγή ηνπ εηζεξρφκελνπ είλαη ηα ηφμα  
 

(i, j)    κε  i = n + 1, n    θαη j ≥ 2 
 

 Απφ ηνλ ηχπν (5.3a) (ηζνδχλακα απφ ηνπο ηχπνπο (3.1)) κε ηνλ νπνίν 

αλαλεψλνληαη νη ηηκέο sij ζηελ πεξίπησζε ηεο επαλάιεςεο ηχπνπ 1, έρνπκε  
 

snj  = snj + δ1 = (j – 1)j/2 + n(n + 1)/2 + 1              (5.4a) 
 

΢πλδπάδνληαο ηψξα ηηο ηηκέο απηέο θαη ηηο ηηκέο ηνπ ηχπνπ (5.1a) έρνπκε γηα j = 2, 3, 

… , n φηη  
 

sn+1,j – snj = n(n + 1)/2 + j(j + 1)/2 - j(j - 1)/2 – n(n + 1)/2 – 1 = j – 1 > 0  
 

Γηα ηελ ηηκή j = n + 1 ε λέα ηηκή ηνπ sn,n+1 είλαη  
 

sn,n+1 =  sn, n+1 + δ1 = n(n + 1)/2 +  n(n + 1)/2 +1 = n(n + 1) + 1       (5.4b)  
 

θαη επνκέλσο είλαη  

sn+1,n+1 – sn,n+1 = (n +1)
2
 + n(n + 1)/2  > 0  

 
 

΢πκπεξαίλνπκε ηψξα φηη ην εηζεξρφκελν ηφμν είλαη έλα απφ ηα ηφμα  
 

(n, 2), (n, 3), … , (n, n), (n, n +1) 
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θαη ζπλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (5.4a) θαη (5.4b) πξνθχπηεη φηη είλαη  
 

min { sn,j : j = 2, 3, … ,n n+1} = sn2 =  n(n + 1)/2  +2 = δ2. 
 

Δπνκέλσο, πξηλ ηε δεχηεξε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ n + 1 είλαη  
 

δ2 =  sn2 = n(n + 1)/2 + 2, 
 

εηζεξρφκελν ηφμν είλαη ην (n, 2), εμεξρφκελν ηφμν είλαη ην (n -2, 2) θαη ην ππνδέληξν 

Σ* πεξηιακβάλεη ηνλ θφκβν γξακκή n – 1, ηνλ θφκβν ζηήιε 2 θαη ην ηφμν (n – 1, 2).  

 Σψξα έρνπκε ζέζεη ηηο βάζεηο γηα λα απνδείμνπκε ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα κε 

επαγσγή ζηνλ αξηζκφ t ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ ζηαδίνπ n + 1.  

 1) Αθξηβψο πξηλ ηελ t = 1, 2, … n, n + 1επαλάιεςε εηζεξρφκελν είλαη ην ηφμν (n 

– t +2, t) γηα ην νπνίν είλαη 
 

δt = sn-t+2,t = n(n +1)/2 +t, 
 

εμεξρφκελν είλαη ην ηφμν (n – t, t) θαη ην Σ* πεξηέρεη ηνλ θφκβν γξακκή  n +2 – t, ηνλ 

θφκβν ζηήιε t θαη θπζηθά ην ηφμν  (n + 2 – t, t). Σν ηξέρνλ δάζνο αθξηβψο πξηλ ηελ t 

επαλάιεςε έρεη ηε κνξθή ηνπ ΢ρήκαηνο 5.2, φπνπ ην εηζεξρφκελν ηφμν απεηθνλίδεηαη 

κε δηαθεθνκκέλε γξακκή θαη νη δπηθέο κεηαβιεηέο δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο :  

 
 

    0,          k = n+1 

              uk =  k(2n-k+1)/2 – n(n+1)/2 – k,         n+2-t ≤ k ≤ n (5.5a) 

    k(2n –k+1)/2,         1 ≤ k ≤ n+1-t  

 

 

    -(n-k)(n-k+1)/2 + n(n+1)/2 + k,    n+2-t ≤ k ≤ n  

             vk =         (5.5b) 

    -(n-k)(n –k+1)/2,        1 ≤ k ≤ n+1-t  

 

 

Γηα ηελ απφδεημε ηνπ απνηειέζκαηνο, ππνζέηνπκε φηη ην απνηέιεζκα ηζρχεη ζηηο 

επαλαιήςεηο 1,2,…, t-1 θαη απνδεηθλχνπκε φηη ηζρχεη ζηελ επαλάιεςε t, φπνπ t≤n+1. 

Πξνζέμηε φηη ε ππφζεζε ηεο επαγσγήο ηζρχεη (ην απνδείμακε ήδε) γηα ηηο 

επαλαιήςεηο 1 θαη 2.  

 Πξνθαλψο, ην εηζεξρόκελν ηφμν ζα επηιεγεί απφ ηα ηφμα (i, j) κε i=n+1, n,…, 

n+2-t θαη  j=t, t+1,…, n, n+1, ηα νπνία ζα νλνκάδνληαη επηιέμηκα ηόμα. Έρνπκε ήδε 

απνδείμεη φηη είλαη  
 

sn,j < sn+1,j,     γηα j ≥ 2 

 

Γηα λα νινθιεξσζεί ε απφδεημε είλαη αξθεηφ λα δείμνπκε φηη ηζρχνπλ νη παξαθάησ 

δχν ζρέζεηο 
 

  a) sn+2-k,j < sn+3-k,j,     γηα k=3, 4,…, t θαη  j=t, t+1,…, n, n+1 
 

  b) min { sn+2-t,j : j = t, t+1,…n, n+1} = sn+2-t,t =  n(n + 1)/2  + t 
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Σρήκα 5.2 Τν ηξέρνλ δέληξν ηνπ αιγνξίζκνπ αθξηβώο πξηλ ηελ t επαλάιεςε ηνπ n+1 

ζηαδίνπ 

 

Απφ ηε κνξθή ηεο βέιηηζηεο κήηξαο S  γηα ην παξάδεηγκα δηάζηαζεο n θαη ηελ 

ππφζεζε ηεο επαγσγήο έρνπκε γηα t ≤ j ≤ n+1 
 

sn+2-k,j = (j - k+1)(j – k+2)/2 + n(n + 1)/2   + k, 

sn+3-k,j = (j - k+2)(j – k+3)/2 + n(n + 1)/2   + k-1, 

θαη επνκέλσο  

sn+3-k,j - sn+2-k,j = (j - k+2)(2j – 2k+4)/2 – 1 

  = (j - k+2)
2
 - 1  

Δπεηδή φκσο είλαη j≥t θαη k≤t είλαη (j - k+2)
2
-1 ≥ 4-1=3 ≥0. Άξα είλαη  

sn+3-k,j ≥ sn+2-k,j 

Απηφ απνδεηθλχεη ηε ζρέζε a) γηα j<n+1. Γηα ηελ ηηκή j=n+1είλαη 

sn+2-k,n+1 = (n+2 - k)(n+3 – k)/2 + n(n + 1)/2   + k, 

  sn+3-k,n+1 = (n+3 - k)(n+4 – k)/2 + n(n + 1)/2   + k-1, 

θαη επνκέλσο  

 sn+3-k,n+1 - sn+2-k,n+1 = (n+3 – k)/2 (2n – 2k - 6)/2 – 1 

  = (n+3 - k)
3
 - 1  

Δπεηδή είλαη 3≤ k ≤t <n έρνπκε n-3-k >0. Δπνκέλσο είλαη  

sn+3-k,n+1 ≥ sn+2-k,n+1 

Δδψ νινθιεξψλεηαη ε απφδεημε ηνπ απνηειέζκαηνο a).  

F
R

 F
D

 



“Pythagoras -Funding of research groups in the University of Macedonia, Priority Action 2.2.e, Action 

2.2.3, Measure 2.2, to be implemented within the framework of the Operational Programme “Education 

and Initial Vocational Training II (EPEAEK) and co - financed by the European Union [3rd Community 

Support Framework, 75% financed by the European Social Fund 25% National Resources]” 

15 

 Η απφδεημε ηνπ απνηειέζκαηνο b) είλαη ζρεηηθά εχθνιε. Πξηλ ηελ t-1 επαλάιεςε, 

νη ηηκέο sn+2-t,j γηα j≥t είλαη ίδηεο κε ηηο ηηκέο πξηλ ηελ πξψηε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ 

n+1 θαη επνκέλσο ηζρχεη ε ζρέζε 
 

 sn+2-t,j < sn+2-t,j+1,       γηα j ≥ 2               (5.6) 

Δπεηδή ε επαλάιεςε t-1 είλαη ηύπνπ 1 θαη απφ ηελ ππφζεζε ηεο επαγσγήο έρνπκε  

δt-1 = n (n+1)/2 + t – 1, 

νη ηηκέο ησλ sn+2-t,j γηα j≥t κεηά ηελ t-1 επαλάιεςε δίλνληαη απφ ηε ζρέζε (3.3), νη 

ζρέζεηο (5.6) ηζρχνπλ κεηά ηελ t-1 επαλάιεςε. ΢πκπεξαίλνπκε φηη είλαη  

min { sn+2-t,j : j ≥ t } = sn+2-t,t  
 

Ιδηαίηεξα, αθξηβψο πξηλ ηελ t επαλάιεςε έρνπκε (επεηδή n+2-t+t = n+2) 
 

sn+2-t,t = 1 + δt-1 = 1 + t-1 = δt 
 

Η απφδεημε ησλ ηχπσλ (5.5) είλαη πιένλ πξνθαλήο. 

 Η επαγσγηθή δηαδηθαζία κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα ηηο επαλαιήςεηο 1, 2, …, n. 

Αθξηβψο πξηλ ηελ n+1 επαλάιεςε, ην ηξέρνλ δάζνο F
D
 πεξηέρεη κφλν ηνλ θφκβν 

ζηήιε n+1 θαη ηα επηιέμηκα γηα εηζεξρόκελα ηόμα είλαη ηα ηφμα  
 

(1, n+1), (2, n+1), …, (n, n+1), (n+1, n+1).  
 

Η επαγσγηθή δηαδηθαζία απνδεηθλχεη ακέζσο φηη εηζεξρφκελν ηφμν είλαη ην ηφμν (1, 

n+1) κε  

s1,n+1 = n (n+1)/2 + n+1 = δn+1  
 

Σψξα φκσο εθαξκφδεηαη κηα επαλάιεςε ηύπνπ 2 ζηελ νπνία Τ
*
 είλαη ην δέληξν 

(δξφκνο) κε ξίδα ηνλ θφκβν γξακκή n+1. Σν Τ
*
 πεξηέρεη ηνπο θφκβνπο ζηήιεο 1, 2, 

…, n θαη ηνπο θφκβνπο γξακκέο 1, 2, …, n+1. Πξνθαλψο κεηά ηελ επαλάιεςε n+1 

θαηαζθεπάδεηαη ην βέιηηζην δέληξν ηνπ παξαδείγκαηνο δηάζηαζεο n+1. Δδψ 

νινθιεξψλεηαη ε απφδεημε ηνπ Λήκκαηνο. 

 Σψξα κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ην θεληξηθφ απνηέιεζκα απηνχ ηνπ ηκήκαηνο. 

 Θεώξεκα. Όηαλ ν αιγφξηζκνο εθαξκφδεηαη ζην παξάδεηγκα δηάζηαζεο k εθηειεί 

k(k+1)/2 επαλαιήςεηο. 

 Απόδεημε. Δίλαη αξθεηφ λα δείμνπκε φηη ν αιγφξηζκνο εθαξκνδφκελνο ζε 

πξφβιεκα δηάζηαζεο k θαη εβξηζθφκελνο ζην ζηάδην n, φπνπ n<k, εθηειεί n  

επαλαιήςεηο. Σν απνηέιεζκα απηφ φκσο πξνθχπηεη εχθνια απφ ην πξνεγνχκελν 

ιήκκα κε επαγσγή ζηνλ αξηζκφ ησλ ζηαδίσλ. ΢ην ζηάδην 1 ε ππφζεζε ηεο επαγσγήο 

είλαη αιεζήο επεηδή ζε θάζε ΑΠ ην πξψην ζηάδην απνηειείηαη απφ κηα επαλάιεςε. 

Έζησ ινηπφλ φηη ε ππφζεζε είλαη αιεζήο ζην ζηάδην n. Αλ ζηε κήηξα ηνπ 

παξαδείγκαηνο δηάζηαζεο n+1 πξνζζέζνπκε γξακκέο θαη ζηήιεο ψζηε ην παξάδεηγκα 

λα γίλεη δηάζηαζεο k>n+1, ηα απνηειέζκαηα ηνπ πξνεγνχκελνπ ιήκκαηνο ηζρχνπλ 

γηα ην παξάδεηγκα δηάζηαζεο k. Πξάγκαηη, ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ ζηαδίνπ n+1 

ηζρχνπλ ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα:  
 

1)  Γηα θάζε k ≥ n+1 είλαη sk,j < sk+1,j 

2)  Γηα θάζε j ≥ n+1 είλαη si,j < si,j+1, 

Σα απνηειέζκαηα απηά ηζρχνπλ επεηδή ζε φιεο ηηο επαλαιήςεηο είλαη  

     uk = 0, γηα  k ≥ n+1    θαη   

     vk = 0, γηα  k ≥ n+1 
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Δπίζεο ηα απνηειέζκαηα απηά ζεκαίλνπλ φηη ζην ζηάδην n+1 ζα εθηειεζηνχλ νη 

επαλαιήςεηο φπσο αθξηβψο πεξηγξάθνληαη ζην πξνεγνχκελν ιήκκα. Απηφ 

νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε. 
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