L3 - Décidabilité V. Nesme/V. Poupet

TDO0. Codages sur N

On note (dans ce TD) N<“ I'ensemble des suites finies a valeurs entiéres.
Exercice 1 introduction

Montrer que N<“ est dénombrable.

En 1923, Fueter et Pélya ont démontré qu’il existe exactement deux polyndmes a deux
variables de degré deux a coefficients réels induisant une bijection de N? dans N.
Exercice 2 ordre et progres

1. Trouver ces deux polyndmes, appelés parfois «fonctions de couplage de Cantor ».
Chacun de ces polyndmes induit un ordre sur N?, de part sa bijection avec N. Exprimer
ces deux ordres.

A partir de maintenant on note x celui de ces deux polyndmes vérifiant x(0,1) = 1 et
(I1;, 1) la bijection réciproque de x.

2. Montrer que II;(z) < x. Etudier les cas d’égalité.

Exercice 3 plantons des arbres

1. Soit p, s € N. Calculer le nombre de p-uplets (z1, ..., z,) tels que
P
Z x; < S.
i=1

Exercice 4 bijections a la chaine

Soit 7 : N? — N une bijection. On définit par induction sur p > ¢ des fonctions
np: NP — N

{ m = idy
Mp+1(21, -y Tpr1) = N(Np(21, -0, Tp), Tpi1)

On note A la suite vide. On définit une fonction o, : N<v¥ - N:

0-77(<‘T15 "'7$p>) = 7)(29 - 1777p(‘r15 --wzp)) + 1 SIP Z 1
1. Montrer que o, est une bijection de N<“ dans N.
2. Montrer que la restriction de o, a N? s’exprime par un polyndme de degré 27.
Soit
) N2 - N
S\ - 2@+ -1

3. Montrer que ¢ est une bijection.
On note (II,, 1, ..., 11, ,,) 1a bijection réciproque de &,,.

4. Montrer que IT,, ;(z) < z Vi € {1, ..., p}. En quel cas a-t-on I'égalité ?



L3 - Décidabilité V. Nesme/V. Poupet

Exercice 5 un peu de mesure

Soit P un polynome de degré ¢, a p variables et a coefficients réels. Montrer que si P
établit une bijection de N? sur N, alors ¢ > p.

Exercice 6 fonctions rigolotes
Soit F une famille dénombrable d’applications de N dans N.

1. Montrer qu’il existe une application o : N — N dominant toute fonction de F (c’est-a-
dire : pour tout f € F, f = O4o0(a)).

2. Montrer qu'il existe une application croissante 3 : N — N telle que :
— aucune fonction de F ne domine (3, et
— aucune fonction de F tendant vers +oo n’est dominée par £.



