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CALCUL DE LAMBEK ET LOGIQUE LINEAIRE

Christian RETORE”

Résumeé - Abstract

Cet article est une présentation de la logique linéaire, qui est introduite comme
une extension du calcul de Lambek. Sans présupposer de connaissances par-
ticuliéres, nous exposons en détail les relations entre ces deux systemes, no-
tamment a travers I'étude des réseaux de démonstration, que nous définis-
sons. Il semble en effet que la logique linéaire, et plus particulierement les
réseaux de démonstration, soient une structure remarquablement riche ou dé-
crire la syntaxe des langues, comme en témoignent nombre de travaux ré-
cents.

We introduce linear logic as an extension of the Lambek calculus. Although
this article is almost self-contained, we thoroughly study the relations between
these two systems, in particular via the proof net notion, which we define. In-
deed, it seems that linear logic, and especially the theory of proof nets, is a
powerful structure for describing the syntax of natural languages, as may be
seen from many recent publications.
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INTRODUCTION

Cet article est une introduction a la logique linéaire qui se fonde sur le fait
suivant que nous établirons: le calcul de Lambek, bien connu des informati-
ciens linguistes, est un fragment d’'une variante non commutative de la logique
linéaire. Il s’agit donc d’un complément le plus explicite possible a la présenta-
tion générale de la logique linéaire donnée par A. Lecomte dans l'introduction
de ce numéro.

Lintérét linguistique du calcul de Lambek n’est plus a justifier: il permet
d’exprimer une grammaire catégorielle comme un calcul purement logique,
exempt de regles ad hoc. D’'importantes propriétés logiques en résultent: I'éli-
mination des coupures, la propriété de la sous-formule, I'existence de séman-
tiques algébriques completes et de sémantiques dénotationnelles. Ce sont la
autant d’outils que peut utiliser I'analyse syntaxique qui, dans ce cadre, est
ramenée a la démonstration automatique d’un énoncé. Mais ces propriétés lo-
giques du calcul de Lambek sont également utiles a I'interprétation sémantique
d’'un énoncé. En effet, une représentation sémantique a la Montague, c’est un
lambda terme, ce qui est également une représentation d’'une démonstration:
ainsi syntaxe et sémantique sont-elles décrites par des structures similaires.

Les limites linguistiques du calcul de Lambek sont essentiellement liées a
sa capacité générative limitée. Comme cela avait été conjecturé (Chomsky N.
1963:p. 413), le calcul de Lambek n’engendre que des langages algébriques
(Pentus M. 1993), et par conséquent, ne peut décrire de dépendances croi-
sées. Nombre d’autres phénomeénes, tels les constituants discontinus et les
extractions lui échappent également. Cette limitation suggére d’étendre le cal-
cul de Lambek, c’est-a-dire d’augmenter la classe des constructions linguis-
tiques dont il peut rendre compte, sans rien perdre, si possible, des qualités
logiques de ce systéme.

La logique linéaire est précisément une extension du calcul de Lambek
gui bénéficie des mémes atouts logiques. De plus, en raison de ses connec-
teurs trés élémentaires et de son morcellement des régles structurelles, elle
admet de nombreuses variantes, notamment non commutatives. La logique li-
néaire est donc une possibilité d’extension que les grammaires catégorielles
doivent envisager.

Un des concepts clefs qu’a introduit la logique linéaire est celui de ré-
seau de démonstration. Ce formalisme, que nous présentons ici, permet de
décrire les démonstrations comme des graphes. Nous nous intéresserons en
particulier aux réseaux de démonstration du calcul de Lambek, que nous ca-
ractérisons. Cette nouvelle vision des démonstrations du calcul de Lambek,
c’est-a-dire des analyses syntaxiques dans une grammaire catégorielle, est
riche de conséquences linguistiqgues, comme en témoignent les exemples sui-
vants ;1

— Dans le calcul de Lambek présenté traditionnellement, c’est-a-dire par

1. Encore ces exemples ne concernent-ils que le calcul de Lambek stricto sensu, tandis que
d’'autres variantes de la logique linéaire, développées dans le cadre des réseaux, présentent
aussi un intérét linguistique (Lecomte A. & Retoré C. 1995; Schena I. 1996; Abrusci V. M.
1995)....
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un calcul des séquents, des analyses syntaxiques correspondant a la
méme structure syntaxique sont malheureusement distinctes. Comme
nous le montrons ici, I'utilisation des réseaux de démonstration, en identi-
fiant les démonstrations inessentiellement différentes, évite ce probleme
des «ambiguités fallacieuses» (spurious ambiguities).

— Le calcul de la sémantiqgue de Montague d’'un énoncé a partir de son
analyse syntaxigue et de la sémantique des mots le constituant est quasi
immédiat lorsque syntaxe et sémantique sont décrites par des réseaux
de démonstration (de Groote Ph. & Retoré C. 1996).

— Symétriguement, la génération automatique d’'un énoncé dont la séman-
tique de Montague est connue se raméne a la construction d’un réseau
étiqueté par des lambda termes, en suivant les indications fournies par
la sémantique de Montague (Merenciano J. M. 1996).

— La reconstruction de tous les parenthésages phonologiques a partir de
'analyse syntaxique et de données exprimées dans l'algebre phonolo-
gique de M. Moortgat découle du lemme d’interpolation pour les réseaux
de démonstration (Bechet D. & de Groote Ph. 1996).

— Les analyseurs syntaxiques des grammaires hors contexte ne permettent
pas de mesurer la complexité instantanée d’un énoncé comportant des
relatives imbriquées. Lanalyse syntaxique exprimée par un réseau de
démonstration le permet: la mesure est un couple d’entiers qui se dé-
duisent du réseau (Johnson M. E. 1996).

— C’est grace aux réseaux, qui ont une structure trés proche des arbres,
gu’'une représentation des grammaires d’arbres adjoints (TAG) dans le
calcul de Lambek a été découverte (Abrusci V. M. et al. 1996).

Ces raisons justifient une présentation précise, rigoureuse et destinée
aux linguistes de la logique linéaire et des réseaux de démonstration. Pour ce
faire, en ne supposant qu’'une certaine familiarité avec les grammaires cate-
gorielles, nous avons ici rassemblé et parfois complété des résultats épars et
exprimés dans des formalismes tres variés. Cela est d’autant plus utile que
— pour l'instant? — les variantes non commutatives de la logique linéaire,
c’est-a-dire celles qui présentent un intérét grammatical, ne sont pas un theme
majeur dans les articles d’introduction a la logique linéaire. En ce qui concerne
la logique linéaire, introduite par (Girard J.-Y. 1987), on pourra consulter (Troel-
stra A. S. 1992) et (Girard J.-Y. 1995). Pour le calcul de Lambek, les articles
originaux (Lambek J. 1958; Lambek J. 1961) sont tout a fait lisibles, et les appli-
cations linguistiques sont treés bien décrites dans (Moortgat M. 1988; Moortgat
M. 1990; Lecomte A. 1994; Morrill G. 1994; Moortgat M. 1996).

Cet article contient le strict minimum pour présenter rigoureusement la
logique linéaire comme une extension du calcul de Lambek, et I'analyse syn-
taxique d’'un énoncé dans une grammaire de Lambek comme la construction
d’'un réseau de démonstration. En particulier nous ne traitons que de calculs
sans coupure, puisque cela suffit pour 'analyse syntaxique. 2 La section 1 rap-

2. De plus, cela eut un peu compliqué la caractérisation des réseaux de Lambek en termes
de bon parenthésage donnée dans 'avant-derniére section.
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pelle ce qu’est un calcul des séquents, de la maniére la plus explicite possible. 3
La section 2 présente le langage de la logique linéaire a partir de celui du cal-
cul de Lambek et étudie leur relation. La notion centrale est celle de polarité,
qui est difficile a attribuer: (Roorda D. 1991; van de Wiele J. 1990; Danos V.
1990; Lamarche F. 1994; Fleury A. 1996). Pour ce qui nous concerne ici, les
premiers résultats sont vraisemblablement (van de Wiele J. 1990), qui sont
en partie repris dans (Bellin G. & Scott P. J. 1994:pp. 37-43). Les sections
3, 4 et 5 présentent le calcul des séquents bilatére de la logique linéaire, le
calcul de Lambek comme un fragment de ce dernier et, finalement, un calcul
linéaire unilatere trés réduit, mais en fait équivalent au calcul bilatére. La sec-
tion 6 montre le lien entre, d’'une part le calcul unilatére et sa variante cyclique
(Yetter D. N. 1990), et, d’autre part, le calcul de Lambek et ses variantes (van
Benthem J. 1991). Ces résultats sont tous plus ou moins connus, via la notion
de polarité. La section 7 est consacrée aux réseaux de démonstration (Girard
J.-Y. 1987), qu'on présente a l'aide de graphes bicolores (Retoré C. 1996).
Cette section présente notamment la caractérisation des réseaux du calcul de
Lambek avec séquence vide en termes de bon parenthésage (certainement
connue de Roorda D., mais non publiée)* et celle, nouvelle mais toute simple,
des réseaux du calcul de Lambek sans la séquence vide — cette restriction est
pourtant essentielle pour I'analyse syntaxique, comme nous I'expliquons. Nous
concluons en montrant sur un exemple comment procéede I'analyse syntaxique
dans les réseaux de démonstration du calcul de Lambek sans la séquence
vide.

Je remercie A. Abeillé, Ph. de Groote, A. Lecomte, J.-Y. Marion, G. Perrier et les
rapporteurs de leurs commentaires — sans oublier D. Roegel dont les compétences
en ATEX m'ont été trés utiles.

1. QUELQUES REMARQUES SUR LE CALCUL DES SEQUENTS

Les calculs des séquents sont des sytemes de déduction logique intro-
duits par (Gentzen G. 1934), et qui permettent de nombreuses variations. Ce
sont des sytémes a trois niveaux: celui des formules, celui des séquents, et
celui des démonstrations.

1.1. Les formules

Un langage (logique) est un ensemble de formules formées a partir de
symboles propositionnels notés par des minuscules grecques «, 3,7v,... et
éventuellement des symboles n, sn, P, au moyen de connecteurs tels la néga-
tion (notée 1), la conjonction (notée &), la disjonction (notée g), les implications
(notées A\ B et B/A). On notera P la collection des symboles propositionnels.

3. Pour plus de détails sur ce sujet, on consultera par exemple (Girard J.-Y. et al. 1988).

4. (Roorda D. 1991) montre cette propriété mais pas sa suffisance, alors que tout le néces-
saire y est. Cette caractérisation est également présente, dans un formalisme plus algébrique
dans (Fleury A. 1996). Finalement, il existe depuis peu une caractérisation équivalente exclu-
sivement basée sur la notion de graphe bicolore, obtenue en en orientant les arétes, ce qui
permet en outre un traitement trés élégant du calcul avec coupures (Maringelli E. 1996).
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L'égalité entre formules est I'égalité entre chaine de caractéres; on distin-
guera, par exemple, (A®B)®C de AR(B®C), méme si la logique considérée
permet de démontrer I'associativité de .

1.2. Les séguents

Rappelons les conventions typographiques de ce genre de systemes: les
majuscules romaines A, B,C, F, H... désignent des formules, et les majus-
cules grecquesTI', A, ©,... des suites finies de formules, possiblement vides.

Un séquent® est une expression de la forme I' - A dont la signification
intuitive est: «de la conjonction des formules de T' se déduit la disjonction
des formules de A ». Lorsque I' est vide ce séquent s’écrit - A et se com-
prend comme la disjonction des formules de A, puisque I'élément neutre de la
conjonction est «vrai». En particulier, le séquent - ¥ ou ¥ est une formule se
comprend comme la formule £'.

1.3. Les démonstrations

Les démonstrations sont régies par un calcul, dit des séquents, qui définit
inductivement les démonstrations. Ce sont des arbres de séquents, dont les
feuilles sont soit des séquents particuliers appelés hypotheses, soit des ins-
tances des axiomes et dont les branchements sont des instances des régles.
Une instance d'un axiome ou d’une régle est tout simplement un axiome ou
une régle dans lesquels les variables de formules ou de suites de formules
ont été remplacées par des formules particuliéres du langage ou des suites
particuliéres de formules du langage.

— Les regles (généralement unaires ou binaires) sont notées:

(prémisse:) ' - I (prémisses:) T T AFAf
. ; nom-de-la-regle . - nom-de-la-regle
(conclusion:) @+ © (conclusion:) @ - ©

— Les axiomes (qui peuvent se voir comme des regles zéro-aires) sont sur-
lignés d’un trait portant le nom de I'axiome utilisé :
nom-de-I'axiome

-1
— Les hypothéses sont simplement des séquents particuliers.

— la racine est appelé le séquent conclusion:

nom-de-la-derniére-regle-utilisée
THIY
Une démonstration se comprend ainsi: « des séquents hypothéses on
déduit le séquent conclusion». Lorsqu’un séquent s admet une démonstration
sans hypothése dans un calcul des séquent CS, on dit que s est démontrable
dans CS, ce que I'on notera s € CS. En particulier, une tautologie est une
formule F telle que (- F) € CS.

5. On devrait plutot dire une séquence, mais le mot est passé dans I'usage.
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1.3.1. Reégles dérivables

Etant donné un calcul des séquents CS, une regle de prémisses s] ...s;
et de conclusion s* — ou s*,s] ...s} sont des séquents comportant des va-
riables de formules et des variables de suites de formules — , est dite déri-
vable si et seulement s'il existe une démonstration comportant des variables
de formules et de suites de formules qui n'utilise que les régles et axiomes de
CS et qui a pour seules hypothéses s} .. .s} et pour conclusion s*.

Il est alors clair qu’un séquent est démontrable dans le calcul enrichi de
la régle dérivable si et seulement s'il I'est dans le calcul originel: étant donnée
une démonstration du calcul enrichi, il suffit de remplacer toute application de
la régle dérivable par une instance adéquate de la démonstration correspon-
dante.

2. LANGAGES CATEGORIEL ET LINEAIRE

2.1. Le langage linéaire vu comme une extension du langage catégoriel

Le langage usuel des grammaires catégorielles est celui du calcul de
Lambek:

La=P|LRL|L]L|L\L

Comme on le sait, le produit du calcul de Lambek se comporte comme
une conjonction, et les deux symboles \ et / comme des implications. Dans
les présentations usuelles du calcul de Lambek, le produit est plutdt noté par
un point «-» ou « e »; jutilise ici la notation « @ » (fois), qui est celle de la
logique linéaire. J'ai par contre préféré le symbole «\ » (implique ou slash) et
le symbole «/» (est impliqué par ou backslash) a leurs notations en logique
linéaire, respectivement « —o» et «o—».

La logique linéaire multiplicative est un calcul «classique » qui étend le
calcul de Lambek par une négation notée (...)* (I'orthogonal de ...) et les
symétries gu’elle induit. ® Par I'expression «symétries induites par la négation»
nous entendons les familiéres lois de De Morgan. En raison de ces lois, en tout
point similaires a celles de la logique classique, a la conjonction & correspon-
dra une disjonction que I'on notera g (par, pour en parallele avec). Par dualité
cette disjonction sera associative mais pas commutative, tout comme .

Cette disjonction permettra de définir les implications. Ainsi on pourra
définir A\ B par A+pB et B/A par BpA+ — tout comme en logique classique
on définit A = B par —A v B. On remarquera que c’est la nhon-commutativité
de la disjonction qui permet de distinguer ces deux implications.

Dans le calcul de Lambek (C/B)/A = C/(A®B): en effet (C/B)/A est
un type qui, suivi d'un A puis d’'un B se réduit en C, et C/(A®B) est un type
qui, suivi d’'un A_suivi_d’'un_2B, se réduiten {', ce qui revient bien au méme. Le
premier s’écrit, a 'aide de la disjonction (associative) CpB1p AL et le second

6. Plus précisément la logique linéaire multiplicative la plus courante étend le calcul de Lam-
bek avec permutation: il faut restreindre I'échange aux permutations circulaires pour ne pas
identifier / et \. Par contre un calcul « classique » sans aucune forme d'échange qui étende
le calcul de Lambek nécessite deux négations inverses I'une de 'autre, et est assez délicat a
mettre en ceuvre (Abrusci V. M. 1991; Abrusci V. M. 1995).
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Cp(A®B)*. On peut donc aisément imaginer que s'il existe une extension
classique du calcul de Lambek, alors la négation inverse I'ordre des arguments
de la conjonction, et donc, par symétrie, de la disjonction.
La logique linéaire, logique «classique» qui étend le calcul de Lambek a
donc pour langage:
Gu=P |G| GpG |GRG|G\G |G/

et satisfait les lois de De Morgan suivantes:
(ANt = A (ApB)t = BleAl (ARB)t = BlpAt

2.2. Langage linéaire réduit, et forme standard des formules linéaires

Toute formule X de ¢ admet une unique formule +X qui lui soit équi-
valente modulo les lois de De Morgan, et dont les seuls connecteurs binaires
soient la conjonction et la disjonction, et qui n'utilise la négation que sur les
symboles propositionnels, et au plus une fois puisque deux négations s’an-
nulent.” Cette formule s’obtient en remplacant les implications par leurs défi-
nitions, puis en utilisant les lois de De Morgan, orientées de la gauche vers
la droite, comme des régles de récriture. La formule +X est clairement une
formule du langage:

Fu=N|FpF | FRF ou N =P U P+ estl'ensemble des atomes.

On remarque que si ¥ € F alors +F = F, et on désignera par —F
I'unique formule de F équivalente a (F)* € G. Pour obtenir —F on remplace
tout atome de +F par sa négation, toute conjonction par une disjonction et
toute disjonction par une conjonction, et on récrit la formule ainsi obtenue de
la droite vers la gauche. Par exemple pour F = (a®p8)®~"* on obtient d’abord
F' = (a®81) ey, qui donne Ft = —F = ~p(81®a) en récrivant F' de la droite
vers la gauche.

2.3. Rapport entre le langage catégoriel et le langage linéaire : polarités

Puisque £ est un sous-langage de ¢ toute formule . de £ admet une
unique formule +L de F qui lui soit équivalente, et également une unique
formule —I qui soit équivalente a Z--. On peut définir par induction ces deux
transformations de £ dans F:

L laeP|L=MgN|L=M\N|L=N/M

+L o +MRI+ N | —-Mp+ N |+Np—M
—L|| ot |-Np—M | -N@+M|+Me -N

7. +X estun peu I'analogue de la forme normale disjonctive ou conjonctive d’une formule de
la logique classique, mis & part qu’en I'absence de distributivité de g sur & et de & sur g, on
ne peut imposer d’avoir une disjonction de conjonctions ou une conjonction de disjonctions...
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EXEMPLE 1

L +L —L

sn sn snt syntagme nominal

snjn sntpn nl®sn déterminant

n n nt nom commun

n\n ntpn nt@n adjectif a droite

(m\n)/(n\n) || (ntpn)p(nt@n) | (nten)@(nt@n) || adverbe a gauche
pour adjectifs a droite

Al(e/BN\e) | Be((fRa )pa) | (e @(apfd))RPH) || type raising

Considérons les ensembles de formules suivants, qui permettent de voir,
parmi les formules linéaires de F, lesquelles correspondent a des formules du
calcul de Lambek, ou a des négations de formules de Lambek:

FO=—{FeF/ALeL +L=F}
FI={FeF/jALeL -1=F}

FC U FE: formules linéaires intuitionnistes, ou polarisées.

: formules linéaires positives

: formules linéaires négatives

FeFle-FeF° e FeF°&-FeF?
FO U FL + F — parexemple apf ¢ F° U F?

FI N F° = — en vertu de la proposition qui suit

On a alors:

Proposition 2 Les ensembles de formules F¢ et % sont définis par induction
FO u= P | FOQFO | FIpFO | FOpFt
Fr u= Pt | FlpFf | FOQF? | FIQF°

Les transformations + et — sont des bijections de £ vers F© et FZ respective-
ment.

mutuelle ainsi :

Notons (...)¢ la bijection réciproque de +, de F° dans L et (...)% la
bijection réciproque de — de F* dans £. Alors ces deux fonctions sont définies
par induction sur les formules de F° U F% comme suit

FeFo | aeP | (GeFNOR(HeFO) | (GeFH)p(HeF®) | (GeF)p(HeFT)
Fy e GZQHE GZNHZ GZ[HE
FeF? | otePt| (GeFDp(HeFY) | (GeFO\(HeFY) | (GeFHR(HeF)
Fz e HiRGE HEGZ HA\GE

On peut utiliser simplement la définition inductive de F© et FZ pour dé-

terminer si une formule F est dans F¢ ou F? — auquel cas toutes les sous-
formules de F sont dans F© ou dans Ff — ou ni dans I'un ni dans l'autre.
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Pour ce faire, il suffit de remplacer tout atome positif par O et tout atome néga-
tif par Z et de calculer, en lisant les connecteurs g et @ comme les opérations
suivantes sur x, O, T .

p |+ 0|2 @ |*|O|Z
* | x| & | * * || % | *
Ol*|» |0 O|»|0|Z
T|»|0O|Z T\ |»| T |

Si le résultat de ce calcul est % alors la formule n’est ni dans F€ ni dans F7Z et,
s'il est @ (resp. I) alors la formule est dans F¢ (resp. F7).

EXEMPLE 3
F calcul conclusion | F¢ Fl
(et pBpa | (TpQ)p® = O0pO =+ | F ¢ FOUFT | pas définie | pas définie
(et pBpat | (ZpO)pl=0pI =0 | F e F° (e\B#)/e | pas définie
(et pB)Qat | (IpO)RI =0QI=1I | FeF* pas définie | a/(a\3)

3. LE CALCUL DES SEQUENTS BILATERE MLLg

Voici maintenant le calcul des séquents MLLg linéaire, bilatére, pour tous
les connecteurs du langage &. Dans la prochaine section, nous y retrouverons
le calcul de Lambek.

I'A,B,A+ ¥ ©OFT,A B,A
Echange — (gE) -
I B,A A+ U OFT,B,AA
i ¢E
Axiome A Acg
I'FAA ATEA N
Arra ? Trrana
rAF® B,I'I o OFF,A,B,Ad
Disoncii
I, ApB,T'+ 6,0 e OFT,ApB, A
meal A, B,AFW OF®, A o'+ B, o
égles ® ioncti d®
logiques I'yAQB, A+ W ? 0,0+ &, AR B, '
T'H®, A F",B,A"I—IIJ"\ A,FI—C,(I)d
g —
! ! !
I',T, A\B,A' &, ¥ I'- A\C, &
r-e, A TI1,B,AFW / F,AI—(I),Cd
g _—
I, B/JAT,A'+ &, 0 I'-®,C/A
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3.1. Propriétés de ce calcul

3.1.1. Elimination des coupures

Nous avons délibérément omis la régle de coupure de ce calcul qui peut
se formuler d’'une des deux maniéres suivantes:

Ore,A A0HY OF®,A ©OFAN S
COUPUTE Coupure

6,0'+ o, 0,0+ &, ¢

Cette régle est redondante: étant donné une démonstration sans hypo-
thése d’'un séquent, il existe une démonstration également sans hypothése du
méme séquent qui n'utilise pas la regle de coupure. Cela ne signifie pas que
la regle de coupure soit dérivable: il n’existe pas de démonstration uniforme
dont on puisse substituer une instance a toute application de la régle de cou-
pure: la procédure d'élimination des coupures déconstruit la démonstration
pour en reconstruire une autre tres différente dont la taille est généralement
beaucoup plus grande, mais telle que toute formule apparaissant dans I'un des
séquents de la démonstration est sous-formule d’'une des formules du séquent
conclusion. Ainsi la démonstration automatique, dans un calcul ou la régle de
coupure est redondante, est-elle considérablement facilitée. Cette propriété
d’élimination de la régle de coupure, que satisfont tous les calculs présentés
dans cet article, est donc particulierement importante pour le le calcul de Lam-
bek, puisque, comme on le verra ci-aprés, analyser un énoncé, c’est démontrer
un séquent donné.

3.1.2. Lois de De Morgan

Comme nous I'annoncions lors de notre description du langage de la
logique linéaire, les lois de De Morgan sont validées par ce calcul. On a par
exemple:

AR A AR A

gt d
AN AE ) HAN A
Al (AN (AN - A

3.1.3. Restriction de I'axiome aux symboles propositionnels

Il est facile de démontrer, par induction sur la formule A, que tout axiome
A A peut se déduire d’'axiomes « I «, OU « est un symbole propositionnel, et
ce sans utiliser la régle d’échange. Montrons par exemple que I'axiome AF A
pour A = apfl peut étre dérivé des axiomes ek a et 8+ 3:

mﬂrm
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al—aam ﬁll—ﬁj‘
apft o, gt
apf - apft

1

L

g%

dg
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3.1.4. Inutilité et égalité des implications

Dans ce systéeme, on peut considérer que I'implication A\ B est une abre-
viation pour A+pB, tandis que A/B est une abréviation pour BpA+. En effet
les regles des implications sont dérivables lorsque les implications sont ainsi
définies. De plus, en présence des régles d’échange, on a A\B = B/A.

A'+A BFB
THA gp
dt [A\B= AtpB] A+, B
r, AL+ AB,T'HO (E)
d\ A\BF B, A+t

AT, AteB, T O dp
A\B I [BpA'l = B/A]
3.1.5. Négation et régles symétriques

Si on consideére les formules aux lois de De Morgan pres, alors on peut
se contenter des regles droites (ou gauches). Par exemple on peut mimer la
régle g par larégle r@:8

IAF© 4L B, T'- o

It At e '+ Bt e
I,["+ 0, AtgBL, 0

[ApB = (At@BhH)L], I, T+ 0,0
T,[BpA=(A*9BH)*], '+ 0,0

d®

(gE)etg*

(¢E)et(dE)

4. VARIANTES INTUITIONNISTES

Le calcul LP, le calcul de Lambek avec permutation et séquence vide
ou logique linéaire multiplicative intuitionniste, ® est obtenu a partir du calcul
MLLg en ne conservant que les regles et connecteurs qui ont encore du sens
lorsque les séquents ont exactement une formule a droite. On voit que seules
la négation et la disjonction posent probléme: le langage naturel de LP est
donc £. Pour les autres regles, il suffit de remplacer dans le calcul MLLg donné
dans la section 3., les variables de suites de formules ® et ¢’ par la séquence
vide, et ¥ et ¥ par une variable de formule.

8. Pour ne pas utiliser la regle d'échange, il aurait fallu donner un calcul des séquent plus
subtil, s'inspirant de (Abrusci V. M. 1991:p. 1415) mais identifiant les deux négations (puisqu’ici
on n’en considére qu’une) — ce qui, en fait, impose une forme d’'échange, dite circulaire.

9. Le calcul LP et ses variantes sont étudiés et comparés, dans une perspective un peu
différente, dans (van Benthem J. 1991). Mentionnons également I'utilisation linguistique de LP
pour la modélisation en logique linéaire de la sémantique de LFG, dans une série d'articles
dont le plus récent, @ ma connaissance, est (Dalrymple M. et al. 1995).
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A, B,A+W
Echange — (¢F)
IB,A ALV
1 o
Axiome AL A Acg
IA,B,AFW OF®, A ©FB,o
¢® | Conjonction
[LAQB,AF ¥ 0,0 &, AQB, o
I'-®,A TI',B,A-¥ ATHC,®
Régles - - —y ——d
logiques r ,F,A\B,A Fo, o r FA\C,(I)
r-®,A T,BAFY ) I Al ®,C
g I
I, B/A,T,A'+ &, I'+-®,C/A

Ce calcul LP admet plusieurs variantes obtenues par suppression ou
maintien de la regle de la régle d’échange et par ajout ou non de la condi-
tion suivante appelée absence de la séquence vide: « La suite de formule II
est non vide lorsqu’on utilise la régle €\ ou la regle d/.» ou, ce qui revient au
méme::

«Tout les séquents d’'une démonstration ont une partie gauche non vide. »
Cette restriction n’affecte pas les proprietés du calcul des séquents, dont I'éli-
mination des coupures, mais est essentielle d’'un point de vue linguistique,
comme nous I'expliquons ci-apres.

On peut donc considérer les variantes suivantes:

— LP* qui admet la régle d’échange mais interdit la séquence vide
— L qui interdit I'échange mais n’interdit pas la séquence vide

— L* quiinterditI'’échange et la séquence vide, c’est-a-dire le calcul de Lam-
bek originel (Lambek J. 1958).

4.1. Le calcul de Lambek vu comme une grammaire catégorielle

Pour utiliser le calcul de Lambek comme une grammaire catégorielle, on
se donne des symboles propositionnels — généralement » (nom commun),
sn (syntagme nominal) , P (phrase) — et un lexique, qui assigne a chaque
mot m; une famille de formules de £ appelées les types de m; qu’on notera
[mi] = {T}, ..., T%}. Reconnaitre qu’'une suite de mots m; - - - m; estde type T,
ce qu'on notera w : T', c’est démontrer, dans le calcul de Lambek, un séquent
Ti,...,Tx = P avec T, € [m,] pour tout ¢ € [1,k]. En particulier siT = P
(resp. sn) alors m; ---my; est une phrase (resp. un syntagme nominal) et la
démonstration son analyse. Les regles du calculs des séquents confirment le
sens intuitif des connecteurs. On a w : AQRB lorsque w = wjw; avec wy : A et
wy; : B, w: A\Blorsque Yu' : Aonaw'w: B, etw: B/Alorsque Yw': Aon a
ww' : B.

On peut alors faire le lien avec les grammaires hors contexte. Soit une
grammaire hors contexte, mise sous forme normale de Greibach, c’est-a-dire
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ne comportant que des regles de la forme X — aY;---Y¥, ou e¢ est un sym-
bole terminal (un mot) et ou X, ¥, ..., Y, sont des symboles non terminaux.
Le lexique de la grammaire de Lambek correspondante assignera alors a tout
mot e le type ((X/Y1)/---)--- /Y. Il faut donc lire un séquentI' - € comme les
hypothéses de I' dans cet ordre se réduisent en un €' — dans une grammaire
hors contexte, cela correspondrait a une regle de production ¢ — T, les for-
mules étant vues comme autant de non-terminaux. Considérons par exemple
la régle g/; on sait que I' se réduit en A et que la suite I'Y, B, A’ se réduit en
C'; la suite IV, B/ A, T', A’ se réduit donc en I, B/A, A, A’ qui se réduit en {".
La reégle d/ signifie tout simplement que si I' suivi d’'un A se réduit en C, alors
I' est de type B/A. On expliquerait similairement les régles de \. Quant au
produit, il permet tout simplement d’exprimer de maniére interne la contiguité.

Mais, comme le calcul de Lambek est un calcul logique, il contient a priori
des séquents de partie gauche vide, qui correspondent a des régles qui pro-
duisent la séquence vide. Il faut empécher cela, comme le montre I'exemple
suivant:

EXEMPLE 4 Soit le lexique:

MOT || exemple | simple | trés un
TYPE(S) || n n\n (r\n)/(r\n) | sn/n

alors dans L on analyse «<un exemple tres» comme un syntagme nominal:

/%7 4% 7

nkn sn b sn
ax a/ ez

nkn snfn,n bk sn nkn

df g\
Fa/n sn/n,n,n\nF sn /

g
sn/n, n, (r\n)/(n\n) F sn
un  exemple traés

Le probléme vient du fait suivant: en donnant a tres le type (r\n)/(r\n)
on voulait exprimer qu’'un syntagme de type r\r viendrait nécessairement a
droite de trés. Mais n\n étant une tautologie, on a (- n/n) € L etle syntagme
de type n/n fourni par la démonstration ci-dessus est le syntagme vide, qui a
pour types toutes les tautologies. Cette restriction sur 'absence de séquence
vide est donc essentielle pour les grammaires de Lambek. *°

Une autre particularité de cette approche est que diverses démonstra-
tions de L* peuvent trés bien correspondre a une méme analyse::

10. C’est par ailleurs regrettable car cette restriction est I'unique raison pour laquelle le calcul
de Lambek n’est pas finiment axiomatisable dans des systémes a la Hilbert (Zielonka W. 1982;
Légeret M.-A. 1996).
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EXEMPLE 5
nl—nurm nl—nam nl—n'm nl—nam
n,n\n - n 9\ n, n\n - n 9\ sn - sn “
n\n - a\n AN sn/n,n, n\nk sn o/ /
sn\n, n, (n\n)/(n\n), =a\n tosn ’
un  exemple trés simple
EXEMPLE 6
ez ez e az
nkn nkn nkn sn b sn
n,n\n - n 9\ snfn,n b sn o/ nl—nam
n\n - a\n o sn/n, n, n\nk sn a /
sn\n, , (n\n)/(n\n), =a\n Fsn ’
un  exemple trés simple

Ce probleme serarésolu ala section 7. par les réseaux de démonstration,
qui identifient nombre de démonstrations équivalentes.

5. LE CALCUL UNILATERE MLL

Comme on I'a vu au paragraphe 2.2. toute formule X de ¢ admet une
unique formule +X de F qui lui soit équivalente modulo les lois de De Morgan,
et, comme cela est expliqué au paragraphe 3.1.5., les régles droites peuvent
étre mimées par des regles gauches. Si I'on s'intéresse aux formules modulo
cette équivalence, alors on peut considérer le calcul des séquents «unilatére»
extrémement simple que voici :

FT,A FT,AB
Echange (EC) —_—
HAT FT,B,A
i [/
Axiome - o, ol aeP
. FT,A,B,A FT,A BT
Regles — p
logiques FT,ApB,A - T, A®RB, T

La regle d’échange (dF) de MLL; a été divisée en deux regles (ET)
et (EC), I'echange circulaire. Ce n’est pas génant puisque (dE) est dérivable
dans MLL a partir de (ET) et (EC), tandis que (EC) et (ET) sont des cas
particuliers de (d¥). On peut ainsi considérer le calcul C-MLL (Yetter D. N.
1990), calcul des séquents de méme langage JF dont les regles sont celles
de MLL, moins la régle (ET) — si (- A4,...,As) € C-MLL alors, pour tout
ke [l,n], (F Ax, Aggry- - Any Ay, .o, Ajq) € C-MLL.
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On considérera également les restrictions de MLL et C-MLL aux sé-
guents a au moins deux conclusions, notées MLL* et C-MLL*. On obtient ces
calculs en imposant que, dans la regle d’'introduction de la disjonction ¢, I' ou
A ne soit pas vide.

Le calcul MLL de langage F, est particulierement simple, mais démontre
exactement les mémes séquents que le calcul bilatére du paragraphe précé-
dent:

Proposition 7 Soient A,...,A.,...,B,; alorson a:
(Al,...,Aﬂ F Bl,...,Bp) - MLLg A= “_ —Aﬂ,...,—A1,+Bl,...,+Bp) € MLL

Pour l'implication réciproque, on remarquera qu’étant donnée une formule F' €
F ily aen général plus d'une formule X € G telle que +X = Fou —X = F.

On peut restreindre MLL aux formules de F© U FZ, c’est-a-dire aux for-
mules qui sont équivalentes a une formule du langage de Lambek £, ou a la
négation d'une formule de £. Pour ce faire, il suffit de ne jamais appliquer une
régle @ introduisant une formule AQB avec A € F% et B € FZ — ce qui em-
péche que I'on puisse introduire une formule ApB avec A € F© et B € F°.
Appelons ce calcul MLL%? et C-MLL®? celui ou, de plus, la régle d’échange
(EC) est supprimée: on a alors la propriété remarquable suivante, qui nous
permettra ci-apres de retrouver les sous-calculs intuitionnistes, dont le calcul
de Lambek.

Proposition 8 Si Vi € [1,n] A; € F£ U F° alors
(FA,...,A))EMLL & (FA,...,A,) € MLLY,

et si ces propriétés sont vraies, alors 'une exactement des formules est dans
F©, toutes les autres étant dans FZ. Il en est de méme pour les calculs C-MLL
et C-MLL®Z,

6. LIENS ENTRE MLL ET LP, LP*, L, L*

Le calcul LP est une réelle restriction de MLL.}! On a par exemple
(F Bpa,at®BL) € MLL mais il nexiste pas de séquent (X F Y) € LP tel
que (+X = fBpaet — Y =al@Ft)ou (=Y = Bpa et + X = ot @F1). Enfait,
il ne s’agit que d’'une restriction de langage, que nous avons déja étudiée au
paragraphe 2.3.. En effet, c’est uniguement parce qu’'il n’existe pas du tout de
formule X de £ telle que +X = F ou —X = F —c'est -a-dire F ¢ FZ U F° —
gue ce n’est pas le cas, comme en témoigne la proposition suivante :

Proposition 9 Si (- Fy,..., F,) € MLL, avec Yi € [1,n] F; € FZ U F?, alors:

— il existe un unique indice iq € [1,n] tel que F;, € FY et pour tout autre
indice € [1,»] on a F; € F* en vertu de la proposition 8

11. Si I'on considére LP* dont les régles sont les mémes que celles de LP mais dont le
langage est £t ::= N|LRLILNL|L/L, ce n'est pas le cas: (A1,..., 4, F C) € LPt & (F
—Ap, ..., —A1,+C) € MLL.
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— en vertu du paragraphe 2.3., chaque formule F;- ou ¢ = ¢, est donc équi-
valente a une unique formule (F;)% € £, tandis que F;, est équivalente a
une unique formule ( ;)%

- ((Ho—l)ia (P:io—?)%',: seey (Fl)%',: (Fﬂ)%: ERE (Ho+l)£ |_ (Fm)g) eLP

Réciproquement, (X;,..., X, FY)eLP = (F -X,,...,—X1,+Y) € MLL.

Sil'on remplace MLL par C-MLL (resp. C-MLL*) et LP par L (resp. L") ces
résultats restent valides. Pour ces calculs non commutatifs C-MLL, C-MLL*,
L et L*, ou I'échange est restreint ou interdit, on prendra garde de respec-
ter scrupuleusement I'ordre des formules dans les séquents: cet ordre se
trouve inversé lorsque les formules passent d'un cété du séquent a I'autre.

DEMONSTRATION : La réciproque est triviale. Pour le sens direct, on procéde par
induction sur la construction de la démonstration, en n'utilisant I'échange (ET) que
pour traduire la regle d’échange (¢£) de LP. Voici par exemple comment on traite le
cas d'une regle g¢/.

Supposons que les suites de formules intervenant dans la régle g/ soient
I'=0G,...,Go, " =GY,...,G}, A" = Di,..., Dj{. Voici la démonstration de C-MLL
qui mime la régle g/ de L — rappelons que +Ag® — B = —(A/B) (c.f. paragraphe
2.3):

F-Di,...,-D|,-B,-@,...,— i’JrCfZ(EC)
F—Gpy...,—G1,+A  F-B,-G%,..., -G, +C,-Df,...,—D{ o
F Gy, —G1,+AQ — B, -G, ..., -G, +C, - Dj,...,— D} HEC)
F-Df,...,—D{,-Gn,...,—G1,+A® — B, -G, ..., -G, +C’ _
F Dl —Dhy Gy —Gr,—(A/B), —Glorrry—Gh 4O “;

Donnons par exemple les traductions dans C-MLL des démonstrations
(ou analyses syntaxiques) données dans les exemples 5 et 6:

EXeEMPLE 10
az az
Frnat Fn,nt
& az ax
Fn,nten,nt Fn,nt Fn,nt
(EC) ®
Frnton,nt,n Fonnten nt
1 1 P 1 1 (2C)
Fn-&n,n pn Frn-@nn-n
& az
Falton, (nlten)o(nton),nt n Fant an
@
Foonten, (ntepn)@(nton), nt, n@snl, sn

simple trés exemple un

n\n (n\n)/(n\n) n an/n
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EXEMPLE 11
az az
nkn sntb an
ax ax @
Fn, nt Fn,nt Fnt noant sn
@ (EC) az
- r.:,r.'.lt@r.:,s-'.:l F n@snl,sn,nl Fnn
(£C) ®
Frltonnt n Fn@ant, sn, nten, nt
P 2(EC)
F n‘L®n,n‘Lpn Fnton,nt noant, sn
&
Fonton, (lpr)o(nton), nt, n@snl, sn
simple trés exemple un

n\n (r\n}/(n\n) n sn/n

7. LES RESEAUX DE DEMONSTRATION:
DES DEMONSTRATIONS CONCISES ET EXPRESSIVES

Nous allons maintenant présenter les réseaux de démonstration de la
logique linéaire dont nous avons, dans l'introduction, souligné I'intérét linguis-
tique. lls sont a la logique linéaire ce que sont les déductions naturelles — ou
les lambda termes typés, ce qui revient au méme — a la logique intuitionniste.

D’un point vue strictement logique, on notera qu'’ils sont plus compacts
gue les démonstrations du calcul des séquents puisqu’ils évitent la redondance
des contextes. La correction d’'une démonstration vue comme un réseau est
globale (mais rapide) et la réduction, c’est-a-dire I'élimination des coupures,
est locale. Mais surtout, ils représentent mieux I'essence des démonstrations,
identifiant nombre de démonstrations inessentiellement différentes. Ainsi les
deux démonstrations des exemples 10 et 11 qui ne different 'une de l'autre
gue par des permutations de regles, se trouveront-elles identifi€es — on notera
gu’on identifie ainsi deux analyses syntaxiques équivalentes, celles données
dans les exemples 5 et 6.

7.1. Réseaux

7.1.1. Graphes R&B, préréseaux, réseaux

7.1.1.1. Graphes R&B Un couplage est un sous-ensemble de I'ensemble
des arétes d’'un graphe, tel que deux arétes du couplage ne sont jamais adja-
centes. Un tel couplage est dit parfait lorsque tout sommet est incident a une
aréte du couplage.

Définition 12 (graphes R&B) Un graphe R&B est un graphe dont les arétes
sont soit de couleur B (épaisses), soit de couleur R(fines), tel que les arétes B
constituent un couplage parfait du graphe.

Les arétes B correspondront aux formules et les arétes R aux connec-
teurs. Dans ces graphes, l'identification de ceux qui correspondent a des dé-
monstrations se fera au moyen de la notion de chemin alternant élémentaire :

Définition 13 (chemins @) Un chemin & dans un graphe R&B est un chemin
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alternant élémentaire, c’est-a-dire un chemin dont les arétes sont alternative-
ment de couleur B et R et qui n’emprunte pas deux fois la méme aréte. Comme
les arétes B constituent un couplage, un tel chemin n’a pas non plus de point
double, sauf éventuellement si le premier est égal au dernier. Plus formelle-
ment,un chemin & est une suite finie d’arétes (a:);cp - telle que:

i#jz}ai#aj #(aiﬂai_,_l):l
a; € B=a;+1 €R a; €ER=—=a;1; €B

7.1.1.2. Préréseaux Les préréseauxsontdes R&B graphesobtenus a partir
de graphes R&B élémentaires appelés liens:

Liens
Nom Graphe Prémisses | Conclusions
- aucune
Axiome T n
o o o et o
Tenseur v
A®DB A®B
A B AetB
Par £
ApB ApB

Définition 14 (arbre R&B des sous-formules) Etant donnée une formule ',
son arbre!? R&B des sous-formules T(C) est un graphe R&B défini inductive-
ment comme suit:

[}

— Si C =« est atomique, alors T'(C) est: o

— T(A®B) et T{ApB) sont définis a partir de T'(A) et T(B) ainsi:

T(4) T(B) T(a) T(B)
,v, AD\?IJ/B
T(AgB):  A®B T(ApB):  ApB

Définition 15 (préréseau de conclusions I') Un préréseau de conclusions T’
consiste en:

— la famille des arbres R&B des formules de I

12. Attention! Larbre R&B d'une formule €' n’est pas un arbre : tout lien Tenseur, par exemple,
donne lieu a un cycle. Nous avons néanmoins choisi ce nom parce qu'il s'agit d’'un graphe qui
ressemble a I'arbre des sous-formules de ' et que, relativement aux chemins élémentaires
alternés — les seuls que nous considérions —, ils ne contiennent pas de cycle, tout comme
les arbres.
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— un ensemble d’'arétes R disjointes reliant des feuilles deux a deux ortho-
gonales, de sorte que toute feuille est atteinte exactement une fois.

En bref, la structure d’'un préréseau est la suivante:

Axiomes de II

Arbres R&B de T

r

On notera que l'ordre gauche-droite des conclusions de I' ne fait pas
partie de la structure, et que par contre les arbres distinguent leur fils droit de
leur fils gauche.

Voici maintenant quelques exemples de préréseaux:

EXEMPLE 16 EXEMPLE 17 EXEMPLE 18

EXEMPLE 19 EXEMPLE 20

(ntpn)o(nton)
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EXEMPLE 22

7.1.1.3. Réseaux

Définition 23 (réseau) Un réseau est un préréseau satisfaisant:

@/ : il n'y a pas de cycle &, un cycle & étant un cycle alternant élémentaire.

SAT : entre deux points quelconque il existe toujours un chemin &. 13

La proposition suivante (Retoré C. 1996) montre que les réseaux sont
des structures syntaxiques «raisonnables» d’un point de vue algorithmique.

Proposition 24 Etant donné un préréseau a n sommets, il existe un algo-
rithme qui termine en moins de »? étapes et qui détermine s'il est ou non un
réseau.

Parmi les exemples de préréseaux donnés précédemment, seuls ceux
des exemples 18, 19, 20, 21 et 22 sont des réseaux. Lexemple 16 contient un
cycle & et I'exemple 17 ne contient pas de chemin & entre les atomes n* et n
les plus a gauche.

7.1.2. Séquents et réseaux

Proposition 25 Toute démonstration dans C-MLL d'un séquent - Ay, ..., A,
se traduit en un réseau de conclusions A,,...,A,. Réciproquement, étant
donné un réseau de démonstration de conclusions Aj,..., A, il lui corres-
pond au moins une démonstration de conclusion F A,,..., A, dans C-MLL
— chacune de ces démonstrations du calcul des séquents est appelée une
séquentialisation du réseau.

DEMONSTRATION : Nous ne montrons ici que la premiére partie de ce résultat qui
montre comment sont inductivement construits les réseaux, en procédant par induc-
tion sur la démonstration du calcul des séquents. Pour la réciproque, nous renvoyons
a (Retoré C. 1996).

Remarquons pour commencer que la régle d’échange est interprétée par I'éga-
lité des réseaux correspondant aux démonstrations du calcul des séquents avant et
apres application de cette regle. Ainsi la transposition de deux conclusions, qui suffit

13. En présence de @£ on peut également formuler SAT ainsi: pour un choix arbitraire d’'une
seule aréte R par lien Par, le graphe est connexe — voir par exemple (Fleury A. & Retoré C.
1994; Retoré C. 1996).
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a engendrer la regle d’échange donnée, ne modifie-t-elle pas le (pré)réseau tel que
nous l'avons défini — cela entreméle les liens axiomes, mais cela ne fait pas partie
de notre description du (pré)réseau: ainsi les exemples 21 et 22 sont-ils considérés
comme identiques.

Démonstration @ de MLL | Réseau correspondant g*

— o o
ot o at e

e 1 3 1 Al Wi
FT, A, B \T/ '
—
T, ApB ©

61 82
-T,A BT
— @
- T, A®B,T"

Par cette définition, les démonstrations des exemples 10 et 11, se traduisent par
le réseau 21.

On vérifie aisément par induction que les préréseaux ainsi obtenus sont bel et
bien des réseaux: ce sont clairement des préréseaux, et nul cycle & ne peut appa-
raitre. Pour SAT, il suffit de remarquer, par induction également, qu'il existe toujours un
chemin & entre deux conclusions. O

Reégles et liens se correspondent (ax/Aztome, p/Par, @/ T enseur), et la
derniére regle du calcul des séquents utilisée correspond toujours a un lien
final du réseau — un lien dont la conclusion est une conclusion du réseau —
tandis que l'inverse est faux. On a néanmoins la propriété suivante, qui nous
sera utile par la suite :

Proposition 26 Dans un réseau correct dont toutes les conclusions sont des
liens T'enseurs ou Azzomes, et qui n'est pas réduit a un axiome, I'un au moins
des Tenseur conclusions est scindant c’est-a-dire que chacune des ses deux
arétes B prémisse est un isthme du graphe — une aréte dont la suppression
augmente le nombre de composantes connexes.

DEMONSTRATION : Puisque le réseau est correct, il correspond au moins a une dé-
monstration du calcul des séquents. Sa derniére regle est nécessairement une régle
Tenseur. Par la traduction des séquents aux réseaux cette régle correspond effecti-
vement a un lien Tenseur conclusion dont les deux prémisses sont des isthmes. O

Dans I'exemple 21 le lien Tenseur final nt@n n'est pas scindant: il ne
peut représenter la derniére régle d’'une démonstration du calcul des séquents
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correspondant au réseau tout entier. Par contre (n' pr)®(nt@n) et n@snt sont
des Tenseurs scindants, ce que confirment les séquentialisations de ce réseau
données dans les exemples 10 et 11.

7.1.2.1. Une représentation des réseaux et préréseaux Pour connaitre
un (pré)réseau II il suffit de connaitre les formules conclusions, et les couples
d’atomes liés par des liens axiomes. Ces couples peuvent étre décrits au
moyen d’'une 2-permutation o — c'est-a-dire d’'une permutation satisfaisant
of = Id et ¥z on(z) # = — définie sur 'ensemble des occurences d’atomes
apparaissant les conclusions. Cette représentation nous sera nécessaire pour
caractériser les réseaux du calcul de Lambek, c’est-a-dire ceux qui corres-
pondent a des analyses syntaxiques dans le calcul de Lambek. 14

EXEMPLE 27

Réseau TI Exemple 21 Exemple 18
Conclusions de IT nt®n | (ntpn)@(nteon)|nt | n@sn’ | sn || n'i®n | npnt
Occurrence d'atome z | ni | ng | n3 |y |ng | ng |ny |ng|sng |snig||ni | ng | ns |0y
Image om(z) n4|na| ng |ni|ns| ne |ne|ng |snio|sng | na|ni |ni| ng

7.2. Réseaux intuitionnistes

Définition 28 Un réseau intuitionniste de conclusions F, ..., #, est un réseau
satisfaisant:

0: Yie[l,n] F; € FOU FZ.
Lexemple 19 n’est pas un réseau intuitionniste, puisque ngn ¢ FZUFC.

Proposition 29 Toute démonstration de A;,..., A, b B dans LP se traduit en
un réseau intuitionniste de conclusion —A,,, ..., —A;, +B.

Réciproquement, étant donné un réseau de démonstration II de conclu-
sions F,...,F, € F. Soit ig l'unique indice de [1,r] tel que F;, € F° et
F. € F%, pour i # i, Alors II est la traduction d’au moins une démonstra-
tion dans LP de (Fig-1)Zs (Figm2)zs- + - (F1)gs (Fr)zs oo (Fio)z F (Xio)E-

DEMONSTRATION : Le sens direct est immédiat.

Pour la réciproque, il faut d’abord justifier I'existence de ig. Cela découle du
théoreme 25 (qui montre que II est la traduction d’'une démonstration de MLL) et de
la proposition 8 (qui montre qu’une démonstration de MLL dont toutes les conclusions
sont dans FZ U F© a exactement une conclusion dans F© et toutes les autres dans
F7). Le résultat se déduit alors immédiatement de la proposition 9, qui montre qu’a

14. A I'heure actuelle, la représentation d'un préréseau par un graphe (qui s’en déduit im-
médiatement) est nécessaire pour vérifier qu'il est un réseau (Girard J.-Y. 1987; Danos V. &
Regnier L. 1989; Asperti A. 1991; Asperti A. & Dore G. 1994; Métayer F. 1994), a moins d'utili-
ser un critere sémantique dont la vérification nécessite hélas un nombre exponentiel d'étapes
(Retoré C. 1997).
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une séquentialisation de II dans MLL, de conclusion F F, ..., Fy il correspond une dé-
monstration de conclusion (Fj,—1)%, (F;,—2)%, ..., (F)%, (F)%, ..., (F+1)% F (X:)€
dans LP. O

7.3. Réseaux cycliques

Nous allons ici étudier les réseaux correspondants a C-MLL. Ce sont les
réseaux qui peuvent se représenter dans le plan sans que leurs axiomes se
croisent, en disposant les liens comme nous I'avons fait jusqu’ici. Cette condi-
tion est strictement plus forte que d’étre un graphe planaire, et c’est pourquoi
nous I'exprimerons sans faire référence au plongement dans le plan, en termes
de permutations. Cette restriction va permettre, en la conjugant avec la précé-
dente, de caractériser les réseaux du calcul de Lambek, et donc d’analyser
directement phrases ou syntagmes par des réseaux de démonstration, ce qui
est plus efficace.

7.3.1. Permutations circulaires et compatibilité d’'une 2-permutation

Une permutation z> sur un ensemble £ est dite circulaire lorsque

Ve, y € E Jk€[0,n—1] y=¢"(x) (enposant®(z) = z)
auquel cas on peut la représenter > par une expression:
>z 9(2); ¢ (P(x));- - 39" =) >

Etant donnés z,y € E, et un entier & € [0,» — 1] tel que y = ¥*(z), on
notera [z,y] 'ensemble {z/3j € [0,k] =z = ¥i(z)}; on définit similairement
[x,y[ comme I'ensemble {z/3j € [0,k] =z = (=)} etc.

Etant donné un ensemble £ muni d’'une permutation circulaire > et d’'une
2-permutation ¢ on peut alors exprimer en termes d’intervalles, sans faire réfée-
rence a un plongement dans le plan, le fait géométrique suivant: en disposant
les points de ¥ sur un cercle selon I'ordre (cyclique) défini par ¢, les segments
d’extrémités = et o(x) ne se croisent pas — en d’autres termes, o est un bon
parenthésage, relativement a I'ordre (cyclique) ¢ sur &.

Définition 30 Une 2-permutation & de ¥ est dite compatible avec une permu-
tation circulaire ¢ de ¥ lorsque Vz,y € Ez € [y, o(y)] = o(z) € [y,o(y)].

Ainsi la 2-permutation or; de I'exemple 27 (ni,na), (n2, ny ) N'est-elle pas
compatible avec la permutation circulaire t> ni;ns;na;ng >. On a en effet
ny € [ni,on(ri)=ns] tandis que oni(nz) = ni € [ni, nal.

Dans la définition qui suit, les ¥; doivent étre pensés comme les suites
d’atomes des conclusions d’'un réseau II, ces conclusions étant cycliguement
ordonnées par une permutation circulaire ¥y;. La permutation circulaire induite
est l'ordre cyclique qui en résulte sur les atomes — ce qui, en lisant ¢ de
la définition précédente comme ¥y, permettra bien d’exprimer I'absence de
croisement entre les liens axiomes.

Définition 31 Soit o> - By une permutation circulaire sur
M = {E.,...,E,} ol chaque E; est une suite de symboles a},a?,...,af. La

E 2 Bt A B

permutation circulaire induite par ¥ sur la somme disjointe des symboles des
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E; est la permutation circulaire dont une représentation est:

2 s, .1, .2 iz, 1, .2, .. ..4
aﬂ? ?aﬂnb

o> L TR L I LD L PO L B L
Nous aurons besoin, pour caractériser les réseaux du calcul de Lambek,
du lemme suivant, dont la démonstration est donnée dans I'annexe 1:

Proposition 32 Soit ¥ une permutation circulaire sur un ensemble M de n
suites de symboles M = FE,,..., &,. Soit ¢ la permutation circulaire induite
sur £ = g¢F;, au sens de 31. Soit o une 2-permutation de ¥, compatible avec
¥, au sens de 30. On définit sur M la relation ¥ par: E;LE; lorsqu’il existe
z; € E; tel que o(x;) € E;. Soit £* la cl6ture transitive de ¥; si £* a exactement
deux classes d’équivalence G et D, alors il existe G € G et D € D tels que:
G =[G D etD=[DG.

7.3.2. Réseaux cycliques

Définition 33 Un préréseau cyclique de conclusion ¥ :x> A;;---; A, > est
un préréseau dont les conclusions Aj,..., A, sont munies d’'une permutation
circulaire ¥y :[> Ay, ..., A, > On notera ¥% la permutation circulaire que ¥y
induit sur les atomes de ¥ — au sens de 31.

Définition 34 Un préréseau cyclique de conclusion ¥ :»> A,,---, A, > est un
réseau cyclique si et seulement s'il est un réseau de conclusions Ay,..., A,
(s'il satisfait @& et SAT) et side pluson a:

CYCL : op est compatible avec U#

Ainsi, le préréseau de I'exemple 18 n’est pas un réseau circulaire. En ef-
fet, Uy = &> ny @ngq;napng &> (il n'y a que deux conclusions, il N’y a donc gu’une
seule permutation circulaire possible), et ¥ = > ni; na; na; ny t>, tandis que
la 2-permutation oy définie par ses liens axiomes, donnée dans I'exemple 27,
n'est pas compatible avec ¥% — comme on I'a mentionné a la suite de la
définition 30.

Par contre les réseaux des exemples 19, 20, 21 et 22 sont des réseaux
cycliques.

Proposition 35 Toute démonstration d’'un séquent - A,,..., A, dans C-MLL
se traduit en un réseau cyclique de conclusion > Ay;---; A, .

Réciproquement, tout réseau cyclique de conclusion t> A;;---; A, > est
la traduction d’au moins une démonstrationde - A, ..., A, dans C-MLL.

DEMONSTRATION : Le sens direct est immédiat, par induction sur la démonstration
du calcul des séquents, mais on fera attention a la compatibilité de W% avec oy et il est
pour cela utile placer les atomes des réseaux sur un cercle, les axiomes a l'intérieur
de ce cercle, et les arbres R&B a I'extérieur de ce cercle. .. Ainsi I'échange circulaire
{EC) sera-t-il interprété par I'égalité.

Pour la réciproque, on procede par récurrence sur le nombre de liens du ré-
seau II. Comme ce réseau cyclique est a fortiori un réseau on peut lui appliquer la
proposition 26.
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Si II est réduit a un axiome de conclusion > &, &' >= > @, el > une séquen-
tialisation évidente est 'axiome I a, o de C-MLL.

Si IT a un lien Par final A; = ApA’, considérons II' le réseau obtenu en sup-
primant ce lien Pear final et en munissant ses conclusions de la permutation circulaire
> A A AL A Ay - Ay . Alors TIF est aussi un réseau cyclique, puisque
vet — % et o = o Par hypothese de récurrence, il y a donc une démonstration
de C-MLL qui correspond a II’, et en appliquant la régle g a cette démonstration on
obtient une séquentialisation de TI.

Autrement, II posséde un Tensenr scindant, A; = AQA’. En supprimant ce lien
on fait apparaitre deux réseaux déconnectés II4 et II ,» de conclusions respectives
'y = A,,-l,...,A,,-p,Aet 'y = Ajl?"‘?qu?A avec {ily"'}ip}jly" '?jg} = [l,n] \{’i}}
Considérons le préréseau I = I, UII 4+ et munissons ses conclusions de la permuta-
tion circulaire > Ay;---; Aim1; A; A Ay - -5 Ap . Comme U8 = U etor = orp, la
2-permutation oy est compatible avec W& . Soit 3 la relation symétrique entre conclu-
sions de II’ définie par: 3z € C en(z) € C* — en d'autres termes, II contient un
axiome dont l'une des conclusions est dans €' et l'autre dans . Dire que A®B
est scindant dans II, c’est-dire-que %* a exactement deux classes d’équivalence,
I's et T'yr. D'apres la proposition 32 il existe une représentation de la permutation
sur les conclusions de TI' qui est t> A;;---, Ay A3 A, Ag;---3 Ay, . |l est alors
clair que I1, (resp. ILo/) muni de la permutation circulaire t> A; ;---, A;,; A > (resp.
> A, Ay ;- -+ Ay, ) estun réseau cyclique. En effetI1 4 est un réseau, et comme oy,
et ‘I’i'ﬂ sont les restrictions a I'4 de op et ¥ elles sont compatibles — et le méme
argument vaut pour II 4.

On dispose donc, par hypothése d’induction de deux démonstrations de C-MLL

de conclusions respectives - A; ;---, A; ; Aet - AN A A;, correspondant a Il 4
et I',. Si on leur applique la régle @ de C-MLL on obtient bien une démonstration de
conclusion T4, A®B,T g qui correspond a II. O

Ainsi les démonstrations des exemples 10 et 11 correspondent elles au
réseau cyclique de I'exemple 21, qui est égal a celui de I'exemple 22. En
effet I'expression t> nt@n;(nten)@(rt@n);nt;n@snt;sn > et 'expression
> nt;n@snt; sn;nt@n; (ntEn)R(nt®@n) > représentent la méme permutation
circulaire.

7.4. Réseaux du calcul de Lambek avec et sans séquence vide

Pour caractériser les réseaux du calcul de Lambek sans séquence vide,
qui correspondent aux démonstrations de L*, nous utiliserons la proposition
suivante, démontrée dans I'annexe 2. Cette proposition fait appel a la notion de
sous-(pré)réseau: un sous-préréseau (resp. sous-réseau) Il d’'un (pré)réseau
I est un sous-graphe de II qui est un préréseau (resp. réseau). *°

Proposition 36 Soit IT un réseau; les énonceés suivants sont équivalents:
1. Tout sous-préréseau de II contient au moins deux conclusions. (ETOILE)

2. Tout sous-réseau de II contient au moins deux conclusions.

15. Un sous-préréseau d'un réseau n'est pas toujours un réseau: il se peut que SAT ne soit
pas vérifiée par le sous-préréseau.
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3. Toute séquentialisation de II ne contient que des séquents ayant au
moins deux conclusions.

4. |l existe une séquentialisation de II dans laquelle tout séquent contient
au moins deux formules.

Définition 37 Un réseau de Lambek est un réseau cyclique et intuitionniste,
c’est-a-dire un préréseau cyclique de conclusion ¥y = > F;---; F, > qui
satisfait :

@/ . Il n'y a pas de cycle &, un cycle & étant un cycle alternant élémentaire.
SAT : Entre deux points quelconques il existe toujours un chemin &.
10 : Toute conclusion F; est dans F* U F©.

CYCL : oq est compatible avec ¥'% — les axiomes de II ne se croisent pas.
On dira qu'un réseau de Lambek est sans séquence vide si de plus:
ETOILE : Tout sous-préréseau de II contient au moins deux conclusions. 1

Proposition 38 Toute démonstration de A;,..., A, b B dans L (resp. L*) se
traduit en un un réseau de Lambek (resp. un réseau de Lambek sans sé-
guence vide) de conclusion t> —A.;---, —As; +B >

Réciproquement, soit II un un réseau de Lambek (resp. un réseau de
Lambek sans séquence vide) de conclusion > Fi;...; ), t>. et soit ig 'unique
indice de [1,n] tel que F;, € F° et F; € FZ%, pour ¢ # i,. Alors le réseau IT
est la traduction d’au moins une démonstration dans L (resp. L*) du séquent
(R:o—l)%n (F%—?)Ea sy (Fl %: (Fﬂ)ia sy (Ffo+1)§1 - (Ro)g
DEMONSTRATION : La premiére partie estimmédiate par induction sur la démonstra-
tion de L (resp. L*). Pour la seconde, on sait d’apres le paragraphe précédent que II
admet une séquentialisation dans C-MLL, de conclusion - Fi,---, F;,. En raison de la
proposition 9, a cette démonstration de C-MLL il correspond dans L une démonstra-
tion de (F;,—1)%, (Fi-2)%, ..., (F))%, (FR)%, ..., (Fi+1)% F (F;,)9. En utilisant 1 = 3
de la proposition 36, on voit que que si II est un réseau de Lambek sans séquence
vide, la séquentialisation précédemment obtenue dans L est en fait dans L*. O

Parmi nos exemples de préréseaux, seuls les réseaux des exemples 20,
21 et 22 sont des réseaux de Lambek. Lexemple 21 correspond aux analyses
syntaxigues 5 et 6 : on s’est ainsi débarrassé d’'une spurious ambiguity. Lavan-
tage d’'avoir considéré des permutations circulaires est que dans ce cadre les
exemples 21 et 22 sont égaux. Lexemple 20 n’est pas un réseau de Lambek
sans sequence vide: il contient en effet un sous-réseau dont I'unique conclu-
sion est ntpn. Il correspond précisément a la démonstration dans L donnée
dans I'exemple 4.

16. Nous avons choisi, parmi les quatre formulations, 1 plutdt que 2, car les sous-préréseaux
sont plus facilement identifiables : il suffit de se donner un ensemble de sous-formules appa-
raissant dans le réseau qui soit clos par sous-formules et liens axiomes — sans vérifier SAT
ni @/£&. On peut aussi, en présence de cycL et de @& dire que pour toute sous-formule ¢
d’'une conclusion, le premier et le dernier atome de ¢ ne sont jamais reliés par un axiome: si
G = II®II' alors c'est toujours le cas, et si G = II'pll’, c’est précisémment dire qu'on n'a pas
de sous-réseau a une seule conclusion.
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8. L'ANALYSE SYNTAXIQUE VUE COMME
LA CONSTRUCTION D’UN RESEAU DE LAMBEK

Supposons qu’on souhaite analyser le syntagme nominal un exemple
tres simple, suivant le lexique donné dans I'exemple 4. Il nous faut donc
chercher une démonstration du calcul de Lambek de:

sn/n,n, (n\n)/(n\n),n\n F sn.
En vertu de la proposition 38 cela revient donc a construire un réseau de Lam-
bek sans séquence vide dont la conclusion soit :

B> nt@n; (nlpn)@J(nL@n); nlin@snt;sn >
— ces «types linéaires » étant automatiquement calculés comme on I'a fait

dans I'exemple 1, et I'ordre étant inversé (voir la proposition 9). On dispose
donc de la partie arbres R&B du réseau:

8 9 10

o o o o

nt n ant sn

exemple 1
n n®@snt
un
n\n (nt pn)a(nton) an/n
tres
(m\n)/(m\n)

Il ne reste donc qu’a définir oy, c’est-a-dire placer les liens axiomes,
entre les occurrences d’atomes ni, nz, ni, na, na, neny , na, sng, snig de sorte
gue @/, SAT, |10, CYCL, ETOILE soient vérifiées. Evidemment, 10 est automati-
guement vérifiée puisque toutes les formules correspondent a des traductions
de formules de £. Pour commencer, il doit obligatoirement y avoir un axiome
(sng,sni0). Il reste alors a placer les axiomes entre les » et les »t, ce qui fait a
priori 24 possibilités. Mais en utilisant les contraintes @/, SAT, CYCL et ETOILE
il N’y a guére de choix:

(ng,ng) € on — @A, cycle & avec le lien Tenseur entre ces deux atomes.
T,n4) € om — ETOILE, sous-réseau a une seule conclusion.

(n4yni) € op — CYCL imposerait (ny, ng ), qui est prohibé.

€ o1 — Seul choix encore possible pour n,.

(na,n3) € em — CYCL, en vertu de la ligne précédente.

¢ on — SAT, réseau totalement déconnecte.
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La seule solution possible est donc celle donnée par la 2-permutation o
donnée dans I'exemple 27 : (ni,n4), (n2, n3 ), (ns, na), (re,n7 ), (sng, sniq). Elle
décrit le préréseau de I'exemple 21. Il reste alors a vérifier qu’on a bien défini
un réseau de Lambek sans séquence vide, ce qui est immédiat. Il correspond
aux démonstrations de Lambek données dans les exemples 5 et 6. Lidentifica-
tion que font les réseaux entre diverses démonstrations du calcul des séquents
fait que I'on a moins de possibilités a considérer.

Une question naturelle est alors la complexité de ce genre d’algorithme
d’analyse syntaxique. Pour le systeme moins contraint MLL, la seule restriction
est d’obtenir un réseau satisfaisant @/ et SAT et alors on sait qu'’il y a néces-
sairement un grand nombre d’étapes: ce probléme est NP-complet (Lincoln
et al. 1992). Par contre la notion de Tenseur scindant conduit & des heuris-
tiques efficaces (de Groote Ph. 1995): en effet, on sait a priori qu’il ne peut
y avoir de lien axiomes entre les deux cotés d’'un tenseur: cela ne suffit pas,
mais restreint le nombre de possibilités de maniére significative lorsqu’on traite
d’exemples concrets. Le calcul intuitionniste ne change rien a ce point de vue.

Pour les calculs de Lambek L, et L*, par contre, la contrainte d’ordre
CYCL est si restrictive qu'on peut penser qu'’il en est autrement, mais actuel-
lement, on n’en sait rien. Certains pensent que c’est un probléeme polynomial,
pour les raisons suivantes: on sait que le calcul de Lambek correspond aux
grammaires hors-contexte, pour lesquelles la décision est polynomiale. Mais
on peut également trouver des arguments contraires: le nombre de maniéres
de placer les axiomes reste exponentiel, et des systémes voisins ont une com-
plexité exponentielle. Nous pensons que I'étude des réseaux est une bonne
maniéere d’'attaquer cette question, quelle gu’en soit la réponse.
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ANNEXE 1

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 32

On procede par induction sur #F + n, en notant que si une classe n'a qu’un
élément le résultat est évident — c’est notamment le cas si » = 2.
Il existe = tel que w{z) = o(z) Soit z tel que #]z, ¢(z)] soit minimal, et montrons
que #]z,0(2)[= 0 ce qui signifie que ¥{z) = ¢(z). Soit y €]z,¢(2)[. Comme ¢ est
compatible avec #, e(y) €]z,0(z)[. Lun des deux intervalles suivants ]y, o(y)[ ou
lety),e(e(y)) = y[ estinclus dans ]z, 6(2)[, et puisqu’aucun d’eux ne contient y, leur
cardinalité est strictement inférieure a celle de #)z, ¢(z)[, contradiction.

Considérons maintenant un tel z tel que ¥(z) = &(2) et soit i l'indice tel que
z € E;. Trois cas se présentent :

o{z) € E; et E; = z,0(2) Dans ce cas E; est seul dans sa classe, et le résultat
est clair.

o(z) € Bz et B;=...,2,0(z),...Dans ce cas, subsituons E; \ {z,0{2)} a E;, et
restreignons ¢ et ¢ a E \ {z,¢(2)}. Lhypothése d’induction s’applique et comme %*
est inchangée, les D et ¢ obtenus sur le probleme réduit conviennent.

o(z) ¢ E;. Dans ce cas ¢(z) est le premier symbole de E;.; = ¥(E;). On consi-
dére le probleme réduit suivant:

soit ¥ permutation circulaire t> By G B By By B ou Eiia)
est la suite de symboles définie par E;, E;

On remarque que E, ¥ et ¢ sont inchangés, ce qui assure que ¢ est compatible
avec . Comme on avait ;X F;,; la relation d’équivalence ™ de ce probleme réduit
a aussi exactement deux classes.

On retrouve ainsi un probléme similaire dans lequel #£M’ = n — 1. Lhypothése
d'induction fournit donc G’ et I tel que ¢’ = [G', D'[ et D' = [D,G"[. On peut donc
prendre G = ' et D = D' —- si toutefois ' (resp. I) est Ej(;41), alors on prendra G
(resp. D) égal a E;.
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ANNEXE 2

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 36

Les implications 1 = 2, 2 = 3 et 3 = 4 sont évidentes.

On montre 4 =- 1 par induction sur le nombre de liens de II, qui est égal au
nombre de regles logiques et d’axiomes de toute démonstration du calcul des sé-
quents correspondant & II. Considérons une démonstration IT* correspondant a II,
dont tous les séquents contiennent au moins deux formules. On peut toujours sup-
poser que II* ne se termine pas par une régle d’échange. En effet, si II* est une
séquentialisation de II dont tous les séquents ont au moins deux conclusions, II*
privé de cette derniéere régle unaire, est aussi une séquentialisation de II dont tous les
séquents ont au moins deux conclusions.

Si la derniére regle de II* est un axiome, II* se réduit a cet axiome, — qui
contient bien deux formules — et II est réduit & un lien Azieme. Dans ce cas le seul
sous-préréseau de IT est IT tout entier, qui a deux conclusions.

Si la derniere regle de II* est une regle a deux prémisses appliquée a deux
démonstrations II"* et II'*, le lien de II qui lui correspond est un Tenseur, qui est
final et scindant: IT s'obtient en connectant deux réseaux II’ et II” plus petits que
IT. Comme II' et II* admettent II"* et II"* pour séquentialisations respectives, et que
celles-ci sont des sous-démonstrations de II*, ce sont des démonstrations dont tous
les séquents contiennent deux formules, et on peut appliquer I'hypothése d’'induction
a Il et a I1”: tout sous-préréseau de II' ou de IT" a au moins deux conclusions.
Maintenant, étant donné un sous-préréseau sII de II, son intersection avec II’ (resp.
1) est un sous-préréseau de II* (resp. I1¥) qui a » > 1 (resp. ¢ > 1) conclusions. Si
le lien Tenseur fait partie de sII le nombre de conclusions de sll estp+¢ — 1 > 1,
et sinon, le nombre de conclusions de sII est p 4 ¢ > 1. Dans tous les cas II satisfait
ETOILE.

Si la derniére régle de II* est une régle a une prémisse appliquée a une dé-
monstration II"™, le lien de II qui lui correspond est un Par, qui est final. Apellons II’
le réseau obtenu a partir de II par suppression de ce lien. Le réseau IT' admet I
pour séquentialisation, et a moins de liens que II. On peut donc appliquer I'hypotheése
d’induction a I’ : tout sous-préréseau de II* a au moins deux conclusions. Maintenant,
étant donné un sous-préréseau sII de II, son intersection sII' avec II' a au moins
deux conclusions. Il est impossible que sII' ait X et Y pour seules conclusions. En
effet, on sait que II a au moins deux conclusions: il a donc une conclusion Z autre
que X pY. Comme II est connexe, il existe un chemin de sII* a cet autre conclusion,
et méme un chemin qui, a part son premier sommet est extérieur a I’. Il y a donc une
aréte de II, incidente a II’ qui commence ce chemin. On notera que ce n'est ni 'aréte
R sous X, ni celle sous Y, qui obligent & repasser par sII’. Or la seule fagon de sortir
d’'un sous-préréseau est de le quitter par I'une de ces conclusions: sII' a donc une
conclusion autre que X ouY .

Appelons p le nombre de conclusions de sII'. Si X et ¥ sont parmi les p conclu-
sions de sII’, alors, comme nous l'avons vu, on a » > 2. Par conséquent, soit sII a
p > 2 conclusions (s’il n'a pas X gY pour conclusion), soit sIl a p — 1 > 1 conclusions
(s'il a X @Y pour conclusion). Si X ou Y n’est pas conclusion de sII’, alors X gY n’est
pas conclusion de sII, et sII et sII* ont le méme nombre de conclusions p > 1.

Dans tous les cas, sII a au moins deux conclusions.
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