Une modalité autoduale pour le connecteur « précede »
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Résumé: Dans son article « A new constructivelogic: classical logic»
J-Y. Girard souleve la question d’'une modalité autoduae. Cette note
fournit une solution semantique relative au connecteur autodual et non-
commutatif pr ecede dans lacatégorie des espaces cohérents.

A. Présentation

Les regles structurelles de la logique classique sont responsables de son non-déterminisme, et la
logique linéaire qui les traite subtilement par e biais de deux modalités évite cet écueil. Lamodalite
«?» autoriselacontraction et I’ affai blissement en position positive, tandis que lamodalite duae « !»
les autorise en position négative.

Du point de vue sémantiquequi seralendtreici, celasignifiequel’ on alesmorphi smes canoniques
suivants:
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L es coupures croisées de lalogique classique de [Gen34] sont en fait des coupures dont les deux pré-
misses principales sont des formules qui viennent d’ &re contractées. Ceci est une cause majeure de
son non-déterminisme, comme en témoignel’ exemple 2 del’annexe B de [Gir91].

Ceci ne peut se produire en logiquelinéaire, puisque pour &tre contractée une formule doit &re de
laforme ? A, et que par suite sanégation est ' AL qui ne peut pas étre contractée.

Pour étudier untel phénomeneil faut disposer d’ une modalité autodual e, autorisant la contraction
tant en position négative qu’ en position positive. On note aors que I’ affaiblissement est plutdt mal-
venu, car mémesi ce n’est que semantiquement vrai, il serait curieux d’ avoir un morphisme de A dans
1 etunde1 dans A pour tout A.

Nous nous concentrerons sur le modéle des espaces cohérents qui est conceptuellement lié ala
logique linéaire, puisqu’ elle en est issue. Dans ce cadre nous avons déja étudié un connecteur non-
commutatif et autodual nommé pr ecede , et congu le calcul ordonné qui éend lalogiquelinéaire a
ce connecteur [Ret93].

S'inspirant deladéfinition de ce connecteur en termes d’ espaces cohérents, on définit une modalité
autodual e pour laquell e existent | es morphi smes canoniques suivants:
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Il 'y apasal’heure actuelle de syntaxe étendant le calcul ordonné a cette modalité. 11 faut pour
celaéudier les cas de base d’ &imination des coupures et les diagrammes commutatifs qui en résultent
comme celaa étéfait pour le systeme LC de [Gir91] dans [Quad5].

On peut s étonner que |’ étudie un éventuel modele avant de savoir précisément ce qu’il modélise.
Disons que ¢’ est un moyen de guider les choix syntaxiques en évitant la degénérescence du systéme,
et que ¢’ est un peu I’ anal ogue pour les modéles de Heyting, de ce que lathéorie des modeles appelle
lathéorie d'un modéle.

Que lelecteur m’excuse de n’ avoir pas rappel € comment |es espaces cohérentsinterpréetent lalo-
giquelinéaire. Celasetrouve dans!’articleorigina de J.-Y. Girard «Linear logic» [Gir87], ainsi que
danslelivredeA. S. Troelstra « Lectureson linear logic:» [Tro92] — et une présentation étroitement
liée aux réseaux de demonstration est reprise dans [Ret944].

Pour plus de détails sur cette note, on pourra consulter [Ret94b].

B. Remarquespréiminaires
DEFINITION 1 Un espace cohérent A est un graphe simple dénombrable dont I’ ensemble des som-
mets est appelé la trame et noté |A|. Deux points adjacents z et ¥ sont dits strictement cohérents,
ce qui se note z~y[A]; les abréviations suivantes sont pratiques: zCy[A] .ssi. 2z = y ou 2 y[A],
a~y[A] . ssi. non 2Cy[A].

Etant donné un espace cohérent A, son dual A+ est le graphe complémentaire.

Une applicationlinéaire f de A dans B est unerelation entre A et B telle que pour tous couples

distincts(e,b), (¢, b") € f s aCea'[A] alorsbb'. Lesapplicationslinéaires se composent comme les
relations. On parlera notamment d’isomor phismelinéaire partiel lorque la relation est fonctionnelle
et linéaire dans les deux sens, et de plongement linéaire |lorsque de plus elle définit une application
(au sens ensembliste) de |A| dans | B].1

DEFINITION 2 Etant donnés deux espaces cohérents A et B, |’ espace cohérent A pr ecede B, noté
A< B, est défini par:
trame  |A<B| = |A| x |B|
cohérence:  (a,b) — (a',b)[A<B] .ss. (e a'[A] et b =b) ou bb([B]

ProPOSITION 1 (JRet93]) Ce connecteur est:

non-commutatif A< B # B<A,
autodual (A<B)* = At< B,
associatif A<({B< () = (A<B)<C,
admet 1 pour neutre A<1 = A = 1< A,

entrela disjonction g et la conjonction & pour I'implicationlin&aire: pour tout coupled’ es-
pacescohérents A et B,ona ARB — A<B et A<B — ApB.

1. Onferaattention: ainsi décrite, une application linéaire n’ est pas une application au sensensembliste. Laterminologie
sejustifie ainsi: les objets intéressants d’ un espace cohérent A sont ses cliques, car si A interpréte une formule 4, unedé-
monstration de A est interprétée par une cliquede A — et une application linéaire de.A dans B est bel et bien uneapplication
au sens ensembliste de I’ ensemble des cliques de A dans|’ensemble des cliquesde B.



DEFINITION 3 On note 2 I’ensemble {0, 1}, 2” I’ ensemble des mots sur 2, —y comprisle mot vide
£ — et 2¥ |’ensemble des mots infinis sur 2, muni de I’ ordre lexicographique habituel et |a topolo-
gie produit. Les lettres w, v, # désignent des motsinfinis de 2%, tandis que la lettre m et ses dérivées
désignent des mots finisde 2*.

PROPOSITION 2 L'ensemble gt des fonctions continuesde 2 dans un ensemble A muni dela to-
pologie discréte, est en correspondance bijective avec I’ ensemble des arbres binairesdont les feuilles
sont étiquetées par des éléments de M de sorte que deux feuilles soaurs n’aient jamais la méme éti-
quette.

Ainsi un &ément de gt ,, peut-il &re décrit par un ensemblefini
{{(my, ), .., (mp, ap)} € Prin (2" X M) satisfaisant:

(1) Yw e 2¥ A I’ € 29 w = muw'
(2) ¥i,j [Am e 2" m; = mO et mj = ml] = ¢; # ¢;

Lafonction continue correspondante se calcule ainsi:
pour unw € 2¢ il existe, d' apres (1) un unique ¢ tel qu'il existe un w' avec w = my;w', €t on pose
fw) = a:.
C. Lamodalitéet sespropriétés

DEFINITION 4 Soit A un espace cohérent. On définit A par:
trame: |’ensemble gt des fonctions continues de 2¢ dans | A| muni de la topologie
discréete
cohérence:  deux fonctions f et g degt| 4 = |9A| sont dites strictement cohérentes lorsque

T € 2 (1) g(w)[A] et Vo' > f(w') = g(w)

PROPOSITION 3 La modalité précédemment définiejouit des propriétés suivantes:

(1) S |A| est denombrable, il en est de mémede |9 A4].

(2) Lamodalite est autoduale, c.-a-d. {J4)+ = (4A1).

(3) Lamodalitéd est un endofoncteur — <€ = {(f, ¢)/¥Yw € 2¥ { f{w), g{w)) € £} C |4A| x |9 B|

(4) L'ensemble{( fg, f1), f)/ f(0w) = fo(w)et f(1w) = fi(w)} estunisomorphismelinéaireentre
JA<9A et A,

(5) L'ensemble {{a,a)/e{w) = &} est un plongement linéaire de A dans <A et de A dans A. De
cefait, A est unerétractionlinéairede < A.



Laproposition précedenteest établiedirectement, en raisonnant sur 2 et lesarbres, dans[Ret94b)].
Néanmoins elle se deduit aisément de la proposition plus « catégorique» que voici:

PROPOSITION 4 Notons <3» A |’ espace cohérent A < A....A < A (2" fois) —rappelonsque < est
associatif — et notonsz & I’ écriture de I’ entier & en base 2. Définissons, pour » € N:

dﬂ = {((ﬁq, ey mgn_l), (x(}, By Ty ELy eenny ﬁ?gn_ljmzn_l))} Z |<2nA| X |<2n+1A|
bn = {(ga E)/(Eag) S dﬂ} C |<2“+1A| A |<2“A|
gn = {((20, e, 22021), HIVE € [0,2" — 1 Vo0 € 2% f((zh)0) = 23} C |<zn 4] x [94]
P ={(f,2)/(Z, f) € g} C Al X |[<an A]
Alors ces relations sont des isomorphismes linéaires partiels, les d,, et ¢, sont des plongements

linéaires, et A est lalimiteinductive du diagrammedes d,,, les «injections» étant les ¢,,, et la limite
projective du diagramme des b,,, les « projections: étant les p,,.

Démonstration: Les deux parties de la proposition éant similaires, on se contentera de montrer que
9 A est lalimiteinductive desd,,. Lacommutation destriangles g, = gn11 © dy, €stimmédiate.

4



Soit maintenant un cone de méme base et de sommet €, le morphisme de < sn A dans €' étant
appelé ¢f.. Soit ¢¢ |’ ensemble suivant:

¢ = {(gn(w0, vy 22n-1),€) [ ({20, y wn-1),¢) € ¢} C [94] x |C|

Il est clair d' apres sadéfinition que ¢ factoriseles ¢!, . Montrons rapidement qu'’ elle est uniquea
lefaire. Soit ¢f; uneautrefactorisationdes¢!. Soit (f,¢) € ¢f;; adorsil existeunn etun z € |<yn A
tel quegn(Z) = f.Donc(Z, c) est dansq’ , car il est dans ¢} o ¢n, auquel cas(f, ¢) est aussi dans ¢¢ .
Soit maintenant { f, ¢) € ¢z; alorsil existeun n et un & dans <n A tel que ¢, {zg, ..., Zgn_1) = f €t
((zq, .., 23n_1), ¢) estdansg’,. Comme ¢, o ¢, = ¢, et que f est|’uniqueimage de Z par ¢, ¢, doit
contenir { f, ¢).

I reste maintenant a montrer que ¢¢ définit une applicationlinéairede A dans .

((mﬂ': '":mi"—l):c) S ﬁ
(2> 2_1),¢) € gf
q,k(ﬁ(}, sy m2"—1) =f
qg(mf(]: ] m;z_l) = ff

Supposonsque ! £ & et considérons dg—1(...{di+1{di(zq, ..., 23x_1)))...) € | <z A|. Comme les
d,, sont desplongementslinéaireset queg; = g} odz—10..odjonaldy_1(...(di(zg, ..., T 35_))-..))s €) €
¢f et comme ¢ = ¢ o di—y © ..o dj, onaauss ¢ (dz—1(...{dizg, ..., 5_1))..)) = .

((ﬁ‘??a ---;ﬁ?f"—l)ac) € qr

On peut donc dire qu'il existeun entier r = max{!, &k} tel que (g6, s @ry )5 ¢) € 4

G (T0y vy Tar—1) = f
G (855 s Tyr_1) = f'

Supposons maintenant que f f[94]. Comme ¢ est un plongement lingaire, on a
(B0 ey Bzr—1) (&G, vy Thr_ 1 )[<2r A] €t donc e’ [C'] — puisque ¢f est lingaire. S f = f aors
(g, ey @zr—1) = (af, vy 2hr_1 )[<2r A] et donc eCe'[C] — puisque ¢} est lin&aire.

On déemontre de méme que < A est lalimite projective du diagramme des &,. Celatient aux faits
évidentssuivants: les applicationslinéaires d,, et ¢,, sont desisomorphismeslinéaires partiels, lesb,, et
les pr, sont leur transposées, et la transposition est bien évidemment un foncteur (contravariant) dans
la catégorie des ensembles munie des relations comme morphismes. Ainsi la factorisation ¥ d’un
autre cdne utilisant des morphismes p, admet-€lle pour définition la « transposée» de cellede ¢¢:

S(f,e),(f',c) € ¢ dorsil existeun entier k et un entier { telsque:

Yo ={(c, /)fAn Iz € <amA f = ¢a(7) et (¢,7) € ply}

Pour finir, je répondrai a une question qu’ on m’ a souvent posée:

REMARQUE 1 < est n’est ni une monade, ni une comonade — puisque < est autodual e ces deux pro-
priétés sont équivalentes.

Démonstration: |l n'y a pas de transformation natureller : 9—1d.

Supposonsqu’il y ait unetelle transformation natureller, et soit 141 |’ espace cohérent constitué
de deux sommetsincohérentse et &, et 1 I’ espace cohérent aun sommet. Soient £, £5, £ap : 161 —o 1
les trois applications linéaires définies par

£y = {(c},*)} £y = ‘{(b; *)} £ap = {(ﬂ’:*): (6: *)}
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q(11) REL:ADN 1¢1 Etudionsla commutativité des diagrammes ci-contre. Pour £7 = £,3,

on voit query, qui est soit @ soit1d4, est Id;. Considéronslestrois élé-
e ¢, ments{(e, )}, {(0,2),(1,8)}.{(¢, )} Pour s = £, onvoitquedeces
' " troiséléments, seul le premier s'envoiesur ¢ par r1g1, €t en utilisant ce
o méme diagramme pour £z = £3 on voit que de ces trois & éments seul
91=1 < 1 le troisiéme s’ envoiesur b par r1g1. Par conséquent rig1, N'envoiele
! second sur rien, ce qui empéche le diagramme obtenu pour £+ = £,; de

commuter.

On peut néanmoins se demander s'il N’ existe pas une transformation naturelle s : 4—99 sa
tisfaisant le principe de co-associativité. Je ferai une reponseinformelle: I’ application linéaires 4 =
{(f, (¢, f)} nesatisfait paslacondition de naturaité, et |aseul etransformation naturelle qui satisfasse
la co-associativite alaquelle je puisse penser, est donc celle définie par:

sa ={(f,{(mi, f)}) ] fmaw) = fi(w) } CIIA| < [994]

Si larelation s 4 satisfait la condition de naturalité et |a co-associativité, elle ne définit cependant
pas uneapplicationlinéaire. Considéronslestroisélémentssuivantsde|9(141)|: foa = {(0,5);{1, )},
Jo = {(e,a)} & faa) = {(0,0);(10,8); (11, e)}. Soient maintenant les deux éléments suivants de
‘qq(l@l): Ffa(m) = {(E, fm(bm))} et Ffafba = {(0, fu); (1, fbu}- On aanrsta(M)"Ffan [q‘q(l@l)],
tandis que { fo(pa)s Frusay) € (Sa(pa)> F1assa) SONt toUS deux danss g . <

Remerciements: Jeremercie Pierre Ageron, Thomas Ehrhard, Philippede Groote, Jean-Yves Girard, Catherine
Gourion, Achim Jung, Myriam Quatrini , et Thomas Streicher de leurs commentaires. Les diagrammes sont
dessinés avec di agr ans, outil IATEX de Paul Taylor.
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