C0-GRAPHES COUPLAGES ET
PREUVES EN LOGIQUE LINEAIRE
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LOGIQUE LINEAIRE MULTIPLICATIVE
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PREUVES — ARBRES + AXIOMES
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CRITERE DE CORRECTION
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GRAPHES BICOLORES
(COUPLAGE PARFAIT+ LIENS)

= Couplage ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes.
= Parfait: une aréte du couplage est incidente a chaque point.

= Critére: pas de cycle élémentaire alternant







\-o(l/a\ iba o€ V®

TRADUCTION DU PAR " r

rA7
ﬁl A 5T



TRADUCTION DU TENSEUR

| g2



NECESSITE D’UN CRITERE DE CORRECTION
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VALIDITE DU CRITERE
PRESERVATION SEQUENTS —> GREPHES




SEQUENTIALISATION
GREPHES+CRITERE > SEQUENTS
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1A PROPRIETE CLE:

=) PAS DE CYCLE EA
— < (COUPLAGE PARTAIT UNIQUE
< ISTHME DU COUPLAGE (REC)

Merci a ]J.-C. Bermond et G. Zémor (pointeurs +méethodes)



LEMME CENTRAL: KECF <> UNICITE DU
COUPLAGE <~ISTHME DU COUPLAGE (REC)

= Un graphe est muni d'une unique couplage parfait si et seulement siiln’y
Eas de cycle élémentaire alternant les aretes du couplages et les arétes
ors-couplage . _
Retoré 93... mais Berge ’avais vu bien avant ©

= Equivalent a le graphe appartient a la plus petite classe AECF (AE cycle
free) définie inductivement par:

* Graphe a une aréte, incluse dans le couplage
* Clos par: on prend GA, GB deux graphes de AECF on ajoute:
* Deux points A, B
* Une aréte AB dans le couplage,
* Des arétes entre A et des points de GA (autant qu’on veut)
* Des arétes de entre B et des points de GB (autant qu’on veut)

= Tout graphe de AECF est AECF: ok Retoré 93 (et sans doute Kotzig 59 en
slovaque)

= Si G dans AECF, alors G contient un isthme du couplage - Retoré 93, merci
a G.Zémor, ].Cl. Bermond



PAS DE CYCLE EA
<> COUPLAGE PARFAIT UNIQUE

= C’était connu (Berge, je crois)
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DEF INDUCTIVE
GRAPHES AVEC COUPLAGE PARFAIT UNIQUE

= Dans Lovasz et Plummer Matching Theory recommandé par
Bermond est cité un article de Kotzig en slovaque qui prouve
I’'implication simple de ce que j’avais prouveé
(d’apres Miki Hermann qui est Slovaque)
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IDEE DE LA PREUVE

» I’'idée de contracter une boucle et autres méthodes standard
sur les graphes m’a été soufflée par Gilles Zémor.
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IDEE DE LA PREUVE, SUITE
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LEMME - SEQUENTIBLISRTION
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DE PLUSIEURS MANIERES
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= ET LES COGRAPHES ?




RVANT LES GRAPHES BICOLORES
« AGREGATS » (PLUSIEURS Ky UNE COULEUR POUR CHAQUE)
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COGRAPHES

= Cographes = classe de graphes contenant les graphes a un
point et close par somme disjointe et composition en série.

- (VE)® (V',E’) = (V+V’, E+E’) (+ union disjointe)
- (VE) ® (V',E’) = (V+V’, E+E+VV")

= Caractérisés par absence de P4

= Un cographe se décrit par un terme UNIQUE
modulo ’associativité et la commutativité de ® et de Q



PROPRIETES DES COGRAPHES PAS DE P4

KSSOCIATIVITE, COMMUTATIVITE DES CONNECTEURS - EGALITE
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FORMULE ET/0U - COGRAPHE
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REECRITURE DE COGRAPHES ET
INCLUSION DE COGRAPHES

= Inclusions des cographes axiomatisée par la réécriture de
cotermes Bechet de Groote Retoré 97 RTA

= Reécriture de termes interchange law o b o \=

~(modulo commutativité et associativité) Mo\,-? \ \ )
"4 QR%: @BD)R®(cBA)> (a®c)B (b ® d) (incorrect)
-3%:a®c®d) > @®c)® d(=mll) OTL\A. 9 v 1
2@ % (a®d) > (a®d) (mix) o & <

= Inclusion et correction ,}L"‘D a\
= 3 préserve la correction ( )lb{hu.( e avr'v-s )‘mlf
= 3 et 2 préserve la correction avec mix etV AL CauéQL

= 4 ne préserve PAS la correction
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= HANDSOME PROOFNETS
® BEAUX RESEAUX




RESEAUX SANS LIENS: BEAUX RESEAUX

SEXY - CUTE —> HANDSOME PROOENETS
(POLITICALLY CORRECT.. )



QUID DU CRITERE DE CORRECTION °?
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HANDSOME PROOF NETS 1 —
COGRAPHE + COUPLAGE PARFAIT

= Cographe: la formule \

= Couplage parfait les axiomes

= Graphe qui représente fidelement la preuve:
en plus de d’habitude , ordre des regles, associativité et
commutativité des connecteurs deviennent I’égalité

= Critere:
= Tout cycle ae contient une corde
= Pas MIX <> un chemin ae entre toute paire de point






PLIAGES ET DEPLIAGES
(FOLD / UNFOLD)

» Préservent la correction

= On passe progressivement de
= Réseau bicolore avec liens
= Beau réseau

= Etapes intermédiaire: cographe entre les conclusions

= Et vice versa!



GRAPHES BICOLORES -> BEAUX RESEAUX
DEPLIAGE




GRAPHES BICOLORES -> BEAUX RESEAUX
DEPLIAGE



BEAUX RESEAUX ~> RESEAUX BICOLORES
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CRITERE DES BEAUX RESEAUX
TOUT CYCLE EA CONTIENT UNE CORDE

= Sur les réseaux bicolores, avec liens, £oatpargsdr

+ Préservé par 2 Hme- o 1= p/[ e p/(C’L ﬂ/q
e ¢ o~
%\ v‘/\v Norrs

Mmea /(.C‘M

S e PV i SR SR I
(=> Das Ao %74& e o

@



ELIMINATION DES COUPURES
ET REECRITURES CORRECTES
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PREUVES PER REECRITURE

% Le V%\L\a /s [ ﬂ/g
= AXn : axiomé, c’est-a-dire graphe complet é (% - {

= 3 permet elle d’obtenir de AXn toutes les preuves de MLL? W/l/ 5

» 3 et 2 permettent elles d’obtenir de AXn toutes les preuves de
MLL+mix?
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@ LE CAS ORIENTE




PRECEDE / BEFORE
(UN PEU DE SEMANTIQUE)
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RESEAUX BICOLORES ORIENTES
CRITERE
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BEAUX RESEAUX
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® COGRAPHES ORIENTES




DICOGRAPHES = COGRAPHES ORIENTES
PROPRIETES

= Caractérisation
= Retoré 1997 ordre série parallele + cographes + transitivité faible
= Guglielmi 2001 (compliqué, je ne la connais pas)
= Paul 2006 purement en termes de sous graphes exclus



COGRAPHES ORIENTES

= Cographes orientés
= (VE) B (V',E’) = (V+V’,E+E’) (+ union disjointe)
- (VE) ® (V',E’) = (V+V’, E+E’+VV)
= (VE) < (V,B’) = (V+V’,E+E’+V<V’) (arcs de V vers V’)

= Caractérisation:
= Partie symétrique : cographes (pas de P4)
= Partie orientée: ordre série parallele (pas de N)
= Entre ces deux parties transitivité faible: transitif dés que
= deux arcs se suivent, a<b b<c => a<c
= un arc et une aréte se suivent a<b b-c => a<c
= une aréte et un arc se suivent a-b b<c => a<c

= Cractérisation par sous graphes exclus (Christophe Paul)



INCLUSION/REECRITURE DE DICOGRAPHES
(POUR ELIMINATION DES COUPURES)

= Inclusions des dicographes axiomatisée par la réécriture de
cotermes Bechet de Groote Retoré 97 RTA

= Récriture de termes interchange law
(modulo commutativité et associativité)
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INCLUSION =
REECRITURE DE DICOGRAPHES
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4 R®%: (ABb)R(c®d)2> (@a®c)® (b ® d) (réseaux: incorrect)
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RESEAUX ORIENTES
" (POMSET LOGIC)

Surtout des questions...peu de réponse
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(DE)PLIAGE BEFORE




(DE)PLIKGE TENSEUR
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BEAUX RESEAUX ORIENTES
POMSET LOGIC

= Cographe orienté

. Toué circuit (cycle orienté) €élémentaire alternant contient une
corde.

= Réécriture d’inclusion préserve la correction
= = Elimination des coupures

= Fold unfold préserve la correction
il y a aussi des réseaux avec liens
calcul des séquents ne dérive pas tout
Slavnov 2019 deux < un plutét par, un plutét tenseur

= Calcul par réécriture : calculus of structures,
equivalent a SBV (retoré 20201) _
(mais pomset logic fait plus cf. Tito Nguyen & Lutz Strassburger)

= (correction < interprétation cohérente=clique)



POMSET LOGIC: UNE BONNE LOGIQUE
SANS CALCUL DES SEQUENTS (%

= Régles simples sur des séquents munis d’un dicographe
—> réseaux corrects mais pas tous!

= Slavnov séquents si P formules alors P relations binaires entre
uples de longueur 1...P (chemins AE disjoints).
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BEAUX RESEAUX PAR REECRITURE
DEEP INFERENCE (SBV)
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QUESTION OUVERTE ,
DEFINITION INDUCTIVE DES BEAUX RESEAUX ?
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CRITERE PAR REECRITURE (DEEP
INFERENCE)
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CONCLUSION

De belles questions sur de beaux réseaux?





















