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1 Présentation

1.1 Pourquoi un cours de logique?

Nombreuses utilisations de la logique en informatique

— intérét immédiat en algo: écrire des conditionnelles et des conditions d’arrét cor-
rectes. ..

— conception de circuits (portes "et" "ou" "non" réalisant une fonctiok&}”
dans{0,1}?).

— preuves de programmes
montrer qu’un programme satisfait une propriété (formule logique)
Exemple: fonction de recherche d’'un entier dans un tableau trié qui rend "pré-
sent" ou "absent".
Correction du programme:
hypothése: le tableau en entrée est trié
conclusion: on a "présent" si et seulement si la valeur est dans le tableau, et
"absent" sinon.

— bases de données
On utilise des propriétés logiques, par exemple, si les prédicats de base sont "étre
le grand-pere de", "étre I'oncle de", etc.:
chercher "un gargon de 9 ans ayant un oncle de 32 ans et un grand pere paternel
de 70 ans"
revient a chercher "un homme de 32 ans ayant un pére de 70 ans et un neveu de
9 ans"
La logigue permet de produire toutes ces formulations équivalentes, étant donné
les équivalences de base "X est le neveu de ' est I'oncle de x". Certaines
formulations sont plus faciles a chercher que d’autres.

— CaML (programmation fonctionnelle typée)
type = formule logique
programme = démonstration formelle
évalutation = normalisation de la démonstration

— ProLog (programmation logique)
description du probléme = axiomes logiques
résolution du probléme = construction d’une démonstration

1.2 Lalogique: philosophie, mathématique et informatique

Historiguement: dégager les principes du raisonnement correct.
Antiquité et Moyen-Age (scholastique) syllogismes, quantification, logique modale
Leibniz, Boole, de Morgan (remplacer la déduction par un calcul)
20¢ mathématisation de la logique
(1) théorie des ensembles
(2) théorie des modéles
(3) théorie de la démonstration
(4) théorie de la récursion, calculabilité et complexité
(3) et (4) mathématiques pour I'informatique



1.3 Exemples de syllogismes

— Modus ponens:
De "si A alors B"
et "A"
on déduit "B".

— Modus tollens:

De "si Aalors B"
et "nonB"
on déduit "non A"

1.4 Une notion clef: syntaxe/sémantique

interprétation
SYNTAXE erPretalion oy, ANTIQUE

. _interprétation _
Enoncés———— valeurs de vérité

dans un monde possible

La logique s’occupe de la vérité indépendamment du contenu des énoncés.
Par exemple

"si (il pleut) alors (la chaussée est mouillée)"

peut étre vrai ou faux (si la chaussée est celle d’un tunel). Par contre

"si (il pleut) alors ((il pleut) ou (il neige))"

sera vrai quelles que soient les circonstances.

Coté syntaxe: démonstrations formelles qui produisent exactement les énoncés qui

sont toujours vrais.

1.5 Logique classique

Seulement deux valeurs de vérité (vriaet faux:0).

Dans une interprétation toute proposition devient vraie ou fausse.

C’est abusif: "123 est grand" n’est ni vrai ni faux; mais cette vision simpliste suffit
pour bon nombre d’applications.

Sinon il existe des logiques multivalués, modales, temporelles etc.



2 Lelangage du calcul des propositions

2.1 Langage du calcul des propositions: définition

Les propositions élémentaires (ou atomiques) sont des phrases simples dont on peut
déterminer dans un contexte (ou interprétation) si elles sont vraies ou fausses.

Pour nous les propositions élementaires ou atomiques seront des |etires:.
On supposera qu’on en a un ensemble fini ou dénombrable de propositions atomiques.

Le vocabulaire varie:
| Sont synonymes: |

| Sont synonymes: |

propos?t?on filtomique_ oo
proposition el_ementalre (du calcul propositionnel
formule atomique on
(du calcul propositionnel pl’OpOSlil
variable propositionnelle (complexe)
Les propositions ou formules sont définies ainsi:

1. Les propositions atomiques sont des propositions.
2. Si X est une proposition, alo(s-X) ("non X", la négation deX) est une pro-
position.
3. SiX etY sont des propositions, alors
(@) (X AY) ("X etY™) conjonction
(b) (X VY) ("X ouY™", ou inclusif) disjonction
() (X =Y) ("si X alorsY™") implication
(d) (X &Y) ("X sietseulement &™)

sont des propositions. equivalence

4. Rien d’autre n’est une proposition.

2.2 Les formules: arbres et expressions parenthésées

Contre-exemples:V g A1, p = qr
Exemple:(((p = q) = p) = (=(p V q)))

(hauteur = 3)

/\




2.3 Sous-formules

Les sous-formules immédiates @& AY), (X VY ), (X = Y) et(X < Y) sont
X etY.

La seule sous-formule immédiate @eX ) estX.

Une formuleY est sous formule d’'une formul¥

siY =X ou

s'il existe un entien et des formules

Y =YoV1,... Yo =X

telle quey; soit sous-formule immédiate dé, ;.
On peut aussi définir inductivement I'ensemiSi&’'(A) des sous-formules d’'une

formule A:
— Si A = p une proposition atomique:

SF[A] = SF[p] = {p}
— SiA = (—X)alors
SF[A] = SF[(-X)] = {A} USF[X]

— SiA = (X eY) ol e peut étre n'importe quel connecteur binaixe/,=,<)
les sous-formules dd sont:

SF[A] = SF[(X e Y)] = {(X ¢ Y)} USF[X] U SF[Y]

Les sous-formules d’'une formule donnée s’obtiennent en choisissant un noeud dans
I'arbre, et en prenant I'arbre en dessous.

C’est aussi une formule allant d’'une parenthése ouvrante a la fermante qui lui cor-
respond, ou une proposition atomique de la formule considérée. Exemple: quelles sont
les sous-formules de

((p=4q)=p)= (V)

p (trois occurrences)
q (deux occurrences)



3 Sémantique du calcul des propositions

3.1 Valuation (ou interprétation)

Une valuation c’est la donnée, pour chaque proposition atomique de sa valeur de
Vérité.

Supposons connue la valeur de chaque proposition atomique.

Une telle valuation s’étend de maniére unique a toutes les formules: en effet la va-
leur de vérité d’'une formule complexe n’est fonction que de ses sous-formules (ce qui
est une idéalisation). Elle se calcule au moyen des tables de vérité, qui permettent de
calculer de proche en proche la valeur de la formule, en suivant les étapes de construc-
tion de la formule, c’est-a-dire en calculant la valeur des sous-formules.

3.2 Valuation: tables de vérité

X| Y| (XAY)| |X|Y|[(XVY)
11 1 11 1
1[0 0 1[0 1
01 0 01 1
010 0 00 0

X[ (=X)

1] 0

0] 1
X|V|X=2Y)] | X|YV|(XeY)
11 1 11 1
1[0 0 10 0
01 1 01 0
00 1 00 1

3.3 Commentaires sur le "sens" des connecteurs

Le "et" noté(X AY') est commutatif. Ce n’est pas toujours le cas en francais: "il
se gare et (il) descend de voiture"

Le "ou" notéX VY estinclusif.

Exemple: les étudiant titulaires du DEUG ou qui ont réussit un concours d’entrée
peuvent s’inscirre en licence. (on ne va pas refuser ceux qui ont les deux titres!).

Contre-exemple: en francais le "ou" peut aussi étre exclusif, comme dans "fromage
ou dessert".

Limplication X = Y signifie seulement que quaid est vrai,Y I'est aussi, c’est
une abbréviation pour

(ﬂX) VY

Attention: du point de vue formel étudié ici il N’y a pas de causalité. Par exemple

"si mon fils embéte sa soeur, alors il est privé de foot"

est vrai méme si

"je le prive de foot" alors gu’ "il n'embéte pas sa soeur".

Souvent en francais I'implication est en fait une équivalence: dans I'exemple ci-
dessus mon fils croira que si "il "'embéte pas sa soeur", alors "il n’est pas privé de
foot".



"si éléphants volent, alors Paris est en France" et "si les mouettes volent, Paris est
en France" sont valides.
L'équivalenceX < Y est juste une abbréviation po(X = Y) A (Y = X)),
c'est a dire
(X AY)V ((~X) A (=Y)))

Il n'y a pas non plus de relation de cause a effet entre le faitXjus Y soient
toujours vrais simultannément, par exemple:

"(Paris est en France) si et seulement si (les mouettes volent)"

"(les éléphants volent) si et seulement si (les poules ont des dents)"

sont toutes deux valides.

3.4 Les piéges de l'interprétation standard

Le logique se contente de dire:

une formule est toujours vraie (par €x.= p))

une formule est toujours fausse (par @xA (—q)))

ou qu'il existe des valuations qui la rendent vraie et d’autres qui la rendent fausse
(par ex.p = q).

Lorsqu’on connait le sens des propositions atomiques, on est tenté d’en dire plus,
c’est-a-dire d’admettre implicitement la vérité d’autres formules que celles qu’on consi-
dére. C'est a éviter.

3.5 Formule (in)consistante et universellement valide

Une formule estonsistantgsatisfiable) s'il existe une valuation qui la rende vraie.

Un formule esinconsistantesi elle est fausse pour toute valuation.

Une formule esuniversellement validsi elle est vraie pour toute valuation. Elle
est alors appelée une tautologie ou un théoréme du calcul des propositions.

3.6 Ensembles de formules (in)consistant

Un ensemble de formules se traite comme la conjonction de toutes les formules
le composant.

Différence: £ peut étre infini, tandis qu’une formule ne comporte qu’'un nombre
fini de conjonction.

Un ensemble de formules est ditconsistants'’il existe une valuation qui rende
simultanémentraies toutes les formules de I'ensemble.

L'ensemble de formule§ est ditinconsistansi pour toute valuation au moins une
des formule est fausse.

Si £ fini, la consistance (resp. I'inconsistance)&lest identique a la consistance
(resp. l'inconsistance) de la conjonction des formule§ de

3.7 Comment énumérer les valuations

Pour voir si une formulé” est consistante, inconsistante, ou universellement valide,
il faut lister toutes les valuations et calculer a chaque fois la valellit.de

Remarque importantda valeur deF’ ne dépend que des propositions atomiques
figurant dansF’ Méme si les propositions atomiques forment un ensemble infini, seul
un nombrefini figurent danst'. |l suffit donc de décrire toutes les valuations sur les



propositions atomiques figurant dafs et s’il y an propositions atomiques dars
cela fait2” valuations a considérer.

Exemple:F = ((p=¢q)=p) =r

p peut valoir0 ou 1, dans chacun de ces deux cageut valoir0 ou 1, et dans
chacun de ces quatre cageut valoir0 ou 1. On dresse un arbre ou un tableau de
tous les cas possible8 & 23) . A I'aide des tables de vérité on calcule la valeur des
sous-formules dé’ dans chaque cas.

3.8 Implication et équivalence sémantique

Une formuleX en implique une autr&” si chaque fois qu’'une valuation rerd
vraie,Y prend aussi la valeur vraie. Dans ce cas, la forniifle=- Y) est une tautolo-
gie.

Une formuleX est équivalente a une aulresi et seulement si, pour toute valuation
X etY prennent la méme valeur de vérité. Dans ce cas, la for(dule> Y') est une
tautologie.

Une formuleX est diteconséquence d’'un ensemble de formélesi toute valua-
tion qui rend simultanément vraies toutes les formule& dend vraieX .

ExempleX = r est conséquence de

E={pp=q,(¢d=1)}



4 Lalgorithme de Quine

4.1 Justification et plan du cours sur cet algorithme

Du point de vue informatiquié importe non seulement de comprendre les notions
de formule d’interprétation etc. mais aussi de décrire des algoritlurigsermettent
de vérifier efficacement si une formule est consistante, inconsistante ou uniformément
valide — par exemple pour vérifier par machine la correction d’un programme, ou d'un
protocole de communication sécurisé.

Pour écrire de tels algorithmes il faut que les techniques utilisées soit suffisamment
précises, prétes a étre implantées, c.-a-d.formadistire appel a des opérations trés
simples sur les formules.

Pour présenter un algorithme assez efficace de décision, nous allons procéder comme
suit, les trois premiers points étant des ingrédients de 'algorithme:

— introduction des constantes logiquegt L.
— substitution d’une formule & une proposition atomique et équivalence sémantique

— remplacement d’'une sous-formule par une sous formule équivalente et équiva-
lence sémantique

— lalgorithme de Quine / exemple
— preuve de la terminaison de l'algorithme
— preuve de la correction de 'algorithme

4.2 Un exemple justifiant la méthode

Le raisonnement que voici est-il correct?
S'il est venuseul, il a pris lebus ou letrain. S'il a pris lebus ou somutomobile
alors il est arrivé emetard et ananqué la réunion. Il n'est pas arrivé eetard.
Donc s'il est venweul il a pris letrain.
Cet énoncé se formalise ainsi:
s: il est venuseul
b: il a pris lebus
t:il a pris letrain
a: il a pris sonautomobile
r: il est arrivé enretard
m: il @ manqué la réunion

((sé(b\/t))/\((b\/a)ﬁ(r/\m))/\—'r) = (s = 1)

Il faut une table de vérité, d&¥ = 64 lignes etl4 colonnes!

4.3 Les constantes et L

On notera désormaiE = G I'équivalence sémantique d€ et G: pour toute va-
luationv, v(F') = v(G).

On adjoint au langage deux constantes spécialesL dont la particularité est la
suivante: pour toute valuation(L) =0 etv(T) = 1.

Les formules sont définies comme précédemment, en ajoutant la clause: une constante
est une proposition.

Ainsi par exemplép = T), ¢V (p Vv T) etc. sont des formules.

10



D’aprés la définition de= on a:

Propriété 1 F est universellement valide
sietseulementdi =T
F est inconsistante si et seulemenfsie L.

4.4 Substitution d’'une formule a une proposition atomique

Soitp une proposition atomique, autre quieou L.
Soit F et X deux formules. La formulé’[X/p] est s’obtient en remplagatdutes
les occurrences depar X .
Exemple:
(pAT)V(p=9)lp=q)/p]
=((p=aAT)V(lp=4q) =4)
Plus formellement:
— F estune constant@(ou L) alorsF[X/p] = F.
— F est une proposition atomique.
— SiF=q#palorsF[X/p|=F
— SiF =palorsF[X/p| = X
— SiF = (—=G) alorsF[X/p] = (-G[X/p]).
— SiF=(GeH)
alors F'[X /p| = (G[X/p] e H[X/p])
e désigne n'importe quel connecteur binaire
VAN, =, &

4.4.1 Substitution simultanée de formules a des propositions atomiques

On peut aussi effectuer simultanément la substitutioX dep, deY aq etc. ce qui
est notéF'[ X /p; Y/q]. La définition inductive est la méme.

Exemplex((pAT)V(p = 9)[(p = ¢)/pip/d) = ((p = O)AT)V((p = ¢) = p))

Attention: en généraF[X/p|[Y/q] # F[X/p;Y/q]. En effet X etY peuvent
contenir les propositions atomiquegt q.

Exemple:(p = q)[q/pl[p/q] = (p = p)

et(p = q)la/p;p/al = (¢ = p).
Sia etb sont des propositions atomiques figurant ni dand” ni dansX ni dans

Y alorson a
F[X/p;Y/q] = Fla/p][b/q][X/d][Y/V]

On traiterait de méme le cas desubstitutions simultanées.

4.4.2 Propriétés de la substitution

[Expliguées mais non démontrées - exercice possible]

Propriété 2 Si F' est universellement valideg"(= T) alors pour toute proposition
atomiquep et toute formuleX on a F[X/p] = T c.-a-dF[X/p| est universellement
valide.

Si F est inconsistante{ = 1) alors pour toute proposition atomigyeet toute
formule X on aF[X/p] = L c.-a-dF[X/p] est inconsistante.

11



Propriété 3 Pour toute proposition atomigyeon a:

(F[T/p] =T etF[L/p] = T)sietseulementsi = T.

(F[T/p]=_LetF[L/p] = 1)sietseulementdi = L.

F est consistante si et seulement si I'une au moins des deux fori[ilely)] et
F[L/p] est consistante.

4.5 Remplacement d'une occurrence d’'une sous formule par une
formule équivalente

Attention: c’est différent de la substitution.

On note= I'équivalence sémantique entre sous-formules.

On notee un connecteur binaire quelconque, c.-a;d/ , < , =

F[X := X'] désigne la formule obtenue & partir Heen remplagant I'occurrence
de X par la formuleX’.

Propriété 4 Soit F' une formule contenant une occurrence d’'une sous formiule
Soit X’ une formule équivalente &, c.-a-dX = X'.
AlorsonafF[X = X'] = X.

La propriété ¥ utilise les deux suivantes:
Propriété 5 Si X = X’ alors (-X) = (—X’) et pour toute formuleZ, (X ¢ Z) =
(X' eZ)et(ZeX)=(ZeX')

Propriété 6 Sil'occurence deX dansF est une occurrence d¥ dansG, alors

- siF = (—-G),

onaF[X := X'] = (-G[X = X))
—SiF=(GelL),

onafF[X =X'|=(GX:=X')eL
—SiF=(LeG),

onaF[X = X' = (LeG[X := X'])

Récurrence sur le nombrale connecteurs darfs mais pas dan¥.

Remarquons pour commencer que si 0, c.-a-dF' = X alorsF[X = X'| = X'
etonahienX’ = F[X .= X'| = F = X.

On peut donc supposer dans la suite U& | n'est pasX.

— SiF = (=G), commeX n’est pasF' (déja vu), on peut supposer qué est
une sous-formule dé&. G ayant unconnecteur de moins gheen dehors de
X on aG[X := X'| & G par hypothése de récurrence. En vert]de 5 on a
(-G[X := X']) = (-G), c'est-a-direF [ X := X'] = F en vertu d€]6.

— SiF = (G e H), commeX n'est pasF' (déja vu),X est une occurrence de la
formule X dansG ou dansH.

— Si X est une sous-formule d&, commeG a moins de connecteurs qiée
en dehors deX, on aG[X := X'] = G par hypothése de récurrence. En
vertudedpbon dG[X := X'|e H) = (Ge H),dou F[X := X' = Fen
vertu deb.

— Si X estune sous-formule dé, commeH a moins de connecteurs qlie
onaH[X := X'] & H par hypothése de récurrence. En verty]de 5 on a
(GeH[X :=X'])=(GeH),douF[X := X'] = F en vertu d4]6.

12



4.6 Quelques équivalences utiles

entre connecteurs (X =Y) = ((-X)VY)
Xe)=(X=Y)AY=X)

associativité (X A (Y AZ))=(XAY)NZ)
(XV(YVZ)=(XVY)VZ)

commutativitt (X VY) = (Y Vv X)
(XAY)=(Y AX)

distributivitt (X A (Y V 2)) =
(XVIYAZ))=(XVY)AN(XVZ)

Lois de de Morgan (—(—X)) =X
(~(XAY) = ((-X)V
(X VY)) = ((=X) A

-H = T (=7
(T=X) = X X=T)
(L=X) = T X=1)
(TVX) = T (LVX)
Régles de simplificationde Quine (XVvT) = T (XVv.1)
(XAT) = X (LAX)
(TAX) = X (XAL
(TeX) = X (LeX)
XeT) = X Xel)

On remarque que le second membre de I'équivalence a toujours

petite que le premier [taille = (nombre de connecteurs) + (nombre elel )].

(—X)
(—X)
une taille plus

Ces équivalences sont la base I'algorithme qui suit — avec les[prop] 3 et 4.

4.7 Lalgorithme de Quine

L'algorithme de Quine permet de vérifier rapidement si une formule est universel-
lement valide, inconsistante, ou consistante en construisant un arbre dont les noeuds

sont des formules.

Algorithme 7 (Quine) 1. Initialisation: I'arbre réduit a la formule a vérifier.

2. Sil'un des schémas de simplification s’applique a I'une des feuilles, adjoindre a
I'arbre une feuille dont la formule est la formule obtenue par simplification, et

recommencen 2.

3. Sil'une des feuilles contient une proposition atomique autrelqeeL en choi-
sir une (par exemple la plus fréquente), dispn®t dessous chaque feuille

rajouter deux feuilleg;[ L /p] et F;[T /p], et retourner erfj2.

13



4.7.1 Terminaison de I'algorithme de Quine

L'algorithme termine.

On ne peut boucler s{iy 2 car la taille des formules inscrites sur les feuilles diminue
a chaque simplification.

Chaque fois que I'on passe €n 3 le nombre de propositions atomiques présentes
dans au moins une feuille diminue.

Lorsque l'algorithme est fini, toutes les feuilles sGnbu L. En effet, il n'y a plus
de propositions atomiques autres quet L, (sinon[B s’appliquerait) et toutes les fo-
mules écrites a partir de et L se simplifient e ou L par les regles de simplification.

4.7.2 Correction de I'algorithme de Quine

Soit. A un arbre de Quine terminé, dont la racine est la fornfule

1. toutes les feuilles dd sontT, si et seulement gi" est universellement valide,
2. toutes les feuilles dd sont_L, si et seulement gi" est inconsistante

3. une feuille de4 au moins est si et seulement g’ est consistante.

On montrera cela au paragraph 4.9 apres avoir traité un exemple.

4.8 Exemple
Soit F' la formule du pargraphe%.2.
((s:» bV ) A((bVa) = (rAm)) /\ﬂ") = (s = 1)
Pas de regle de simplification possible: bifurcation par exssur

F[T/s] =

((Tﬁ(b\/t))/\((bVa)é(r/\m))/\—'r) = (T =1
F[L/s] =

((J_:>(b\/t))/\((b\/a):>(r/\m))/\ﬂr) = (L=1)

simplification des feuilles:
F[T/s|[T=(Vt):=(0bVt=
((bvm ((bVa) = (rAm)) /\—n“) -t =@
(plus de simplification possible)
F[L/s][(L=1¢t):=T]=
((J_:> BVE) A ((BVa) = (rAm)) /\ﬂf) =T
encore une simplificatioh.. = T := T] done:
FlL/s](L=t):=T]...=T:=T]=T
La brancheF'[ L/s] est finie.
bifurcation par ex. sub:
G[T/b] =
((Tven(
G[L/0]
((L\/t)/\ (LVa)= (rAm)) /\—\T) = (T =1)
simplification des feuilles:
G[T/b] —
(T/\(T:> (r Am)) /\ﬂr) =t

= |

T\/a)é(r/\m))/\—'r)é(—l'ét)
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—

((r/\m)/\ﬁr) =t =H
G[L/b] —
(t/\(a:>(r/\m))/\—vr) =t =K

bifurcation des deux feuilles suivant
donc quatre feuilles ensuite

H[T/r] = ((T Am) A ﬁT) =t
HIL/1) = ((Lam)A=L) =t
K[T/r] = (m (a= (TAm))A ﬁT) =t

KL/ = (tA (a= (LAm) A=L) =t
simplification des quatre feuilles:
HT/rl->(mAL)=t—->1L=t—>T
branche terminée.

H[L/r] — (J_/\T) Stol=toT
branche terminée

K[T/r] — (m (T) A J_) =t

— 1=t
— T

branche terminée
K[L/r] — (m (a= 1) /\T) =t
= (tA(ma)) =t =1L
bifurcation surt dans la seule feuille restante
LT/ = (T A (—u)) =T

L1/ = (LA () = L

simplification des deux feuilles

LT/t —T

branche terminée.

LL/t] - 1L=1->T

branche terminée

Toutes les branches se terminent pac’est une formule universellement valide.
La structure de l'arbre est la suivante.

On a représenté une série de simplifications par une seule aréte, avec le nombre de
simplifications.

On y arrive en35 étapes élémentaires (substitution, simplifications), a comparer
avec894 cases de la table de vérité.
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[T/s / N
FIT/s] =

¢ [L/b] 2
T

[T /0] u/b] T
| 4 3
y/ L/r
[T/r] L/r] [T/7] \
K[L/r]
H[T /7] HIL K[T/r] | 3
| 3 | 3 IE [T /4] 1/4]
T T T / \
LT/4] LIL/t]
E 2
T T

4.9 Correction de l'algorithme de Quine

On montre que pour tout noeuddans 'arbre de Quine terminé on a:
— sile sous-arbre en dessous du noguda que des feuilleg, alorsFF = T
— sile sous-arbre en dessous du noguda que des feuilled , alorsF = |

— si le sous-arbre en dessous du nog&ud au moins une feuill& alors F' est
consistante.

On procede par récurrence sur la distance maximum du nBeudne feuille située en
dessous de lui.

4.9.1 Correction de I'algorithme de Quine (hauteur 1)

Si I'arbre est réduit a une feuille, comme Il'algorithme est terminé, il n’y pas de
proposition atomique (sinon 3 s'appliquerait) et la formule®stu L (sinon 2 s’ap-
pliguerait). Si c’estT, la formule est universellement valide et toutes les feuilles situées
en dessous son, et si c’estl, la formule est inconsistante et toutes les feuilles en
dessous sont.

4.9.2 Correction de I'algorithme de Quine (simplifications)

Sila régle sous le noeud considéré est une simplificatiofi dé'[ X := X].
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Par hypothese de récurrence, la formblegX := X'] est:

U universellement valide si et seulement si les feuilles en dessof$Xle= X']
sont toutest

| inconsistante si et seulement si les feuilles en dessoB§de= X’] sont toutes
L

C consistante si et seulement si une feuille en desso§ He.= X'] estT.

Comme les simplifications sont des équivalences, on a d'apres la prbp=4
F[X := X']. Les feuilles en dessous de sont exactement celles en dessous de
F[X := X']. F estdonc U (resp. |, C) s#1[X := X'] est U (resp. |, C)

4.9.3 Correction de I'algorithme de Quine (bifurcations)

S'il s’agit d’'une bifurcation, disons sur la proposition atomiguéarbre de droite
a pour racing?’[ T /p] et celui de gauch&'[ L /p].

Formules universellement valides Si I'arbre soust” ne contient que des feuill€s,
alors I'arbre soug’[ T /p] ne contient que des feuill&s, et par hypothése de récurrence
on aF[T/p] = T. De méme l'arbre sous’[L/p] ne contient que des feuilles, et
par hypothése de récurrence oR'@l /p] = T. En vertu de la proposition 3 on a donc
F=T.

Réciproquement, ski' = T, on a, en vertu de la propositionB[T /p] = T et
F[L/p] = T. Par hypothése de récurrence toutes les feuilles Bougp| sontT ainsi
que toutes les feuilles sodd_L /p|. Donc toutes les feuilles sodssontT.

Formules inconsistantes Méme raisonnement avec des feuilles

Formules consistantes Si I'arbre sousF' contient au moins une feuill€, alors I'un
des deux arbreB'[T /p] ou F[L/p] contient une feuilleT. Lune de ces deux formule
est donc consistante, et en vertu de la prop. 3 il en est de méifie de
Si F est consistante, alors, d’aprés la prop. 3 I'une des deux fornftjlégp] ou
F[L/p] est consistante. Par hyptohése de récurrence elle a donc au moins une feuille
T en dessous d’elle, et dorit a cette méme feuillé sous elle.
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5 Formes normales disjonctives et conjonctives, cano-
niques ou non

5.1 Formes normales disjonctives et conjonctives

Toute formuleF’ peut se tranformer en une formule équivalente qui est une conjonc-
tion de disjonctions de propositions atomiques et de négations de propositions ato-
miques.

On remplace> et < par leur définition en termes deet A — ce qui donne une
formule équivalente en vertu de 4.

Les lois de de Morgan permettent de se ramener a des négations sur les propositions
atomiques exclusivement — et un nombre quelconque de négations se raméne toujours
a zéro ou une négation.

La distributivité, qui fonctionne dans les deux sens, permet alors soit d’avoir des
conjonctions de disjonctions, soit des disjonctions de conjonctions.

EXEMPLE SUR UN ARBRE DE FORMULE.

Pour mettre une formule sous forme normale disjonctive on peut procéder comme
pour développer une exrpession arithmétique aveet + — la distributivité est la
méme loi. C’est extrémement long et compliqué, on verra une meilleure méthode ci-
apres.

Pour voir que cela se termine néanmoins, on procéde par induction sur la hauteur
de I'arbre de la formule avec deset desA a plusieurs composantes.

Si I'arbre commence pav il suffit de transformer chaque sous arbre et de le re-
mettre.

SiI'arbre commence par, disons que c’'est = (AVBVC)AX AY on considere
sa branche la plus longue, disons qu’elle passe par la sous fo(sweB v C) —

A,B,C sont toutes des conjonctions, disohs= (KAL) B = (MAN),C = (PAQ).
Par distributivité la formulel” est équivalent a la disjonction d€ A L A X A Y,
MANANXAYetPAQAXAY.

Mais l'arbre de chacune de ces trois formules est moins haut que cdltipde hy-
pothése de réccurrence on peut donc tranformer chacune en disjonction de conjonction,
ce qui fournit un équivalent poutr.

5.2 Forme normale disjonctive et conjonctives canoniques

Etant donné la table de vérité @& comment trouver une formule qui soit séman-
tiqguement équivalente B? En fait on peut demander a ce gliesoit sous forme nor-
male disjonctive ou conjonctive et que chaque proposition atomique figure dans chaque
conjonction exactement une fois (et une telle écriture est unique).

Donc toute fonction booléenne (d@,1}" dans{0,1}) correspond a une formule a
n propositions atomiques, sous 'une de ces deux formes. Si I'inteemes, l'autre
en a2" — k. On peut donc en particulier réaliser toute fonction booléenne par un circuit
booléen avec des portes AND, OR et NOT.

Comme une fonction dé0,1}" dans{0,1}” correspond & fonctions booléennes
de{0,1}™ dans{0,1} on peut également réaliser des circuits a plusieurs sorties.

5.2.1 Forme normale disjonctive canonique

Pour chaque ligne sur laguelkfé vaut 1, former une conjonction qui contieptsi
p vaut 1 et —p si p vaut0. On forme ensuite la disjonction de ces conjonctions. La
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disjonction vaub si et seulement si I'une des conjonction est vraie, c.-a-d.ssi on est sur
I'une des lignes oW vaut1.

5.2.2 Forme normale conjonctive canonique

Pour chaque ligne off vaut0, on forme la disjonction suivante: on mesi p vaut
0 sur cette ligne et—p) si p vaut1 sur cette ligne. Cette disjonction vaut dohei
et seulement si on n'est pas dans cette ligne. On forme ensuite la conjonction de ces
disjonctions. La conjonction vraie si et seulement si toutes les disjonctions valent
c.-a-d.ssi on n’est dans aucune des ligne$'a@aut0, c.-a-d.ssiF vaut1.

plg|r|F
ojofo|1
0/0[1]0
AR
0[1]1]0
1[olo]1
T[o[1]1
1[1]0]0
I[1[1]0
Fo= ((kp) A (mg) A (o))
Vi ((p) A g A (o1)
Voo A (mg) A (7))
V. b A (g AT
Fo= v qa Vv ()
AoV o(mg) V(o)
A ((p) vV (mg) Vo)
A ((mp) vV (mg) V(1)
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6 Un systeme déductif complet: le calcul des séquents

6.1 Présentation

On va présenter un systeme formel pour démontrer une formule, de sorte que les
formules universellement valides soient exactement les formules démontrées.

Pour ce systéme on présentera un algorithme déterministe de recherche de démons-
tration qui en plus de dire si la formule est ou non une tautologie, fournit immédiate-
ment

toutes les valuations rendant la formule vraie
toutes les valuations rendant la formule fausse
une forme normale conjonctive

une forme normale conjonctive

6.2 Seéquents: définition formelle

On manipule des expressions appelées sequents:

Ai,... AxF By,... B

— Ai,... A, sont des formules appelées hypothéses du séqueht.=Si0, le
séquent n'a pas d’hypothése.
— By,...,B; sont des formules appelées conclusions du séquerit.=Sio0, le

séquent n'a pas de conclusion.

6.3 Signification d’'un séquent
Unséquentdy,... A F By,... ,B;

signifie que

la conjonction desAy, . .. ,A; entraine la disjonction deBy, ... ,B;

ou encore

si toutes les formules dd, ... ,A; sont vraies alors I'une au moins des formules
By,... ,B; estvraie.

Conséquemment on appelldeimule associée au séquédatformule
(AL AN NAg) = (B1V---V B

[Sik=0alors(A; A---ANAg) =Tetsil=0alors(By V---V By) = 1]
Etant donnée une valuation, on dira dira qu’'un séquent est vrai ou faux si et seule-
ment si la formule associée I'est pour cette valuation.

6.4 Démonstrations

On construit des preuves qui sont des arbres.
— Les feuilles sont des axiomes
— Les branchements sont des regles du calcul des séquents.

Nous utiliserons les connectewsA , = ,—.
Les axiomes sont tous les séquents de la forme: A tel quel’ et A sont des
suites de formules atomiques qui contiennent une méme proposition atomique. [On
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peut également autoriser comme axiomes les séqlienta tel quel” et A comportent
une proposition (non nécessairement atomique) en commun.]

Les majuscules grecques désignent des suites de formules.

Regles

T ABAF®©
A
I'(AAB),AF©

g

OFT,AA  OFI.BA
OFT,(AAB),A

Nd

I'AAFO© T,BAFO
V
I'(AVB)AFO©
O+ T,4,B,A
©FT,(AVB),A

Vd

I'AFAS® BIAFO
I'(A= B),A+0©

=g

ATl'F B,A©O
=d
'-A (A= B),06

TAF A0 ATFAO

I (-A)AFO ° IrA(-4)0 ¢

6.5 Exemples de démonstrations

axiome axriome

qa,p,p,s - qut,t T,q,p,p,s - q,t
q,p,(—q).p,s - tt . 7,q,0,(—q),p,s - t N
g
q,p,(—q),(p N s) Lt r,q,p,(—q),(p N s) Ft

q,p,(ﬁq),(t = T),(p A S) Ht

Pour vérifier la correction du raisonnement du paragraphe 4.2 il faut démontrer la
formule:

g

((5:>(b\/t))/\((b\/a):>(r/\m))/\ﬂr> = (s= 1)

ce qui se fait ainsi:
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t,s b,a,t,r b,s F b,a,t,r t,r,m,s = t,r b,rym,s Et,r

Vg Vg
sk s,batr (bVt),sk ba,t,r r.m,s F str bvtrm,sktr
(s= (bVt)),sk bat,r 7 (s=(bVi)),rm,sktr
Va A\
(s= (bVi)),st (bVa)tr (s= (bVt),(rAm)sktr I

(s=BV))L((bVa)= (rAm))sktr g

(5= (bVOL(bVa) = (rAm)—rsti °
(s= (Vi) b\/a)¢(r/\m)),ﬂrks:>t:>
(s=OVE))A((bVa)=(rAm))),rks=t
((s=BVE)Y)A((bBVa)=(rAm))A-r)Fs=1
F(((s=OGBVE)A(bVa)= (rAm)))A-r)=(s=1t)

g

=d

6.6 Validité du calcul des séquents
6.6.1 Validité des axiomes

Remarquons que les axiomes corrrespondent a des formules universellement va-
lides, c.-a-d.

Propriété 8 Un axiome
Aty ... 0k }_bl,... ,bl

aveca; = b; (pourunietunjt.g.1 <i < ketl < j <1I)aune formule associée
universellement valide +{(a; A... Aax) = (b1 V--- Vb)) = 1 pour toute valuation
V.

En effet,
— siv(a;) = v(b;) = 1alorsv(by V---Vb) = 1etdoncv((a; A--- A ag) =
L V---Vh))=1.
— siv(a;) = v(b;) = 0alorsv(a; A ... Aag) = 0etdonco((ar A... Aag) =

(bl\/“'\/bl)):Jl.

6.6.2 Validité des regles

Puisqu'il s'agit d’'un systéeme déductif, il faut que pour toute valuation:

Propriété 9 Etant donnée une valuatian
si tous les séquents prémisses de la régld ou 2 suivantk) valentl,
alors le séquent conclusion devaut1 aussi.

Cettte propriété, plus la validité des axiomes (pfdp. 8), entraine que tous les sé-
guents démontrables sont vrais pour toute valuation. En particuliesest démon-
trable alorsF' est une tautologie.

Validité la regle de I'implication a droite  Cette régle consiste a dire que si "on a
montré B avec une hypothésé", alors "on a montréd = B sansl’hypotheseA."
ATFBAG P
=d
r-AA=B)© C
Soitv une valuation. Si(P) = 1 alors I'une des formules dB,A,© vaut1 (a) ou
I'une des formules del,I" vaut0 (b).
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(a) Dans le premier cas,s{B) = 1 alorsv(A = B) = 1 et 'une des formules de
A,(A = B),0 vautl, doncC vautl. Siv(B) = 0 alors une formule dé\,© vaut1 et
donc une formule dé\,(A = B),0 vaut1 et finalement vaut1.

(b) Dans le second cas, ®{A) = 0 alorsv(A = B) = 1 et I'une des formules
deA,(A = B),0 vautl, doncC vautl. Sinon, une des formules devaut0, et par
conséquent vaut1.

Validité de la régle de I'implication & gauche Cette regle est moins intuitive.
ILAFAG Pl BI,A+© P2

I'iA=B),A+r© C

Soitv une valuation, supposons quéP1) = 1 etv(P2) = 1. On sait donc que

(@) ('une des formules dE,A vaut0 (al) OU l'une des formules dg,0 vaut1
(a2))
ET (b)(l'une des formules d&.I",A vaut0 (b1) ou I'une des formule d& vaut 1
(b2)).

Sil'une des formule d® vaut1 alorsC vaut1.

Sil'une des formules dE,A vaut0, alorsC vautO.

Il reste a examiner la valeur dzlorsque toutes les formules deA valent1 (1) et
toutes les formules d@ valent0 (II).
D’apres (a) et (1), on a nécessairement (a2), et d’aprés (I1)«Hq = 1.
D’apres (b) et (Il), on a nécessairement (b1), et d’'apres((B) = 0.
Par conséquent( A = B) = 0, I'une des formules d&,(A = B),A vaut0, etC vaut
doncl.

=g

6.6.3 \Validité

Propriété 10 (validité) Si un séquent est démontrable, alors la formule correspon-
dante est une tautologie.

Cette propriété se vérifie aisément par récurrence sur la hauteur de I'arbre de dé-
monstration a partir des propriéfés glet 9.

Considérons une valuatian
Les axiomes correspondent & des formules vraies p@puisque ce sont des tautolo-
gies, cf[B).
Or on sait d'aprés la propl 9 que si les prémisses d’une régle sont vraies glous la
conclusion de la régle est vraie paur
Donc la formule associée au séquent conclusion de la démonstration est vraie pour
Comme I'argument fonctionne pour touf le séquent associé a la conclusion de la
démonstration est vrai pour toute valuation.

6.7 Réversibilité des régles

Chaque reglé? du calcul des séquents vérifie en outre la propriété suivante:

Propriété 11 Etant donnée une valuatian si le séquent conclusion de la réghkeest
vrai, alors les séquents prémisses de la réglsont vrais.

6.7.1 Reversibilité de la regle de I'implication a gauche
ILAFAO® P1 BI,A+O© P2
A= B),A+O C

=g
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Soitv une valuation. Si le séquent conclusion de la régle est vraipatiest que
'une des formules d&,(A = B),A est fausse ou que 'une des formules@lest
vraie.

Si l'une des formules dE,A est fausse, alo81 est vrai, efP2 aussi. Sil'une des
formules de© est vraie, alor$1 est vrai, etP2 aussi. On se améne donc au cas ou
toutes les formules dB,A sont vraies, ol toutes les formules@esont fausses, et ol
A = B estfaux. On a dond vrai et B faux. CommeA est vraiP1 est vrai et comme
B est faux,P2 est vrai.

6.7.2 Reversibilité de la régle de I'implication a droite
AT+BA® P

'-A(A=B)© C -

Soitv une valuation. SC est vrai, c’est que I'une des formules Deest fausse ou
que I'une des formules d&,(A = B),0 est vraie.

Si l'une des formules dE est fausseR est vrai. Si l'une des formules dk,© est
vraie,P est vrai.

Si aucun de ces deux cas ne s'applique, c’estdjue B est vrai. SiA est faux,P
est vrai. SiA est vrai,B I'est aussi, et donP est vrai.

d

6.8 Propriétés du calcul des séquents

En combinant les prop-1L1 gt 9 on obtient:

Propriété 12 Soitv une valuation; alors pour toute reglg du calcul des séquents:
(i) tous les séquents prémisses de la réglel ou 2 suivantR) valentl,
si et seulement si
(i) le ségquent conclusion dB vaut1.

si (i) alors (ii) est la prop]9
si (ii) alors (i) est la contraposée de la prpg. 11.

6.9 Un algorithme de démonstration automatique

Algorithme 13 On construit un arbre de séquents de sorte que les branchements soient
des régles. Si les feuilles sont des axiomes, alors la formule est démontrable, et sinon
on peut produire une valuation qui rend la formule fausse.

(a). L'arbre est initialisé au séquent a démontrer/réfuter.
(b). Sitoutes les feuilles ne contiennent que des propositions atomiques, c’est fini.

(c). Si une feuille est un séquent qui contient une proposition composée, écrire en
dessus les prémisses de la régle qui fabrique cette formule, et on retoymg en (b)

Une fois choisie la formule a décomposer, les prémisses sont totalement détermi-
nées, et ce choix n’influe pas sur le fait qu’on obtienne ou non une démonstration.
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6.9.1 Propriétés de I'algorithme

Propriété 14 L’algorithme appliqué a un un séquest, . .. ,a; F b1, ... ,b; S'arréte

(1) soit sur une démonstration et pour toute valuatid(u,, . .. ,ax) = (b1 V---V
b)) =1

(2) soit sur un arbre de séquents dont les branchements sont des regles, et dont au
moins une feuille n’est pas un axiome, et il existe une valuattetle quev((a, ... ,ar) =
(byV---Vh))=0

L'arbre construit ne peut avoir de branche infinie: le nombre de connecteurs dans
une prémisse d’'une régle est toujours moindre que le nombre de connecteurs dans la
conclusion de la régle.

Lorsque l'algorithme est fini, toutes les feuilles sont des séquents ne contenant que
des propositions atomiques,

(1) soit qui sont toutes des axiomes (et on aune démonstration)

(2) soit dont I'une au moins n’est pas un axiome

(1) Si toutes les feuilles sont des axiomes, on a une démonstration et la formule
correspondant au séquent démontré est donc une tautologie d’aprés [@prop. 10.

(2) Sil'une au moins des feuilles ,ps, - .. ,px F ¢1,q2, - .. ,q; N'est pas un axiome,
cest quep; # g; pourl < i < ketl < j < [. On définit une valuatiomw par
v(p;) = 1pourl <i < ketv(g;) =0pourl < j <! (ce n'estpas contradictoire: il
n'y a pas de proposition atomique qui soit a la fois I'un gest I'un desg;). Pour cette
valuationv la formule(ps Apa A--- Apx) = (@1 Vg2 V -+ - V q;) associée au séquent
P1,02, - -+ Pk | q1,q2, ... ,q vaut0. D'apres la propositiofi 12 le séquent en dessous
est faux, celui encore en dessous aussi, et donc le séquent racine (que I'on cherchait a
démontrer) est faux pour cette valuation.

6.10 Complétude

Propriété 15 (complétude) Si la formule correspondant a un séquent est une tautolo-
gie, alors le séquent est démontrable.

En effet en lui appliquant I'algorithmg]l3 on obtient un arbre de séquents de type
(1) ou de type (2). D'apres la prop:]14 s'il était de type (2) il existerait une valuation
qui rende faux ce séquent, il est donc de type (1) c.-a-d.démontrable.

En combinant cela avec la prdp] 10 on a:

Propriété 16 Une formuleF’ est une tautologie si et seulemeritsf’ est démontrable.

6.11 Exemples d'utilisation de l'algorithme de recherche de dé-

monstration
6.11.1 Lalgorithme de recherche de démonstration pour un séquent démon-
trable
qa.p.p,s - qtt r,q,p,p,8 F q;t

4,0,(—q),p,s =1t N 7,q,p,(—q),p,s - t
g
q:p,(—q),(p N s) F it 7,q,0,(—q),(p AN s) -t
4,p,(—q),(t = 1),(pNs) -t
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6.11.2 Lalgorithme de recherche de démonstration pour une formule non dé-

montrable
pkrs
—— g
F rs,(—p) qgkrs
(=) F s.(-p) (-r)gks ’
=d =d
F(=p),((-r) = ) gt ((-r)=s)

(=p) = @) F ((=r) = 5) !
F((-p) = @)= ((-r) = s)
(((=p) = @) = ((-r) = 9))
= ((~q) VrVs)A((=p) VIV s))

6.11.3 Lalgorithme de recherche de démonstration pour un séquent non démon-
trable

6.11.4 Forme normale conjonctive

L'algorithme[IB calcule une forme normale conjonctive d’'une formdilen I'ap-
pliguant & A — A est la formule associée au séquemn.

Si A est démontrabled = p V (—p).

Si A n'est pas démontrable, d’aprés la proprigte 12, une valuation Aewurhi
exactement quand toutes les feuilles qui ne sont pas des axiomes sont vraies. Une telle
feuille py,pa, ... ,px F q1,92, ... ,q estvraie lorsque la formule

(—p1)V(mp2) V-V (pr) V@i Vg V-V

est vraie.
Donc A équivaut a la conjonction de toutes ces formules.

6.11.5 Forme normale disjonctive

L'algorithme[IB calcule une forme normale disjonctive d’'une formdilen I'ap-
pliguant a4 - — — A est la formule associée au séqudrit.

Si A I+ est démontrabled est faux etd = p A (—p).

Si A - n'est pas démontrable, d’'aprées la proprigfé 12, une valuation denai
(c.-a-dA + faux) exactement quand I'une au moins des feuilles qui ne sont pas des
axiomes est fausse. Une telle feuiblgpo, . .. ,px - ¢1,42, - . . ,q; est fausse lorsque la
formule

PLAD2 A Ape A(=qr) A(=g2) A+ A (—aqr)

est fausse.
Donc A équivaut a la disjonction de toutes ces formules.
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7 Résolution

7.1 Présentation de la méthode

On précente maintenant une méthode pour montrer qu'une formule est inconsis-
tante (ou contradictoire). Pour cela on suppose que la formule est sous forme normale
conjonctive.

On appelldittéral une proposition atomique ou la négation d’une proposition ato-
mique :
p:(=p).q,(—q).8,(s) . ..

Uneclauseest une disjonction de littéraux :

(pV (=) Vs),(pVaV(ns)),...

Un ensemble de clause est compris comme la conjonction des clauses; c’est donc
une formule en forme normale conjonctive, par ex.
(pV(=q) Vs)A(pVaV(ms)A(sV(t))

Le principe de la résolution est I'équivalence suivante:

(1] (AVp)A(BV(-p))
=(AVp)A(BV (=p)) AN(AV B) [2]

[1] entraing?2]. Il suffit de montrer que
=((AVp)A(BV(-p)=(AVB)=T.
[T/p=(((AVT)A(BVL1))=(AVB))
(B=(AVB)=T
F[L/pl=(((AVL)A(BVT))=(AV B))
=(A=(AVB))=T.

Donc(F = (AVB))=T.
[2] entraind 1] est une évidence.

Pour voir si un ensemble de clauses est contradictoire, on ajoute a I'ensemble de
clauses de nouvelles clauses en appliquant le principe ci-dessus: si une@jause
contientp et une autre”’, contient(—p), on ajoute la claus€' appeléerésolvantet
dont les termes sont ceux d& moinsp et ceux de&; moins(—p).

Par exemple le résolvant de
Ci=(pVaqVsV(at)etCy=(uV(~q) VvV (i)
estC=(pVsV(~t)VuVo)

— comme(X V X) = X il estinutile de répéter les littéraux communs.

D’aprés ce qui précéde I'ensemble de clauses avant I'ajout d’'un résolvant est équi-
valent a I'ensemble de clauses aprés ajout d’un résolvant.

S’il on obtient un résolvant vide a partir des clauges (—p) on ajoute le résolvant
1, et'ensemble de clauses est clairement contradictoire.

=

~—

7.2 Résolution — premier exemple

Soit la formuleF (déja vue)
((s = (bV 1) A((bVa)= (r Am)) Aﬂ?") = (s= 1)
Pour montrer qué” est une tautologie, on va monter queF’) est contradictoire.
(mF)=C1 ANCoANC5ANCy ANCs ANCs ANC7 A Cs
ou les claus€’; 1 < 7 < 8 sont:
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C; = ((ms)vbVvi)

Cy, = ((—|b) V 7')

C; = ((=b)vm)

Cy = ((ma)Vvr)

Cs = ((—a)Vvm)

06 = (—\7"

07 = S

Cs = (-t)

C; = ((ms)VvbVvi)

C = ((-b)Vr)

C3 = ((=b)Vvm)

Cs = ((ma)Vvr)

Cs = ((ma)Vvm)

CG = (—|T

07 = S

Cs = ()

Résolution:

Cy = ((—s)VvtVvr) résolvantde’; etCy
Cio = ((ms)Vi) résolvant de”;o et Cq
Cip =t résolvant de&’'; et Cy
Ci, = 1L résolvant de”;, et Cy

contradiction trouvée

7.3 Résolution — deuxiéme exemple
Soit la formuleF = C, A Cy A C,.

Co = ((-u)VoVw)
C, = (tVw)
C. = ((—w)Vu)

Résolution
Cqy = v=(uV(-u)Vov) résolutionde’, etC,
C. = (uVw) résolution deC, et C..
Cy = (vVw) résolution de&’, etC,

plus de résolution
clauses consistantes

7.4 Propriétés de I'algorithme de résolution

Cet algorithme termine toujours — grosso modo, quand on ajoute le résolvant de
deux clauses, les résolutions qui apparaissent étaient déja possibles.

Lorsqu'il est terminé, soit la clause vide a été obtenue et 'ensemble de clauses
de départ est contradictoire — comme on I'a vu, les clauses ajoutées sont conséquences
logiques des clauses de départ.

Soit il N’y a plus de résolutions possibles, sans que la clause vide ne soit apparu.
L'ensemble de clauses de départ est alors consistant. S’en convaincre est plus diffi-
cile: il faut pour cela faire une correspondance entre les résolutions et les démonstra-
tions dans une variante K R du calcul des séquents avec des séquents de la forme
C1,...,C, Fetune seule régle. On montre alors que les démonstrations du calcul des
séquents usudl K correspondent & des démonstrations daRis? et réciproquement,
et la complétude dé K donne le résultat. Cela nécessiterait plus d’heures de cours.
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