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La conception sémantique

de la vérite
(Tarski, 1936a, 1944)



Mathematicien et logicien, Tarski s'attaque a
un probleme philosophique difficile, celui
d’'une définition semantique de la vérite.



Des les premiers lignes de l'article de 1936,
Tarski énonce son projet en ces termes

« Le préesent travail est presque
exclusivement consacre a un seul probleme,
au probleme de la définition de la verite. |l
s'agit en effet —compte tenu de tel ou tel
langage — de construire une définition de
I'expression « proposition vraie », définition
qui soit materiellement adéquate et
formellement correcte.



La solution de ce probleme, 'un des problemes
classiques de la philosophie, rencontre des
difficultés particulieres bien que la signification
courante [ « donnée au départ »] de I'expression
en question paraisse nette et transparente, toutes
les tentatives pour la préciser se sont soldéees
jusqu’ici par un eéchec et maintes recherches, ou
cette expression figure fondée sur des premisses
apparemment intuitives [évidentes], ont abouti a
des paradoxes ou antinomies. »

(Tarski, 1936a, 1972, p.159).



« (...) dans cette étude, je ne cherche
gu’'a saisir les intuitions exprimees par la
theorie dite « classique » de verite, c'est-
a-dire par cette conception selon laquelle
« vraiment » signifie la méme chose que
« conformément a la realite ». (par
opposition a la conception « utilitariste »
d’apres laquelle « vrai » signifie utile sous
tel ou tel rapport).»

(Tarski, 1936a, 1972, pp.159-160)



Tarski va s'intéresser aux langages
formalisés pour lesquels il élabore une
construction récursive de la vérité
s'appuyant sur la notion de satisfaction
d'une fonction propositionnelle par un
élément de 'univers du discours.




« Aussi ne voit-on pas de methode permettant,
dans ce contexte, de définir le concept examiné
directement par la voie recursive. |l se révele, par
contre, possible d’introduire un concept de nature
plus géneérale, concept applicable a des fonctions
propositionnelles quelconques et qui se laisse
définir récursivement. Appliqué aux propositions, il
conduit indirectement au concept de veérite ; c'est
le concept de satisfaction d'une fonction
propositionnelle par tels et tels objets (...) »

(Tarski, 1936a, 1972, p.193).



« La sémantiqgue est une discipline qui, en
termes généraux, traite de certaines relations
entre les expressions d un langage et les
objets (ou états de choses) auxquels réferent
ces expressions. Nous pouvons mentionner
comme exemples typiques de concepts
semantiques les concepts de désignation, de
satisfaction et de définition tels qu’ils se
trouvent dans les exemples suivants :



L’ expression « le pére de ce pays » désigne (dénote)
George Washington ;

La neige satisfait la fonction propositionnelle « x est blanc
»,

L’ équation ‘2.x = 1 définit (détermine uniquement) le
nombre 1/2. » (op. cit.)

Autres exemples
Le nombre 29 satisfait la propriété « étre un nombre
premier ».

Le nombre 119 ne satisfait pas la propriété « étre un
nombre premier » (119 =7 x 17)



Une définition récursive de la vérité

* interprétation d une fonction propositionnelle d’ un
langage donné dans un « domaine de réalité » par une
phrase ouverte

* satisfaction d une phrase ouverte par un élément de
7 o .
|” univers du discours

Pour tout a, a satisfait la fonction propositionnelle
« x est blanc » si et seulement si a est blanc.

 Définition de la vérité d "une phrase complexe

— Extension des connecteurs propositionnels
(Wittgenstein) aux phrases ouvertes

— quantificateurs (en accord avec le sens commun)



Négation
“La négation d’ une fonction propositionnelle F(x) est

satisfaite exactement par les éléments qui ne
satisfont pas F(x)"

« F(x) ou non F(x) » est vrai dans toute interprétation

C’ est |’ extension du tiers exclu aux fonctions
propositionnelles.

Dans I’ ensemble des entiers naturels,la propriété
« étre un nombre impair » est la négation de |la
propriété « étre pair »

« un entier naturel est soit pair, soit impair » (exclusif)



Implication

Une implication ouverte “P(x) = Q(x)~ est satisfaite par les
éléments qui satisfont « P(x) » et « Q(x) » (les exemples),
et par ceux qui ne satisfont pas « P(x) » (les hors sujets,
Marc Legrand) ; elle est non satisfaite par les éléments
qui satisfont « P(x) » et qui ne satisfont pas « Q(x) » (les
contre-exemples) (définition récursive de la satisfaction)

Les entiers compris entre 1 et 20 qui satisfont la propriété
« si un nombre entier est pair, alors son successeur est
premier » sont les entiers pairs a successeurs premiers
et les entiers impairs.



La notion de conséquence logique (Tarski, 1936b) et
la méthodologie des sciences déductives

(Tarski 1960)



La notion sémantique de conséquence logique

Un langage formalisé L, une syntaxe, des énoncés
bien formés (des formules) : F, G, H...

Une structure interprétative X (un domaine de
réalité, une théorie mathématique)

3 est un modeéle d une formule F de L si et
seulement si | interprétation de F dans X est un
énonce vrai



Exemple
Le langage des prédicats du premier ordre

F: Wx Wy (S(x,y)AS(y,x) < x=vy)

2 :ensemble des nombres réels ordonnés

— S — relation ‘inférieur ou égal’

—F — « la relation  ‘inférieur ou égal’  est
antisymeétrique »

> est un modele de F



« La proposition X suit logiquement des propositions
de la classe K si et seulement si tout modele de la
classe K est un modele de la proposition X.

Il me semble que toute personne qui comprend le
contenu de cette derniere defintion doit admettre
qu’elle s’accorde parfaitement avec le sens
commun ».

(Tarski, 1936b, 1974, p. 150)



Une formule H est conséquence logique d’ une
formule G si et seulement si tout modele de G

est modele de H.

G:p(x) A (p(x)=a(x))  H:q(x)
H est consequence logique de G : Modus
Ponens

K:«=q(x) A (p(x)=q(x))  L:-p(x)
L est conséquence logique de K
Modus Tollens



Méthodologie des Sciences déductives

(Tarski, 1960, Introduction a la logique)

Systéme axiomatique formel

(sans référence a des objets)

/7

Mini-théorie déductive Modé¢les
Termes primitifs Univers du discours
Termes définis Interprétation

Axiomes

Théoréemes

des lettres



Le théoreme de la déduction

« Chaque théoréme d’ une théorie déductive donnée
est satisfait par tout modele du systéme axiomatique
de cette théorie ; et de plus a chaque théoreme
correspond un €énoncé genéral qui peut se formuler et
se prouver dans le cadre de la logique et qui ¢tablit le
fait que le théoréme en question est satisfait par
n’ importe quel modéle de ce genre » (...)

Tous les théorémes prouvés a partir d un systéme
axiomatique donn¢ demeurent valides pour toute
interprétation du systeme » (p.112)



Preuves par interprétation

Un systéme axiomatique formel
(sans référence a des objets)

Une formule ® associée a F

Une théorie déductive T Un Modéle M
Axiomes G D’interprétation de ®
Un énoncé vrai F G est un énoncé faux de M

F n’est pas une conséquence logique des axiomes de T




Pour prouver qu’ un énoncé donné d’une théorie n’est
pas consequence logique des axiomes, on cherche un

modele du systéme axiomatique correspondant qui ne
soit pas un modele de la formule associée a cet €énonce.



La résolution des contradiction
Un exemple tiré de
Sparkling Cyanide

(Agatha Christie, 1945)

Cet exemjofe est omafysé dans @umnc[-guewier (2006)



On trouve dans ce roman d'Agatha Christie, traduit en
francais sous le titre Meurtre au champagne une
illustration particuliecrement claire de la methodologie
des sciences déductives et la distinction et de
I'articulation entre les trois catégories syntaxe,
semantique, et pragmatique.



En sciences du langage, dans la suite d’une théorie des
signes, due a Morris, on considere trois aspects (Eco,

1980)

La séemantique : le signe est concu dans la relation a ce
qu’il signifie

La syntaxe : le signe est abordé comme inséré dans des
sequences d’autres signes selon certaines regles de
combinaison

La pragmatique : le sighe est percu en fonction de ses
origines, des effets qu’il a sur ses destinataires, les
usages qui en sont fait.



A ce moment du roman, un des personnages, George
Barton, a €té assassine.

Tony, qui ¢tait présent le jour du meurtre expose avec brio
a Iris, elle aussi présente le jour du meurtre, sa solution au
probleme 1nsoluble a prior1 qui s’est posé suite a
I’assassinat de George, solution qu'il qualifie de géniale.
En effet, 1l apparait que George n’a pas pu étre
empoisonne, et pourtant Georges a ete empoisonne.



On a donc un énonceé de la forme

« E(a) et il est impossible que E(a) »
d'ou dérive |'énonceé :
« E(a)n= E(a) » (1)

La conjonction des deux phrases est une phrase
fausse en raison de sa structure, indépendamment

de la signification de chacune des phrases ; il s'agit
d'un argument de nature syntaxique.



« L'affaire, grosso modo, paraissait simple comme
bonjour. Ce que j'entends par |la, c’est que les
relations de cause a effet s'imposaient [...].
L’enchainement logique, si je peux m’exprimer
ainsi, semblait évident. Seulement quelques
contradictions évidentes sont presque aussitot
apparues. Telles que : a) Personne n’a pu étre
empoisonné — b) George a étée empoisonné. Et : a)
personne n’a touché a la coupe de George — b)
quelgu’un a mis du poison dans la coupe de
George. »



En considérant I’énoncé implicite suivant « on ne
peut pas avoir mis du poison dans la coupe de
George sans l'avoir touché », un autre énoncé
contradictoire est relevé par Tony :

Personne n’a touché a la coupe de George
et quelqu’un a touché la coupe de George.

qui peut se modéliser dans le calcul des Prédicats
sous la forme

« = (dx T(x)) A dx T(x) » (2)



Le paradoxe que Tony doit résoudre provient du
fait que ces deux énonceés contradictoires, de |la
forme

« pA=p »(3)
qui a priori ne décrivent aucun état de choses
décrivent bel et bien chacun un état du monde (au
sein de la fiction). Autrement dit la situation
considérée fournit un modele de (3), ce qui

évidemment n’est pas logiguement acceptable,
comme |"écrit Wittgenstein dans le Tractacus.



4.462 — La tautologie et |la contradiction ne sont
pas des images de la réalité. Elle ne représentent
pas d’état de choses possibles. Car la tautologie
admet chaque état de chose possible, la
contradiction n’en admet aucun.

Dans la tautologie, les conditions d’accord avec le
monde — les relations de représentation — se
suppriment mutuellement de telle sorte qu’elle ne
se trouve en aucune relation de représentation a la
réalité. (Wittgenstein, 1921, 1961, p.63)



Tony poursuit

« En réalité, je négligeais un élément capital, a
savoir les différents degré d’appartenance.

« L oreille de George » est incontestablement
'oreille de George. [...] Mais par « la montre de
George », je me borne a désigner la montre que
porte George. [...] Et quand j'en arrive a la « coupe
de George » [...] je commence a me rendre compte
que l'appartenance évoquée recouvre une réalité
des plus vagues (pp. 432-433)



Tony propose ainsi de se placer sur le niveau
sémantique en considérant les différents degrés
d’appartenance selon les objets considérés : 'oreille de
Georges / la coupe de Georges / la montre de Georges.

Bien que les structures syntaxiques soient identiques,
la « force » de relation d’appartenance dépend des
objets dont on parle. La reconnaissance de la faiblesse
de la relation concernant |la coupe laisse entrevoir une
possibilité de résolution : on pourrait imaginer qu’il y
ait eu un changement dans les coupes, ce qui
invaliderait le raisonnement conduisant a Ia

contradiction. Mais, a ce stade, rien ne permet de
I"affirmer.



Tony se livre alors a une petite expérience.

Il construit une situation artificielle (un modele au sens
de Tarski 1960) dans laquelle I’énoncé implicite « on ne
peut pas avoir mis du poison dans la coupe de George
sans l'avoir touché » est faux.



Pour cela, il s’installe avec deux personnes
autour d’un guéridon, chacun ayant une tasse
de thé devant lui contenant des boissons
différentes mais semblant identiques ; 'un des
personnages (Kemp) a une pipe posée a coté de
sa tasse. Sous un prétexte, il fait sorir a la hate
ses amis, et il profite de |la bousculade pour
changer la place de la pipe. Lorsgu’ils rentrent a
nouveau, le possesseur de la pipe s’assied a la
place ou se trouve sa pipe.




Tony s’exclame alors

« Oui, mais notez bien sur quoi débouche mon
subterfuge : sur une nouvelle contradiction
entre a) et b) ! En effet, a) la tasse de Kemp
contenait du thé sucré — b) la tasse de Kempf
contenait du café. Deux propositions
antagonistes qui ne pouvaient étre vraies toutes
les deux.... Et qui pourtant I'étaient bien. »



On peut construire une mini-théorie ® au
sens de Tarski dont la situation artificielle
construite par Tony est une réalisation :

[Il y a des convives et des tasses, et 3
axiomes:

Al - Chaque convive a une tasse.

A2 - Le contenu de chaque tasse est au
moins en apparence le méme.

A3 - Aucun convive ne touche la tasse d’un
autre convive.]



L’énoncé formel associé a I’énoncé « si on modifie le
contenu d’une coupe, alors on a touché cette coupe »
n’est pas un théoreme de la théorie ©.

En effet, I'expérience construite dans par Tony montre
qgue l'on peut construire un modele de ® dans lequel
I'interprétation de cet énoncé est faux.

C’est un exemple de preuve par interprétation au sens
de Tarski (1960).



Retour a la situation fictive initiale.
On ne peut pas déduire de I’énoncé

« quelqu’un a fourré du poison dans la coupe de
Georges » (4)

I’énoncé
« Quelqgu’un a toucheé la coupe de Georges ». (5)

Ceci ouvre la possibilité que I'énoncé (5) soit
faux, bien gu’il soit établi que |’énoncé (4) soit
vrail.

«



Autrement dit, il se peut que le contenu de la
coupe de George ait été modifié (ce qui est le cas)
sans que personne n’ait touché a la coupe de
George.



Ici s’arréte les apports de I'analyse logique d’un
point de vue sémantique. Pour poursuivre le
raisonnement, il faut prendre en compte |Ia
dimension pragmatique : examiner ce qui s’est
réellement passé ce jour la, dans cette situation,
dans ce lieu avec ces personnes. Ce que fait Tony
apres avoir décrit son expérimentation a Iris.



« Et ca lIris, c'est ce qui s’est passé au
Luxembourg le jour ou George Barton est mort.
A la fin des attractions, quand nous sommes
tous allés danser, vous avez laissé tomber votre
sac. Un garcon |I'a ramassé, non pas /e garcon
gui connaissait votre place, mais un garcon, un
petit serveur anxieux, pressé [...] Il a ramassé le
sac et |I'a placé pres de I'assiette qui se trouvait a
gauche de la votre, et vous étes allés tout droit a
la place indiquée par votre place. »




Ce retour minitieux au fait renvoie a la dimension
pragmatique de I'analyse logique.

Ceci ne clot pas I'analyse de l'intrigue. A ce stade,
il nN'y a pas de certitude absolue de ce que les
places ont été changées (cf. Wittgenstein), et si
elles I'ont été on ne sait pas par qui.

Mais cela oriente les recherches pour résoudre
'intrigue; en effet ceci conduit Tony a envisager
gue la personne visée était Idriss. Ce qui se révele
étre le cas.



193. Qu’est-ce que cela veut dire que la vérité
d’une proposition est certaine ?

194. Par le mot « certain », nous exprimons la
conviction totale, I'absence de moindre de doute,
et nous cherchons par la a convaincre autrui. C'est
la certitude subjective.

Mais quand y-a-t-il de I'objectivement certain ? —
qguand une erreur n’est pas possible. Mais quelle
genre de possibilité est-ce la ? Ne faut-il pas que
I"erreur soit logiquement exclue ?

(Wittgenstein, 1976. p. 66)



Conclusion



Cet exemple illustre sur une situation tres simple

« La meéethodologie des sciences déductive déeveloppee par
Tarski.

« Le fait que le point de vue modele-théorique initie par
Tarski permet de repenser |’ articulation entre vérité,
necessite et certitude.

* Le fait que la volonté de Tarski de se placer au plus prés
de la notion commune de vérité et d’ opérer un va et vient
entre formalisme logique et interprétation dans un modele
reduit la distance supposee entre logique de sens
commun et logique mathématique.



« Tarski élargit le spectre des concepts méta
mathématiques propres a permettre d établir des
rapports entre forme et contenu. Plus encore, il
définit un type de rapport original ou il n’ est pas
plus question de renoncer aux avantages de la
formalisation et de |" analyse syntaxique permis par
cette derniére qu’ a | exigence d’ en réinvestir les
résultats au niveau des contenus mathématiques, a
leur donner une interprétation mathématique
concrete »

(Simnaceur 1991, p.313).
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