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Probabilités (discretes)

espace de probabilités: (Q, Pr)
Q est un ensemble fini, ensemble échantillon
Pr: Q — [0, 1] fonction de probabilité t. q. > .o Pr(w) =1.

distribution uniforme: Pr(w) = ﬁ pour tout w € Q.

événement: sous-ensemble A de Q. Pr(A) =} _,Pr(w).

Sous-Additivité des Probabilités: Pr({JA;) < > Pr(A))
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Probabilités conditionnelles et indépendance

probabilité (conditionnelle) de A sachant B: Pr(A|B) = P:,f(\g‘;g)
(si Pr(B) = 0 alors Pr(A|B) = Pr(A)).

A est indépendant de B si Pr(A|B) = Pr(A)
i.,e. Pr(An B) = Pr(A)Pr(B).

A est mutuellement indépendant des A;, i € I, si pour tout J C /

PrAl(A | =Pr(A
jed
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Variables aléatoires et espérance

variable aléatoire: fonction 2 — R.

espérance d'une variable aléatoire X: E(X) = Z Pr(w)X(w).
we

n
Linéarité de I'Espérance  Si X = > X; alors E(X) = > E(X;).
i=1 i=1
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Méthode du Premier Moment

Principe du Premier Moment: Si E(X) < t alors Pr(X < t) > 0.

Inégalité de Markov: Pour toute variable aléatoire positive X,

Pr(X >t) < E(tX)
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Coloration de graphe

k-coloration: application ¢ : V(G) — {1,2,..., k}.
Coloration propre: pour tout uv € E(G), c(u ) # c(v).

G k-colorable: G admet une k-coloration propre.
nombre chromatique: x(G) = min{k, G est k-colorable}.

), w(G) taille de la plus grande clique.

x(G) = w(G
x(G) > |V((G))| a(G) taille du plus grand stable.
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Graphe de grande maille et de grand nombre chromatique

maille: taille d'un plus petit cycle.

Théoreme (Erdos, 1959)

Pour tous g et k, il existe G tel que maille(G) > g et x(G) > k.

Idée: Soit 0 < é et n suffisamment grand.

Prendre un graphe aléatoire G de G, , (chaque aréte

indépendamment existe avec probabilité p) avec p = n?—1.

Montrer qu’'avec probabilité non nulle G a peu (< n/2) de petits
cycles et pas de grand stable a(G) < 3n*~?In(n).
Enlever un sommet par petit cycle de G — G'.

maille(G') > g et x(G') > ‘Véf,-/)" Z 30 n"/lzn(n) 6In(n) > k.
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Graphe de grande maille et de grand nombre chromatique

X: nombre de cycles de G de longueur au plus g.

| . .
Ilya m cycles potentiels de longueur i et chacun de ces

cycles existe avec probabilité p'.

g g ai
S e ‘ n! i n
Linéarité Espérance = E(X) = z; mp < z; o = o(n)
1= 1=
2E(X
Inégalité de Markov = Pr (X > g) < 2EC0 _ o).
n

_[3
Posons x = | = In(n W
)

Pr(a(G) > x) < <”> 1-p)©) < (ne_p(x_l)/2>x = o(1).

X
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Lemme Local Symétrique

Théoreme (Lemme Local Symétrique)

Soient A;, i € |, des événements.
S'il existe p et d tels que pour tout i

() Pr(A,-) <p,
o ['‘événement A; est mutuellement indépendant de tous les
événements sauf au plus d,

@ 4pd < 1.
Alors Pr (;¢, Ai) > 0.
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Principe d'Indépendance Mutuelle

Théoreme (Principe d'Indépendance Mutuelle)

X = Xi,..., Xy suite de tirages aléatoires indépendants.
A1, ..., An événements tels que chaque A; est déterminé par
FcX.

SiFin (UJ-GJ FJ> = () alors A; est mutuellement indépendant de

{Aj,_j € J}
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Coloration par listes

assignation de listes: fonction L : V(G) — P(N).
L-coloration: coloration telle que c(v) € L(v).
Un graphe est L-colorable s'il admet une L-coloration propre,

Théoreme

L assignation de listes telle que |L(v)| = k,Vv € V(G).
Si pour tout sommet v chaque couleur i € L(v) apparait dans au
plus g listes des voisins de v, alors G est L-colorable.
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Coloration par listes

Coloration aléatoire: v recoit chaque couleur de L(v) avec prob. +.

Ae,ii "les 2 extrémités de e sont colorées i " Pr(A. ;) = % =p.

Si e = xy, alors A ; dépend uniquement des couleurs attribuées a
xety.

Ex = {Arj, x est une extrémité de f,j € L(x)}

Principe d'Indépendance Mutuelle = A ; est mut. ind. de tous les
A j sauf ceux de (&, UE)).

Or L(x) a k éléments et Vi € L(x), x a au plus g voisins ayant la
couleur i. Donc |Ex| < %2. De méme, |&,] < %2.

. Jaye 2
= Ae,i est mut. ind. de tous les événements sauf au plus d = kT.

Lemme Local donne le résultat.
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Lemme Local Général

Théoreme (Lemme Local Général)

Soient A = {A;,i € |} ens. d’événements.
Vi, A; est mutullement indépendant de A\ A;.

S'il existe 0 < a; < 1 tel que Pr(A;) < a; H (1-a))
AjEA;

alors Pr (ﬂf,) > H(l —aj) > 0.

i€l i€l
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Aréte-coloration acyclique

k-aréte-coloration: application ¢ : E(G) — {1,2,..., k}.
aréte-coloration acyclique:

osienf #0, c(e) #c(f). (propre).
@ pas de cycle bicoloré.

indice chromatique acyclique:
X>(G) = min{k, G a une k-aréte-coloration acyclique}.

Conjecture (Fiam¢ik — Alon,Sudakov et Zaks)
X5(G) < A(G) +2
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Aréte-coloration acyclique

Théoreme (Molloy et Reed)
XL(G) < 16A(G).

Coloration aléatoire uniforme des arétes.

Aer: e et f ont la méme couleur (e, f adjacentes) Pr(Aqr) =

1
(164)I¢1—2

1
16A
Bc: C est bicoloré C cycle pair Pr(Bc) =
Une aréte est dans au plus A¥=2 cycles de longueur k.

Principe d'Indépendance Mutuelle = A, ¢ est mut. ind. de tous
les Aer ¢ sauf 4A ({f,f'} N {e, €'} # 0) et au plus 2AK~2 B¢ tels
que |C| = k (e ou f dans C).

Lemme Local Général avec a.r = 8% et ac = GBA)%'
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Inégalités de concentration

Principe du Premier Moment: X vaut au moins E(X) avec
probabilité non-nulle.

Souvent on veut X est proche de E(X) avec grande probabilité i.e.
X est concentrée.

Plusieurs outils permettent de montrer qu'une variable aléatoire est
concentrée:

@ Borne de Chernoff,

Inégalité de Talagrand,
Inégalité d'Azuma,

°
@ Inégalité de McDiarmid,
°
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Borne de Chernoff

BIN(n, p): somme de n variables indépendantes valant 1 avec
probabilité p et 0 sinon.
Linéarité de I'Espérance, E(BIN(n, p)) = np.

Théoreme (Borne de Chernoff)

Pour tout 0 < t < np,

Pr(|BIN(n, p) — np| > t) < 2e~ /3P,
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Choisissabilité des r-partis complets

ch(G): plus petit k t.q. pour tout L vérifiant L(v) > k,Vv € V
alors G est L-colorable.
Kmsr: r-parti complet avec m sommets dans chaque partie V.

Théoreme (Alon)
Il existe C € R tel que Yr > 2,m > 2, ch(Km.,) < C.rlog m.
S = UVGV L(V)

r<m

f:S—{l,...,r} aléatoire: pour tout c € S
si f(c) =i alors c utilisable sur V;.

Avec proba. non-nulle, pour tout sommet v € V; il existe ¢ € L(v)
tel que f(c) = 1.
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Choisissabilité des r-partis complets

r>m |L(v)] = lo = C.rlog m.
Splitting trick: Ry ={1,...,r/2} et Ro={r/2+1,...,r}.

f:S — {1,2} aléatoire: pour tout c € S
si f(c) =i alors c utilisable sur J;cg, V.

L1(v) = L(v) N F1(0) pour v € Usep, V) Li(v)| = BIN(lp, 1/2).

1 1
Chernoff: Pr <’L1(V)| < E/0 _ 2/5/3) < e—%C1/3r1/3(Iogm)1/3-

W.hop. h = min{Li(v),v € V} > L — 11273

Hyp. de récurrence: ch(Kip.,/2) < I

F. Havet —ims— %s== mascore B INRIA [ Méthode probabiliste



Coloration totale

k-coloration totale: ¢: V(G)U E(G) — {1,2,...,k} t.q.
e si uv € E(G), alors c(u) # c(v);
e sienf 0 alors c(e) # c(f);
e u € e alors c(u) # c(e).

nombre chromatique total:
X7(G) = min{k, G a une k-coloration totale}.

Conjecture (de la Coloration Totale)

x7(G) < A(G) +2.

Théoreme (Molloy et Reed)

Il existe une constante C telle que x7(G) < A(G) + C.
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Coloration totale

Théoreme
Pour A suffisamment grand, x1(G) < A + 2Ai.

3
k = LA%J = {A*kA“J; ¢ (A + 1)-aréte-coloration propre.

Partition de V(G) en V4,..., Vi t.q.
(i) pour tout sommet v et partie i, [N(v) N V| < /-1,
(i) pour tout sommet v, il y a au plus A7 —2 arétes e = uv telles

que u € Vj et e asacouleur dans G; = {(i — 1)/ +1,...,il}.

Raffine cette partition. On colore les sommets de V; avec les

. 3
couleurs de C; par I'algo. glouton. On utilise /k < A 4+ Ax
couleurs.

A , 3
R graphe des arétes conflictuelles: A(R) < A% — 1. On colore les
A 3
arétes R avec A+ — 1 nouvelles couleurs.
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Coloration totale: existence de la partition

Partition aléatoire uniforme.

Ay it (i) n'est pas vérifiée pour (v, i)
B,: (ii) n'est pas vérifiée pour v.

PIM.: A, (ou B,) mut. ind. de tous sauf ceux concernant des
sommets a distance au plus 2. d = (k +1)A% < A3,

On veut Pr(A, ;) < ﬁ et Pr(B,) < ﬁ et appliquer le Lemme
Local.
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Coloration totale: Borner Pr(A, ;) et Pr(B,)

IN(v) N Vi = BIN (A, 1)

3
A+ A
Pr(A,,) = Pr (y/v(v)mv,-| > =0 >

3
A A3
<P N Vil — —| > —|.
_r<|(v)ﬂ | k‘>k)
_Al/6
<2e 3 . par Chernoff

R, ={uv,ue Vietc(e)e G}. R,=BIN(A,})

A
Chernoff: Pr ( |R,| — k‘

> i) < 2e_%.

3
k= LA%J et % > %, pour A grand = Pr(B,) < 2e— D2
F. Havet
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Méthode semi-random

Prinicipe Général

Pour construire un objet X, on construit une suite d'objets partiels
X1, Xa, ... Xy = X.

A chaque étape on prouve |'existence de X1 (extension de X;) en
considérant une extension alétoire et en appliquant la méthode
probabiliste.

Cela rend la méthode souvent beaucoup plus puissante qu'un
simple choix aléatoire.
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Coloration des graphes sans triangle

Algo. glouton: x(G) < A(G) +1
Théoreme (Johansson)

Si G est de maille 4 alors x(G) < ch(G) < 99—ty

A(G)
log(A(G))"

Coloration naive: A chaque étape

@ chaque sommet (non coloré) v recoit alétoirement une couleur
de sa liste L(v).

@ Si deux sommets voisins ont la méme couleur on les décolore.

© On met L(v) a jour en y retirant les couleurs des voisins
colorés.
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Coloration des graphes sans triangle

Ce qui fait gagner: Dans une coloration aléatoire, beaucoup de
couleurs sont répétées sur N(v). Donc |L(v)| décroit moins vite
que N(v) (voisinage non-coloré). Apres beaucoup d'itérations, on
peut colorer de maniére gloutonne car L(v) > N(v).

Probleme: si L(v) est petit, a la premiere itération presque tous les
sommets sont décolorés.

Modification: A chaque étape, on active un petit nombre de
sommets.
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