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R�SUM�

 

 : Nous pr�sentons, dans cet article, un outil permettant dÕestimer la probabilit� impr�-
cise dÕun �v�nement r�el impr�cis bas� sur lÕaccumulation dÕ�v�nements r�els impr�cis.
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:

 

 This paper describes a new method, called rough histograms, that performs an im-
precise estimation of the probability of an imprecise event based on imprecise real data.
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1. Introduction.

 

Le concept de densit� de probabilit� est fondamental en statistique. LorsquÕon con-
na�t la densit� de probabilit� Ä(x) dÕun �v�nement r�el x, il est possible de calculer la
probabilit� de nÕimporte quel �v�nement impr�cis donn� sous forme dÕintervalle :
[a,b] gr�ce � : .

Lorsque cette densit� est inconnue, il est possible dÕen faire une estimation en uti-
lisant un �chantillon de n observations r�elles (x

 

1

 

Éx

 

n

 

). LÕapproche param�trique sup-
pose connue la forme de la densit� de probabilit� et consiste � en estimer les
param�tres. Depuis les travaux de Parzen (Parzen, 1979), la communaut� scientifique
sÕint�resse de plus en plus aux estimateurs non-param�triques. La d�marche non-pa-
ram�trique est moins rigide. Elle suppose bien s�r quÕil existe une densit� de probabi-
lit� sous-jacente mais laisse les donn�es sÕexprimer plut�t que de les contraindre �
adopter une forme param�trique pr�-d�termin�e.

Lorsque les donn�es r�elles permettant lÕestimation de la densit� de probabilit�
sont impr�cises, cette impr�cision devrait se r�percuter sur la densit� de probabilit� es-
tim�e pour donner une sorte de Òdensit� impr�cise de probabilit�Ó (Walley, 1991). A
notre connaissance, aucune m�thode dÕestimation de densit� ne prend en compte la
pr�cision des donn�es dÕapprentissage.

 Nous proposons, dans cet article, une nouvelle technique permettant dÕestimer une
probabilit� impr�cise � partir dÕun �chantillon dÕ�v�nements impr�cis en substituant �
la notion de densit� de probabilit�, celle dÕhistogramme quasi-continu.

 

2. Les histogramme quasi-continus.

 

La th�orie des histogrammes quasi-continus (HQC) est bas�e sur celle des sous en-
sembles flous grossiers (Dubois et al., 1990). Le but est de dissocier la granularit� de
lÕhistogramme de la pr�cision des informations que lÕon en extrait. 

P a b,[ ]( ) Ä(x).dx
a
b

ò=
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2.1 Partition ßoue de lÕespace.

 

Pour att�nuer les effets dus au caract�re arbitraire du partitionnement de lÕespace,
les histogrammes quasi-continus sont construits sur une partition floue de lÕespace r�el
(Bezdec 1981). Une partition binaire, de granularit� 
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de fonction dÕappartenance  dont la largeur ( ) est �gale � 

 

D

 

.

 

2.2 Accumulation de donn�es pr�cises.

 

Soit (x
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Éx

 

n

 

), un �chantillon de n donn�es. LÕaccumulation dans lÕhistogramme
quasi-continu d�fini par la partition des p intervalles flous (C
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p

 

) est donn�e par :
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, lÕaccumulateur associ� � la cellule C
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, repr�sente le nombre des donn�es de
lÕ�chantillon compatibles avec lÕintervalle C
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 de fonction dÕappartenance  
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2.3 Accumulation de donn�es impr�cises.

 

Un �chantillon de donn�es impr�cises peut �tre ais�ment repr�sent� par un ensem-
ble dÕintervalles ordinaires ou flous (X
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n

 

). On doit alors remplacer lÕaccumulateur
pr�cis de la formule [1] par un accumulateur impr�cis dont les bornes sup�rieures
(Acc

 

k

 

) et inf�rieures (Acc

 

k

 

) sont estim�es comme suit :

 

  [2]

 

o�  (rsp. ) est la possibilit� (rsp. la n�cessit�) de la donn�e X

 

i

 

 res-
treinte � la cellule C

 

k

 

. Cette impr�cision de lÕaccumulateur caract�rise lÕad�quation
entre la granularit� de la partition sur laquelle est construit lÕhistogramme et la pr�ci-
sion des donn�es accumul�es.

 

3. Probabilit� dÕun �v�nement.

 

3.1 Probabilit� pr�cise.

 

Soit (x
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), un �chantillon de n donn�es issues dÕune distribution de probabilit�
de densit� p(x), et W
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=[m-
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/2,m+
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/2] un intervalle de granularit� 

 

G

 

. Il existe entre
P(W

 

G

 

) et p(x) la relation suivante :

mk x( ) mk x( ) xdò

Acck mk xi( )
i 1=

n

å=

Acck P Ck X i;( )
i 1=

n

å= Acck N Ck X i;( )
i 1=
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P Ck X i;( ) N Ck X i;( )
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[3]
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) appartenant � lÕintervalle W
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 et
P(W
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) la probabilit� dÕavoir un �l�ment de la distribution (x
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) dans lÕintervalle W

 

G

 

. La
densit� de probabilit� en m (centre de lÕintervalle W
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) peut �tre vue comme une limite
de P(W

 

G

 

) lorsque 

 

G

 

 tend vers 0. Le cardinal de lÕ�chantillon consid�r� �tant fini, on
peut consid�rer que la distribution est uniforme dans lÕintervalle (Silvermann 1998) et
lÕon affecte au centre de lÕintervalle la densit� empirique de probabilit� .

 

 [4]

 

Lorsque lÕ�chantillon des donn�es est fini, la notion g�n�rale de densit� de proba-
bilit� doit �tre remplac�e par celle de densit� de probabilit� � granularit� 

 

G

 

 pour pren-
dre en compte lÕeffet de la densit� locale des donn�es sur lÕestimation.

 

3.2 Probabilit� impr�cise.

 

Lorsque les donn�es sont impr�cises, lÕestimation de la probabilit� est impr�cise.
Soit (X
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) un �chantillon de n donn�es impr�cises, et lÕensemble W
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 de granula-
rit� 
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. Ë la notion de d�nombrement des donn�es appartenant � lÕintervalle W
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 on doit
substituer celle de nombre sup�rieur et inf�rieur de donn�es compatibles avec W
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[5]

 

On repr�sente alors la probabilit� empirique P(W
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) par ses valeurs extr�mes :

 

 ;  [6]

 

avec  compl�mentaire de . Il est facile de v�rifier que  et  sont
bien les bornes sup�rieure et inf�rieure de toutes les probabilit�s que lÕon peut cons-
truire sur des d�nombrements b�tis sur lÕ�chantillon impr�cis (X
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).

 

4. Estimation de la probabilit� impr�cise dÕun �v�nement impr�cis.

 

La manipulation des formules [5] et [6] est particuli�rement malais�e dans le cas
de calculs r�cursifs ou it�ratifs (e.g. recherche de fractile ou de modes impr�cis). Ce-
pendant, si on conna�t la valeur des accumulateurs dÕun HQC de granularit� 
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 sur un
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, il est possible de faire une estimation du nombre de donn�es X
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 compati-
bles avec tout ensemble de granularit� 
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 dont le support est inclus dans 
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. Les don-
n�es �tant impr�cises, les estimations de ces nombres sont impr�cises.

P W G( ) p x( ) x( )d
m G 2¤Ð

m G 2¤+

ò=
Nb W G xi( );( )

n
--------------------------------

n ¥®
lim=

pö m( )

pö m( )
1
G
---

Nb W G xi( );( )

N
--------------------------------@

Nb W G xi( );( ) P W G X i;( )
i 1=

n

å= Nb W G xi( );( ) N W G X i;( )
i 1=

n

å=

P W G( )
Nb W G xi( );( )

Nb W G xi( );( ) Nb W G
c

xi( );( )+
----------------------------------------------------------------------= P W G( )

Nb W G xi( );( )

Nb W G xi( );( ) Nb W G
c

xi( );( )+
----------------------------------------------------------------------=

W G
c

W G P W G( ) P W G( )



4   Journ�es de Statistique 2003

Nous ne donnons ici que les formules dans le cas impr�cis. Le cas pr�cis peut �tre
facilement d�duit du cas impr�cis en posant .

Le pire cas est obtenu en utilisant un transfert possibiliste des accumulateurs :

  et  [7]

Le cas Òle plus probableÓ est obtenu en utilisant une technique inspir�e du transfert
pignistique de croyance sugg�r� par Philippe Smets (Smets, 1994) :

  et  [8]

On utilise alors les formules [3], [4] et [6] pour retrouver la probabilit� de WG.

5. Conclusion et discussion.

Nous avons montr�, dans cet article, quÕil �tait possible dÕutiliser un histogramme
quasi-continu pour estimer la probabilit� impr�cise dÕun �v�nement de type intervalle
� partir dÕun �chantillon de donn�es impr�cises. Cet outil est simple � utiliser. Dans
dÕautres articles nous avons montr� quÕil permettait de r�aliser des statistiques dÕordre
(Strauss et al., 1999), des statistiques modales uni- et multivari�es (Strauss et al.,
2000) et nous lÕavons appliqu� � lÕestimation du mouvement dominant dans une s�-
quence dÕimages (Comby et al., 2001).
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