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Flots de gradient et système de Toda
Réécriture du problème sous forme matricielle

Popt = arg min
P∈P

Trace
(
DTPTAP

)
↪→ D est la matrice de distance entre les villes
↪→ A la matrice d’adjacence du graphe complet associé
↪→ P est la matrice de permutation des villes.
↪→ P est l’ensemble des matrices de rotation.

L’ensemble P est un sous-ensemble et un sous-groupe de l’ensemble des
matrices orthogonales

O(n) =
{
P ∈ GL(n)|PPT = PTP = I

}
On se placera également sur l’ensemble des matrices de rotation

SO(n) =
{
P ∈ O(n)|PTP = I, det(P ) = 1

}
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Quelques approches pour définir une
variété

ψ φ

F

ψoFoφ-1
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Champ de vecteurs et Flot

TM(p) 

P
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Groupe de Lie
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Groupe de Lie

e
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Représentation de SO(3)

A =

 0 −w1 w2

w1 0 −w3

−w2 w3 0

 , A ∈ so(3) et (w1, w2, w3) ∈ R3

J1 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 J2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 J3 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0



Une représentation du groupe SO(3)
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Les solutions - flots de gradient

Dans ce contexte il est montré que la solution optimale est

Ṗ = −∇f(P )

avec f(P ) = Trace
(
DTPTAP

)
et Ṗ = lim

t→0

Pk+1−Pk

t
qui constitue bien un

système dynamique, un flot sur la variété SO(n).
↪→ Cela signifie que la trajectoire va rester sur SO(n).

Le flot de gradient a finalement pour expression

Ṗ = P
[
PTAP,D

]
= P (PTAPD −DPTAP )

avec [., .] le commutateur ou crochet de Lie
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Exemples de résolution
(Continuous relaxations for the traveling salesman problem)

Ṗ = −(1− k)P (PTAPD −DPTAP )

−k P (P ◦ P )TP − PT (P ◦ P )

ou encore

Ṗ = −P (PTAPD −DPTAP )

−λP (P ◦ P )TP − PT (P ◦ P )

λ̇ =
1

3
Trace

(
PT (P − (P ◦ P ))

)
Avec ◦ le produit de Hadamard entre les matrices.
Possibilité algoritmique de résolution par itération Eulérienne du type

Pk+1 = Pk − αk∇f(P )

= Pk − αkP [PT
k APk, D]

Peu recommandé à moins d’avoir une très bonne initialisation.
Il est préférable d’utiliser le gradient de Riemann et de résoudre

Pk+1 = Pke
αk[P

T
k APk,D]
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Orbite adjointe
la représentation du groupe de Lie G sur son algèbre de Lie g est donnée par

Ad(g)X = gXg−1, g ∈ G X ∈ g

et l’orbite adjointe par

O(X) = {Ad(g)X|g ∈ G,X ∈ g}
.
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Représentation adjointe
De plus, la représentation du groupe de Lie sur son algèbre de Lie est quant à
elle définie par

adx(Y ) =
[
X,Y

]
.
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Flot sur O(n) (SO(n)) et flot sur les
orbites adjointes

L’optimisation se faisant sur l’espace O(n) ou sur SO(n), nous pouvons
utiliser la structure de groupe de Lie
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Flot sur O(n) (SO(n)) et flot sur les
orbites adjointes

Ainsi, le flot de gradient P [PTAP,D] peut s’étudier sur l’algèbre de Lie.

En particulier, la forme PTAP correspond à une représentation
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Flot sur O(n) (SO(n)) et flot sur les
orbites adjointes

Comme A,D ∈ Sym(n) l’ensemble des matrices symétriques alors

↪→ la représentation adjointe PTAP, ∀P ∈ O(n) est une orbite
de l’action adjointe pour A complexifié.

↪→ elle décrit un champs iso-spectral.

x0

[[P0
T A P0 , x0]

∇F(P0)

[[P0
T A P0 , x0]

x0

xopt
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Le double crochet de Lie

Par le changement de variable

H = PTAP

On obtient l’expression du flot

Ḣ = −
[
H,

[
H, dψ(H)

]]
Pour toute fonction objective ψ.

En particulier pour ψ(H) = Trace(HA) alors on a

Ḣ =
[
H,

[
H,A

]]
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Relation avec les valeurs propres

Pour toutes matrices d’adjacence diagonales le flot

˙̃H =
[
H̃,

[
H̃,Λ

]]
avec Λ = UTAU , H̃ = UTH(t)U , U ∈ O(n) pour lequel H̃ = i H̃ et Λ = i Λ

est

un champ de gradient sur l’espace tangent de l’orbite adjointe

O(A0) = PA0P
−1

.

↪→ C’est la projection du flot P le long de la courbe P (t)A0P−1(t).
↪→ P (t)A0P−1(t) est une iso-surface spectrale

Ce qui constitue la route vers un système de Toda !
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Système de Toda
(Double bracket flows, toda flows and rigid body toda)

H(x, y) =
1

2

n∑
k=1

y2k +

n−1∑
k=1

exk−xk+1

Avec les équations Hamiltonienne
k = ∂H

∂yk
= yk k = − ∂H

∂xk
= exk−1−xk − exk−xk+1

Grâce au changement de variables proposé par Flaschka

ak =
1

2
e(xk−xk+1)/2 bk = −

1

2
yk

les équations Hamiltoniennes peuvent se mettre sous la forme d’une paire de
Lax

d
dt
L = [B,L]

où

L =



b1 a1 0 . . . 0
a1 b1 a2 . . . 0

.

.

.
. . .

.

.

.
0 . . . bn−1 an−1
0 . . . an−1 bn


B =



0 a1 0 . . . 0
−a1 0 a2 . . . 0

.

.

.
. . .

.

.

.
0 . . . 0 an−1
0 . . . −an−1 0



GDR RO - PMNL - 2022 Guillaume Bouleux 22



Guillaume
Bouleux

Résolution
TSP

Variétés

Les solutions

Double
crochet

Système de
Toda

bilan

Que faut-il retenir ?

↪→ Nouveau solveur possible par ces approcahes moyennant une heuristique
(2-opt, k-opt,. . .)

↪→ L’approche par les variétés permet de s’affranchir de certaines contraintes
↪→ Un formalisme mathématique bien précis : variétés, formes

symplectiques, flots,. . .

Vers l’infini et l’au-delà !

Theorem (Schur-Horn)
Soit H une matrice hermitienne et λ = (λ1, λ2, . . . , λn) avec
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn et a = (a1, a2, . . . , an) les valeurs propres de H et ses
éléments diagonaux. Soit Σn le groupe de permutation agissant sur RN , alors
a ⊂ Σnλ qui est l’enveloppe convexe des permutations de λ.

↪→ L’ensemble des équilibres du champs de vecteur gradient ˙̃H coïncident
avec les valeurs critiques des permutations.

↪→ L’image de la projection orthogonale de l’orbite adjointe est le polytope
des permutations.

↪→ Le champ de vecteur gradient est un système de Toda ...
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