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Le probléme d'optimisation des flux de puissance (OPF)

Données
Y‘k :G‘k + |Bjk: admittance de la ligne (j,k)
Y, =g, + ib: admittance au bus k

D, =p' +ig' : demande au bus k

Réseau électrique
@ Bus consommateur

@ Bus générateur

— Ligne
Vecteur des demandes D = p' +i q
~— ~—
demande active demande réactive

— puissance attendue a chaque bus.
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Données
Y‘k :G‘k + |Bjk: admittance de la ligne (j,k)
Y, =g, + ib: admittance au bus k

D, =p' +ig' : demande au bus k

Réseau électrique
@ Bus consommateur

@ Bus générateur
— Ligne

Variables
S, =p, +iq,: puissance au bus k

D
1
\
Y,

Vecteur des puissances générées a chaque bus générateur

S = p
~—

+1 q
~—
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Le probléme d'optimisation des flux de puissance (OPF)

Données
Y‘k :G‘k + |Bjk: admittance de la ligne (j,k)
Y, =g, + ib: admittance au bus k

D, =p' +ig' : demande au bus k

Réseau électrique
@ Bus consommateur

@ Bus générateur
— Ligne

Variables
S, =p, +iq,: puissance au bus k

S =s' +is° : puissance de la ligne (j,k)|

Matrice des puissances sur les lignes

S = s’
~

puissance active

+i s€
<~

puissance réactive



Le probléme d'optimisation des flux de puissance (OPF)

Données
Y‘k :G‘k + |BJK: admittance de la ligne (j,k)
Y, =g, + ib: admittance au bus k

D, =p' +ig' : demande au bus k

Réseau électrique
@ Bus consommateur

@ Bus générateur
— Ligne

Variables
S, =p, +iq,: puissance au bus k

S

s¢ : puissance de la ligne (j,k)

Vk =e, +j|'k: tension au bus k

Vecteur des tensions V = e +if.

— tension déterminée pour chaque bus.



Le probléme d'optimisation des flux de puissance (OPF)

Données
Y‘k :G‘k + |Bjk: admittance de la ligne (j,k)
Y, =g, + ib: admittance au bus k

D, =p' +ig' : demande au bus k

Réseau électrique
@ Bus consommateur

@ Bus générateur
— Ligne

Variables
S, =p, +iq,: puissance au bus k
S =s' +is° : puissance de la ligne (j,k)|

\/k =e_+jf: tension au bus k

Objectif :
minimiser les co(ts de production C

But
Déterminer les puissances et les tensions qui respectent la conservation des
flux en satisfaisant la demande et minimisant les coiits de production C.



Une formulation QCQP [Torres and al. 98]

L'OPF s'écrit naturellement en variables complexes

— Introduction de variables réelles dont la dimension est doublée :

( .
x=( _e f )€ R tensions aux bus
~~~ ~~
partie réelle partie imag.
y=( p , q ) € R?" puissances aux bus générateurs
~~ ~~

partie réelle partie imag.




Une formulation QCQP

Conservation des flux a chaque bus & :

Puissance réelle :

2 2 /
gr(eg + ) + g + Pk = P
Jjed(k) puissance générée au bus k  demande au bus k
N~ =0 si bus non générateur

puissance arrivant au bus k

Puissance imaginaire :

bi(e? + )+ > s+ ak = gk
Jj€d(k)

— linéaires en et y = (p, q), séparables en x = (e, ).



Une formulation QCQP

Définition de la puissance sur chaque ligne (k,)

Puissance réelle :

= —Gyj(e; + ) + Gyj(exej + fiuf;) — Byj(ef; — ejfi)

Puissance imaginaire :

= Byj(e; + 7) — Byj(exej + fifj) — Gyj(exf; — ejfi)

— linéaires en et quadratiques en x = (e, f).



Une formulation QCQP

Modules des tensions a chaque bus k

v, < el + 2 <V

— séparables en x = (e, f), une des inégalités est convexe.

Limites thermiques sur chaque ligne (k)

— séparables et convexes en



Une formulation QCQP

Bornes sur les puissances a chaque bus k

Puissance réelle :
P, < Pk = Pk

Puissance imaginaire :

|2

ES
IN
Re)
=
IN
o]
x

— linéaire en y = (p, q)

Fonction Objectif :

min h(y) = Z <Ck}/;3 + Ck)/k)

k generateur

— quadratique convexe en y = (p, q)



Une formulation QCQP

min| h(y) = Z (Cky,f + ckyk> — cotits de production

k generateur

s.t.

bi(xz + x2,,) + aj (v,5) = Dy | Conservation des flux

Ty AR 5 OQ
(OPF) (A, xx"y = s/ | Définition des puissances

vy < x,% + x£+n < Vi |— Modules de tensions

5/2 + S,zvm < §, — Limites thermiques

p <y < p— Bornes des puissances

L XE]RZ",yE]Rz", 5€R2m




Un peu de littérature



Résolution exacte de (OPF)

(OPF) est un probleme NP-difficile.

En pratique : difficile de prouver I'optimalité globale
— méme pour des instances avec n = 300 (réseaux réels n > 1000).

Pourtant

e Algorithmes efficaces qui fournissent des solutions réalisables :
— Meéthodes de points intérieurs, approximations linéaires...

e Approches pour calculer des bornes inférieures serrées :
— Basée sur la programmation semi-définie : Relaxation du rang



Construction de la relaxation du rang

min " (CkYE + Ck)’k)

k generateur

s.t. be(x2 + X,a_,,) +a, (v,5) = Dx
(A xxT) =
v, < X/% +Xf+n < vk

pP<y<p
x €R?", y € R?", s € R?"




Construction de la relaxation du rang

(Ck}/f + CkYk)

min Z

k generateur
st bi(xF +x2.,) +a) (v,s) = Dk
(A, xxTy =
2 2 v
Vi S Xk +Xk+n S Vk
<y<p
x €R?" y € R,

(e}

e R?m

(Ck Yk + Ck}’k)

min Z
k generateur
st 2} (Xik + Xirnkin) + 2, (v, 5) = Dx
<A/’ X> =
Vie < Xik + Xk krn < Vi

pP<y<p
X=xxT,Y=yy',
y € RZn’ c R2m

(Xv Y: ) S (SZn, s2nys2m)

e Introduction des matrices variables X = xx', Y = yy ' et
— linéarisation de I'objectif et des contraintes ;



Construction de la relaxation du rang

min Z (Ck Yik + Ck}/k)

min Z (Ckyf + CkYk> k generateur
k generateur s.t. ai(ka + Xk+n7k+n) + a;r (y7 ) — Dk
st be(x¢ 4+ xt1,) + 24 (v, 5) = Di (AL X) =
A xx Ty = Vi < Xk + Xitnktn < Vi
< / 2) ) B relax (SDP) k n,k+n
Vi < Xje + Xjepn < Vi
pP<y<p
pP<y<p X=x",Y—y' x0, =0
x € R2n7 ye RZn’ c R2m y € RZH’ c R2m

(X: Y: ) S (SZn, s2nys2m)

e Introduction des matrices variables X = xx', Y = yy ' et
— linéarisation de I'objectif et des contraintes ;

e Relaxation des contraintes ¥ = yy | et
=Y -y =0, >0



Construction de la relaxation du rang

min > (Ck)/f + CkYk)

k generateur

st bi(xF +x2.,) +a) (v,s) = Dk
v, < XE +Xf+n < Vi

<y<p
x €R?" y e R?" s e R2™

(e}

A xxTy =
< 3 XX ) relax (SDP)

min Z (Ck Yik + Ck}/k)

k generateur
st. 3y (Xuk + Xipnkin) + a5 (v, 5) = Dy
<A/7 X> =
Vi < Xik + Xk krn < Vi

pP<y<p

Xz0,Y—yy' =0, =0
y € R?" s € R?™

(X,Y,5) € (S2n,S2n,S2m)

e Introduction des matrices variables X = xx', Y = yy ' et
— linéarisation de I'objectif et des contraintes ;

e Relaxation des contraintes ¥ = yy | et
=Y —yy' =0, =0

e X =xx| <= X =0etrang(X)=1:

— on relache rang(X) =1



Branch-and-bound spatial basé sur la valeur (SDP)?

e Comme les bornes sur les x et s n'apparaissent pas dans (SDP)
= On ne peut pas resserrer les intervalles des variables.

10
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e Comme les bornes sur les x et s n'apparaissent pas dans (SDP)
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e Inclure des méthode de Bound-Tightening
= Méthode SDP-BT [Gopinath and al. 2020]
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Branch-and-bound spatial basé sur la valeur (SDP)?

e Comme les bornes sur les x et s n'apparaissent pas dans (SDP)
= On ne peut pas resserrer les intervalles des variables.

e Inclure des méthode de Bound-Tightening
= Méthode SDP-BT [Gopinath and al. 2020]

Notre approche : Construire des relaxations quadratiques convexes
atteignant la valeur de (SDP) :

e La méthode RC-0OPF [Godard and al. 2019]
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Branch-and-bound spatial basé sur la valeur (SDP)?

e Comme les bornes sur les x et s n'apparaissent pas dans (SDP)
= On ne peut pas resserrer les intervalles des variables.

e Inclure des méthode de Bound-Tightening
= Méthode SDP-BT [Gopinath and al. 2020]

Notre approche : Construire des relaxations quadratiques convexes
atteignant la valeur de (SDP) :

e La méthode RC-0PF [Godard and al. 2019]
— relaxation en un QP (cont. linéaires) : O((n + m)?)

e La méthode COPF
— relaxation en un QCQP (cont. quadratiques) : (O(n+ m)

10



La méthode Reformulation Convexe
OPF (RC-COPF)



La méthode RC-0PF [Godard and al. 2019]

Elle s'applique a une variante de I'OPF
— pas de limites thermiques sur les lignes :

min Z (Ck}/f + Ck)/k)

k generateur
sit. b (<2 +x2.,) +a, (v,s) = Dk
(A, xxT) =
(OPF) zkgxf+xf+,,ﬁvk

[+ <5

P<y<p
x € R?", y € R?", s € R?™

e Dans cette variante, on supprime les contraintes de limites thermiques.

12



La méthode RC-0PF [Godard and al. 2019]

Elle s'applique a une variante de I'OPF
— pas de limites thermiques sur les lignes :

min Z (Ckyk2 +ckyk)

k generateur
s.t. bk(Xf +Xf+n) + 32(% ) = Dy

(A, xxTy =

OPF
(0PF) Vi $OE 457, < Vi

B<y P
R y€R2n7 ERZm

e Dans cette variante, on supprime les contraintes de limites thermiques.

e Avec la définition des puissances sur les lignes, on réécrit les contraintes
de conservation des flux en fonction des variables x.

12



La méthode RC-0PF [Godard and al. 2019]

Elle s'applique a une variante de I'OPF

— pas de limites thermiques sur les lignes :

(Ckykz + Ck)/k)

min Z

k generateur
s.t. bk(Xf +Xf+n) + 32(% ) = Dy

(A, xxTy =

(OPF) = (OPF")

2 2 -
Vi < X +Xk}n§Vk

B<y P
R Ly € IR2n7

c RZm

min Z <Cky,f + ckyk)
k generateur
s.t. <Ak,xxT> + a,jy = Dy
Vi S X+ Xiern < Vi
P<y<p

XERzn, yGRZn

e Dans cette variante, on supprime les contraintes de limites thermiques.

e Avec la définition des puissances sur les lignes, on réécrit les contraintes
de conservation des flux en fonction des variables x.

e On peut supprimer les variables

12



Construction d'une famille de relax. quadratiques convexes

min h(y)
st (A,xx") +ay =Dy
(OPF')q  wi < xE+ i, Svi
P<y<p
x €R?" y e R?"

13



Construction d'une famille de relax. quadratiques convexes

min h(y)
min h(y) s.t. <Ak,X>+aZy:Dk
s.t. <Ak,XXT) + a;ry = Dk , vy S ka + Xk+n7k+n S Vi
, 5 5 _ <= (OPF") _
(OPF") Vi S X+ Xipn S Vi p<y<p
PSy<p X =xx"

x €R?" y e R?" x€R?®, yeR?®, X €S,

e Introduction de (2n)? variables X qui représentent les produits xx .

— linéarisation des contraintes

13



Construction d'une famille de relax. quadratiques convexes

min h(y) + (M, xx T — X)
s.t. (Ar, X) + aZy = Dy

min h(y)
s.t. <Ak7XXT> + azy = Dy (OPF.,) Ve < Xk + Xiswnkn < Vi
(OPF’) Vi SXg A+ X < Vi M p<y<p
p<y<p X =xx"

x €R?", y € R?" x €R?" y € R X € Sap

e Introduction de (2n)? variables X qui représentent les produits xx .

— linéarisation des contraintes
e Soient une matrice SDP M € S | et

(v, %, X) = h(y) + (M0 = X) = h(y) si X = xc

13



Construction d'une famille de relax. quadratiques convexes

min h(y) + (M, xx " — X)
st. (A, X) + 3y = Dy
Ve < Xik + Xign,krn < Vi

min h(y)

<y<7p

s.t. <Ak7XXT> + azy = Dy relax / B=y=p )
(OPF") v, < x4+ x2,, <V — (OPFjy) Xij < uixj + 4ix; — uil;
;<_y<ﬁ o Xij < lix; + upx; — Ly

X,'j > UiXj + ujXj — uju;
X,'j > f,XJ + EJ'X,' — f,‘fj
x €R?", y €R?", X €Sy,

xe]RZ", yERZn

e Introduction de (2n)? variables X qui représentent les produits xx
— linéarisation des contraintes

e Soient une matrice SDP M € S | et
(v, %, X) = h(y) + (M0 = X) = h(y) si X = xc

e On relache X = xx' par les enveloppes de McCormick.

T

13



Calcul de la meilleure relaxation ~~ via (SDP)

min h(y) + (M, xx " — X)
st. (A, X) + 3y = Dy
Vi < Xk + Xispn kn < Vi

min h(y)
<y<p
s.t. <Ak’XxT> + azy = Dk relax (OPF/ ) i_<y o YA l
—> . . . S — Ny
(OPF){ vy <oE 4k, < W v i S UG il
p<y<p X,'J'SK;XJ'+UJ'X,'7K/UJ'

X,'j > UiXj + ujXj — uju;
X,'j > f,XJ +EJ'X,' — f,‘éj
x €R*, y € R, X € San

XERzn, yERZn

Trouver M* = 0 tel que v(OPF],.) soit maximale?

13



Calcul de la meilleure relaxation ~~ via (SDP)

min h(y)
s.t. <Ak,XXT> + azy = Dk relax 7
(OPF'){ v, <2+, < (OPFis)
pP<y<p

xe]RZ", yERZn

min h(y) + (M*, xx T — X)
st (A, X) + a,—jy = Dy
Vi < Xk + Xknktn < Vi
PSy<p
X,'J' < uixj + EJ'X,' - U,'Ej
X,'j < f,‘Xj + ujixi — f,‘Uj
X,'j > uiXj + ujX; — uju;
Xij > lixp + ix; — Lil;
x €R?*, y €R?", X € Spp

Trouver M* = 0 tel que v(OPF],.) soit maximale?

— On construit M* avec la solution opt. duale de la relaxation du rang.

13



Pour résumer |'algorithme RC-0PF

Algorithme RC-0PF
Phase 1 : Résoudre la relaxation du rang pour calculer M*
Phase 2 : Résoudre (OPF’) par un spatial b&b basé sur (OPF;,.)

14
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e (OPF;,.) atteint la valeur de la relaxation du rang
= La borne a la racine est trés serrée.
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Pour résumer |'algorithme RC-0PF

Algorithme RC-0PF
Phase 1 : Résoudre la relaxation du rang pour calculer M*
Phase 2 : Résoudre (OPF’) par un spatial b&b basé sur (OPF;,.)

Avantages

e (OPF;,.) atteint la valeur de la relaxation du rang
= La borne a la racine est trés serrée.

e (OPF},.) a des contraintes linéaires.
— le temps de résolution d chaque noeud est court.

Mais la taille de la relaxation est en O(n?)
On a O(n?) égalités a forcer pour prouver I'optimalité,
— en pratique, le branch-and-bound ne converge pas.

‘ — construire une relaxation en O(n) ‘

14



La méthode Compact OPF (COPF)



Convexification des contraintes de I'OPF

b5 + x7e,) + 2, (v,5) = Di
<A/7XXT> =
Vi SxF A xE, < Vi

PSy<p
x € R?", y € R?" s € R?™

On considére I'OPF avec les limites thermiques sur les lignes

16



Convexification des contraintes de I'OPF

(5 + X7 ) + 24 (v, 5) = Dx
<A/7XXT> =
Vi SxF AP, < Vi

x €R?", y e R?" s € R2™

Introduction de 2n -+ 2m variables :
® 7, qui représentent x,f

® w; qui représentent

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(XF +x¢yn) + 2 (v,5) = D

(A/7 XXT) =

x €R?", y € R?", s ¢ R?"

Définition des puissances

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(xF +x¢1n) + ) (v,5) = Dk

<A/aXXT> S
—(A,xxT) < —

2, 2 =
Vi S X+ Xiyn < Vi

<y<p

I
TN OIA

N

k = X,
wy =
x €R?", y e R?" s e R2™

Définition des puissances

i. Réécriture en deux inégalités équivalente

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(xF +x¢1n) + 2 (v,5) = Dk

(A1, xT) = ev(A)Y (< — 2) <

k

—(AxxTy —ev(=ANY _(xF —z) < —

k

2 2 =
Vi < X + Xictn < vk

P<y<p
21 = xP
w) =

x €R?", y e R?", s € R?™

Définition des puissances
i. Réécriture en deux inégalités équivalente

ii. Convexification avec la plus petite valeur propre

16



Convexification des contraintes de I'OPF

kO 5B ) 9L (1,9) = i

(A, xxTy — C\I(A,)Z(Xf —z) <5

k

—(AL Ty —ev(—=A)D (xF — z) < =5

k

Vi Sz + Zkpn < Vi

2 2 < Q
] ‘S/ 17745/

PSy<pP
zk:xf

5
wp = s/

x €R?", y e R?", s € R?"

Flux des puissances

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bzt zi4n) + 2] (v:9) = Di |

(A/,XXT> - eV(A/)Z(sz —z) <
k

—{A Ty = ev(—AYS (¢ — z) < —

K
Vi < Zk + Zkgn < Vi

pP<y<pP
ZkIX’%
w) =

x €R?", y e R?" s e R?™

Flux des puissances

e linéarisation avec les variables z,

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(zi + zksn) + 2, (v, %) = Dx

(AoxTy = ev(A)S 02 — 21) < 5
k

7<A/,XXT> - cv(fA/)Z(xf —zy) < —5

k

2 2 V2
v, < X +Xk+,, < vk

5/2 + S/zflﬂ < §/
P<y<pP
7 = xP

wy = 5/2

x €R?", y € R?", s ¢ R?"

Modules de tension



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(zi + zksn) + 2, (v, %) = Dx
(A xxTy — CV(A/)Z(M2 —z) <
K

(A ocT) —ev(=A)Y (¢ — ) < -

k

‘ZkSZk+Zk+n§Vk‘

(e}

<y<p
2

N

k = Xi
w) =

x €R?", y e R?" s e R?™

Modules de tension

e linéarisation avec les variables z,



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(zi + zksn) + 2, (v, %) = Dx

(AoxTy = ev(A)S 02 — 21) < 5
k

7<A/,XXT> —ev(—A)) E (Xf —zy) < —5
k
Vi < 2k + Zgpn < Vi

2 2 < Q
PSy<p
zk:xf

2
wp = 5]

XERzn, yeRZn’ SERzm

Limites thermiques



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(zi + zkn) + 2, (v, %) = Dx

(AoxTy = ev(A)S(6E - ) <
k

—(AxxTy —ev(=A)> (<F —z) < —
k
Vi < Zk + Zkan < Vi

P<y<pP
Zy :XE
w) =

x €R?", y € R?", s ¢ R?"

Limites thermiques
e linéarisation avec les variables w,

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bi(zi + zksn) + 2, (v, %) = Dx
(A xxTy — CV(A/)Z(M2 —2zk) <5
K

7<A/,XXT> — cv(fA/)Z(xf —zy) < —5

k
Vi < 2+ Zieyn < Vi
Wi+ Wipm < S/

P<y<p

2
Zk:xl,g
wp = s/

X€R2n7 yeR2n7 SE]Rzm

Définition des carrés des variables

16



Convexification des contraintes de I'OPF

bz + zksn) + 2, (v, %) = Dx

(AoxTy = ev(A)S(0E - ) <
k

K
Vi < 2k + Zgpn < Vi

P<y<pP

xE < zie < (uge + )X — el

<w <

x €R?", y ¢ R?", s ¢ R?"

Définition des carrés des variables

e relaxation convexe

—(AxxTy —ev(=A)> (<F —z) < —

avec () < x; < uy and
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Fonction objectif

Soient les vecteurs de paramétres o, v, A, 0, et la fonction paramétrée :

hth”ﬂ)v (Xay’ yZs W) :Z(CkYE + Ck)/k)
k

colits convexes
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Fonction objectif

Soient les vecteurs de paramétres o, v, A, 0, et la fonction paramétrée :

ey 0,0 (%, Y5 5,2, w) ZZ(CW;% + CkYk) +Zﬂ’k (bk(Xl% + X n) Fag (vs5) = Dk)
P P

colits convexes conservation des flux
+ g (A,7 xx | )
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Fonction objectif

Soient les vecteurs de paramétres o, v, A, 0, et la fonction paramétrée :

hu,w,)\7 (X7Y7 yZ, W) ZZ(CU/;% + Ck}/k) +Z(1’k (bk(X;% + X;€+,,) + aZ(Y7 ) - Dk)

k k
colts convexes conservation des flux
+ Z”" (AhxxT ) + Z)\k (Xk - zk)
i
def. puissance perturbation diag.
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colits convexes conservation des flux
~ [ A T )\ 2
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def. puissance perturbation diag. perturbation diag.
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Fonction objectif
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colits convexes conservation des flux
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e (x,y,s) est une solution réalisable de (OPF)
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Fonction objectif

Soient les vecteurs de paramétres o, v, A, 0, et la fonction paramétrée :

hu,w,)\7 (X7Y7 yZs W) :Z(Ck}/;% + Ck}/k) +Za’k (bk(X}% +X;§+n) + aZ(Y7 ) - Dk)

k k
cofits convexes conservation des flux
+ Z”" (AhxxT ) +Z)\k (Xk — zk) +Z (s,2 - W/)
i
def. puissance perturbation diag. perturbation diag.
=h(y)

Si:
e (x,y,s) est une solution réalisable de (OPF)

° zk:xlfetw/:
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Une famille de relaxations quadratiques convexes

(OPFa,v,A,(S)

min h(x7f\/7)\71\-(xj Y,5,Z, W)

s.t. bk(Z;< + Zk+n) + a;(r(Y7 5) = Dy

(A xxT) — CV(A/)Z(Xf —z)<s
k

—(A,xxTy — ()V(*A/)Z(Xf —z) < —5
K

Vi Lz + Zkyn < Vi

Wi+ Wigm < Sy

pPSys<p

xp < zk < (uk + L )xi — ukli

st <w < (v +0)s — ull]

x €R® y e R s eR?™
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Une famille de relaxations quadratiques convexes
min h(v,,q/,)\, (Xaya yZs W)
s.t. bk(Zk + Zk+n) =+ akT(y’ ) = Dy

(AxxTy —ev(A)) (37 — zi) <
k

—(A/,XXT> - ()\'(*A/)Z(XE —z) < —

k
(OPFe00)\ vy < zi+ Ziin < Vi

PSy=<p

xg <z < (uk + Ce)xk — urly
<w <

x €R® y e R?" s ¢ R

On veut calculer les valeurs paramétre (o, 7, A, 0) tel que :

i. ho 0 6(x,y, 5,2z, w) soit convexe
ii. La valeur optimale de (OPF,, -, ) ;) soit la plus grande possible
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Une famille de relaxations quadratiques convexes
min h(k,’j/,)\, (Xaya yZs W)
s.t. bk(Zk + Zk+n) =+ akT(y’ ) = Dy

(AxxTy —ev(A)Y (- z) <
k

—<A/,XXT> - ()\'(*A/)Z(XE —z) < —

k
(OPFe00)\ vy < zi+ Ziin < Vi

PSy=<p

xg <z < (uk + Ce)xk — urly
<w <

x €R® y e R?" s ¢ R

On veut calculer les valeurs paramétre (o, 7, A, 0) tel que :
i. ho 0 6(x,y, 5,2z, w) soit convexe
ii. La valeur optimale de (OPF,, -, ) ;) soit la plus grande possible

— Utilisation de la relaxation du rang.
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Quels paramétres pour atteindre la valeur de (SDP)?

min Z (Ckyf +c;<yk)

k generateur

s.t.

a5 (Xik + Xicrnkan) + 3, (v, 5) = Dy ‘<— a

(A X) =51 [&—

(SDP) ’Zk < Xk + Xicnyktn < Vie ‘% A

‘ S// s S/fm./«km = S/ “; 0

P<y<p

X=0, Y-y »0,5—s5' =0
y €R?" s € R

(X,Y,5) € (S2n, S2n, S2m)
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Quels paramétres pour atteindre la valeur de (SDP)?

(SDP)

min Z (Ckyf +c;<yk>

k generateur

s.t.

7 (Xik + Xisen krn) + 2/ (v, 5) = Dy ‘<— o!

(AL, X) =5 [k

’Zk < Xik + Xitn ktn < Vi ‘% A

(Xv Y, ) S (52n752n7 s2m)

Théoréme
Soient (", 7%, \*,

) les valeurs optimales duales de (SDP), on a:

V(OPF- ,+ x+ ;) = v(SDP)
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Pour résumer |'algorithme COPF

Algorithme COPF
Phase 1 : Résoudre (SDP) et obtenir (o™, v*, A*, ")
Phase 2 : Résoudre (OPF) par un b&b basé sur (OPF -+ )+ ;)
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= Seulement un nombre linéaire d'égalités a forcer pour prouver
I'optimalité.
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Pour résumer |'algorithme COPF

Algorithme COPF
Phase 1 : Résoudre (SDP) et obtenir (o™, v*, A*, ")
Phase 2 : Résoudre (OPF) par un b&b basé sur (OPF -+ )+ ;)

Avantages

e La valeur optimale de (OPF,+ ,« y+ 5+ ) est égale a celle de (SDP)
= La borne a la racine est trés serrée

e La taille de la relaxation est en O(n+ m)
= Seulement un nombre linéaire d'égalités a forcer pour prouver
I'optimalité.

Mais (OPF,+ 4+ x+ 5+) a des contraintes quadratiques

20



Quelques résultats expérimentaux
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Résultats expérimentaux — sans limites thermiques

20 instances avec au max. 300 bus, temps limite 1 heure.

- taille

10
-
c
(]
£
[
3
=
[=%
E
s 1
S
3]
S
w
0,1
o
FEE LS TP PSP P PGS
L T L P FTEFR L L FF
& & & FFFF T &

Observations :
e En moyenne la taille est réduite par une facteur 4.
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Résultats expérimentaux — sans limites thermiques : CPU

20 instances avec au max. 300 bus, temps limite 1 heure.

1
—=— COPF
0,9
—%—Baron 19.3.24
08 —m— RC-OPF
o ‘/l_l—./’k//.—.
06 5 = =

P{ratio ¢ 1)

Observations :
e En moyenne la taille est réduite par une facteur 4.
e Lors du B&B, nous ne forcons que 2n égalités z, = x,%
= réduction du temps B&B (facteur 6 en moyenne)
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Résultats expérimentaux — avec limites thermiques : CPU

Temps limite : 30 min, SDP-BT : 576 threads en paralléle, COPF : 1 thread

[ Instance | sop-BT [Gopinath and al. 2020] | copF [ Factor |
24_ieee_rts_typ 0.31 7 22.58
30_ieee_typ 0.27 6 22.22
39_epri_typ 0.52 7 13.46
57_ieee_typ 1.07 9 8.41
73_ieee_rts_typ 1.55 27 17.42
89_pegase_typ 9.39 57 6.07
118_ieee_typ 7.07 66 9.34
162_ieee_dtc_typ 773.94 (1.78%)
179_goc_typ 3.57 102 28.57
200_activ_typ - 122
24_ieee_rts_api 17.38 (3.08%)
30_ieee_api 0.44 6 13.64
39_epri_api 0.35 9 25.71
657_ieee_api 0.99 11 11.11
73_ieee_rts_api 67.71 (5.66%)
118_ieee_api 408.67 (7.83%)
162_ieee_dtc_api 1111.21 (1.52%)
179_goc_api 6.23 112 17.98
200_activ_api - 140
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Conclusion et perspectives

2 relaxations quadratiques convexes pour résoudre (OPF) :

e RC-OPF : QP avec O(n?) variables et contraintes

e COPF : QCQP avecO(n) variables et contraintes
= On est capable de calculer une relaxation SOCP de (OPF) qui
atteint la valeur de la relaxation du rang.

Prendre en charge des variantes de I'OPF :

e Intégrer plus de contraintes physiques
e.g. les contraintes de limites d'angles

e Traiter les problémes "unit commitment"
Ajout de contraintes d'activation des générateurs en utilisant des
variables binaires.
= Les relaxations quadratiques convexes ont été concues a
I'origine pour les problémes en nombres entiers.
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

{ min —2x2 4 xy valeur opt : -2
(x.y)€{0,1} sol opt : (1,0)

0= (o5 %) #0
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

{ min —2x2 4 xy valeur opt : -2
(x.y)€{0,1} sol opt : (1,0)
-2 05
Q= (0.5 0 ) 20
°-<

Best integer solution
frx.y)=2

X, =—2x%+x
. Yy Y

© T |

10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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{ min —2x2 4 xy valeur opt : -2
(x.y)€{0,1} sol opt : (1,0)

0= (o5 %) #0

Soient \ et f(x,y) = —2x> +xy + A (x* —x +y? —y) = f(x,y)

f(x,y) =0 si x et y binaires
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

{ min —2x2 4 xy valeur opt : -2
(x.y)€{0,1} sol opt : (1,0)

0= (o5 %) #0

Soient \ et f(x,y) = —2x> +xy + A (x* —x +y? —y) = f(x,y)
f(x,y) =0 si x et y binaires

Si\= _)\IIIiII(Q) = 2.1,

A(x,y) = .1x2 +2.1y? + xy — 2.1(x + y)

. -2 0.5 21 0 .1 05
avec un Hessien S = (0'5 0 ) + ( 0 2'1) = (0'5 2.1) =0

Convexification par la plus petite valeur propre [Hammer and Rubin 70]
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

. i Ax? +2.1y2
{ (X.ymm *2X2+Xy <:>{ (Xayr)gl?ovl} el

)e{0,1}
+xy —2.1(x +y)
-2 0.5 .1 05
Q= <0.5 0) £0 5= (0.5 2.1) =0

Soient \ et f(x,y) = —2x> +xy + A (x* —x +y? —y) = f(x,y)

f(x,y) =0 si x et y binaires

Si\= _)\IIliII(Q) = 2.1,

A(x,y) = .1x2 +2.1y? + xy — 2.1(x + y)

. -2 0.5 21 0 .1 05
avec un Hessien S = (0'5 0 > + ( 0 2'1) = (0'5 2.1) =0

Convexification par la plus petite valeur propre [Hammer and Rubin 70]

= on a une reformulation convexe équivalente sur chaque point binaire. ‘




Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

. 2 min  .1x? 4+ 2.1y?
{ (X'ryr).nel?o’l} 72X + v - { (X,Y)€{071}
+xy —2.1(x +y)

~2 05 1 05
Q= <0.5 0) £0 5= (0.5 2.1) =0

0.2 Best integer solution

F(x.y)=2

-0.8 |

‘12
‘14

-1.6 |
e (X y)=—2x"+xy
facor(x,y)=0.12x%+2.21 y’+xy —2.12(x+y)

frcoa(x,y)'=—2.15
° T I \ | \ I —

10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1




Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

_ in .1x% +2.1y?
{ (X.ymln —2x% 4 xy @{ (x,yr)g?oyl} el

e(o.1)
+xy —2.1(x +y)
~2 05 1 05
Q= <0.5 0) £0 5= <o.5 2.1) =0

Soient A1, A\p et fi, 0,00 y) = =257 +xy + A1 (% — x)+ X2 (V2 — y) = f(x,y)
—_—— —— ~——

f(x.y) =0 =0
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

. i Ax? +2.1y2
{ (X.ymm *2X2+Xy <:>{ (Xsyr)ry?ovl} ey

)e{0,1}
+xy —2.1(x +y)
-2 0.5 .1 05
Q= (0.5 0) £0 5= (0.5 2.1) =0

Soient A1, A\p et fi, 0,00 y) = =257 +xy + A1 (% — x)+ X2 (V2 — y) = f(x,y)
~—_——— —— ~——

f(x,y) =0 =0
Calculer A1 et A\ qui maximisent la borne par relaxation continue
= utiliser la programmation semi-définie positive

min  —2Who + 0.5(Wasz + Wa») max —p
s.t. Way —0.5(Wi2 + Wa1) =0 — A1 s.t.
Waz — 0.5(Wi3 + Wa1) =0 — X2 ( p —0.5A1 _0-5)‘2)
Wi =1 —p —0.5A1 24X\ 0.5 >0
—0.5)2 0.5 04 A2

W =0, Wes™?

1=4)=1p"=2
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

; 2 min  .1x* 4+ 2.1y? min  2x2 + 2
{ (X7ym|n —2x° + xy @{ (x.y)€{0,1} Y @{ L y

)e(0.1)
+xy —2.1(x +y) +xy —4x —y

~2 05 1 05 . (2 05
Q<0.5 0>¢0 S_(0.5 2.1)i0 5(0.5 1)50

Soient A1, A\p et fi, 0,06 y) = =252 +xy + A1 (% — x)+ A2 (V2 — y) = f(x,y)
~—_——— —— ~——

f(x,y) =0 =0
Calculer A1 et A\ qui maximisent la borne par relaxation continue

. (-2 05 4 0\ _[2 05
On a un nouveau Hessien S* = (005 0 ) + (0 1) = (0.5 1 ) =0

Quadratic Convex Reformulation [Billionnet, Elloumi, Plateau, 07-09]
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Reformulation quadratique convexe : exemple cas binaire

. 2 min .1x? 4+ 2.1y? min  2x% 4+ y?
{ ol ~2 @{ (xy)efo} o{ teon” T
+xy —2.1(x +y) +xy —4x —y

(2 05 (1 05 . (2 05
Q<0.5 0)%0 5‘(0.5 2.1>i0 5(0.5 1)50

Best integer solution
f(x,y)=2

e [f(x.y)=—2x"+xy
froi(x,y)=0.12x7+2.21 y +xy—2.12(x+y)
facan—1(x,y)=2x"+y’+xy—a4x—y

f;.,:a,z,:l(xy)’):_2

freoan(x,y)'=—2.15
° os T \ \ { I \ \ \ { 1

10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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