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Pourquoi des plans d'expériences ou de simulations ?

� ��������	!	���������"	����	��������"		���	�
���	

����
�������	��	
�	�����������	
���	��	���	
�	!

� �������������������� �������������� 
���������������� ��������

�������������������
�����������
���������

� #���������	���	�
������	���	
��	�
����
$��� %
���	��	��������

���	��������
�

� #�
��	& �������
��

� '���������

� ���������	

� (�����������	)

*�	������	������	
�	��	���	����	����	

�& +������	

 �& ���������"	��
$���	
�,�������	��������
�"	������	���
������"	)-

Pourquoi ?

Plans 

d'expériences

Plans de 
simulations

Conclusions

%.
����
$��!	��������	����������"	����	��
��������	� ,�������"	����
�	& ��������	���	��
�������"	
�����������	���	�
�����	��	��������	
�	
	��������	+ /��������	0���������/��0-"	/������	
���	��	
�������	
������	
�	� 
 +0��
$��	���������0-1

©
A

rt
ec

hn
iq

ue



5

2007

Plans d'expériences et de simulations pour les microtechnologies F. de Crécy 18/11/2009

© CEA 2009. All rights reserved
Any reproduction in whole or in part on any medium or use of the information contained herein

is prohibited without the prior written consent of CEA

Domaine d'application des plans d'éxpériences ou de 
simulations
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Les plans d'expériences : le modèle statistique

La réponse expérimentale est supposée être la somme d'une réponse 
certaine (non aléatoire) mais inconnue et d'une fonction aléatoire :

Yexp = G(x1, x2, …, xd) + e

Fonction inconnue
qu'on va chercher à
approximer par F

Facteurs supposés 
parfaitement mesurables 
(sans incertitude)

Fonction aléatoire représentant
l'incertitude de mesure, l'effet des
facteurs non pris en compte, 
la variabilité "naturelle" du phénomène,…

Objectif : approximer la fonction G inconnue par un métamodèle F 
dans un certain domaine d'intérêt dans Rd.

Le plus souvent, F est une fonction polynomiale de degré total 1 ou 2
Parfois, F est une fonction "physique" dépendant de coefficients ajustables.
Parfois, F est une fonction spline.

On veut aussi connaître et optimiser la qualité de l'approximation de G par F
• Trouver la meilleure approximation possible de G par F
• Connaître l'écart probable entre F et G
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Le métamodèle sous-jacent

On fait presque systématiquement l'hypothèse qu'il existe un modèle 
analytique dont la forme est connue a priori et dont les coefficients sont 
inconnus. 

Très souvent : el += �
=

),....,,( 2
1

1 d

m

k
kk xxxfY

Réponse
expérimentale

m fonctions "candidates"
dont la forme est donnée
a priori  = « effets »

Variable aléatoire
représentant le "bruit",
l'incertitude de mesure

m coefficients inconnus,
à déterminer

Un tel modèle est linéaire par rapport aux coefficients l k . 

x1, x2, … , xd : d facteurs supposés parfaitement contrôlables
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Le métamodèle sous-jacent
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Hypothèses sur le bruit :

� Hyp. 1 : indépendance des expériences cov(ei,ej)=0
� Hyp. 2 : pas d'autres erreurs systématiques E(ei)= 0

� Hyp. 3 : isovariance, amplitude constante du "bruit" var(ei)=s²

s , l'amplitude du bruit, est inconnu a priori.

Souvent, on fait aussi l'hypothèse de la normalité du bruit, ce qui justifie les 
approches "aux moindres carrés" par le maximum de v raisemblance.

Pour i=1 à N ,   N >= m

Il y a aussi moyen de s'en sortir si Hyp. 3 n'est pas vérifiée …
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Le métamodèle polynomial
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1, Pour i=1 à N ,   N >= m

Ce métamodèle n'est pas un modèle physique !

Il faut mettre le maximum de la physique connue par ailleurs dans le choix 
de la ou des réponses, des facteurs contrôlés, des effets  fk , …
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Criblage = Screening
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Modèle quadratique 
avec interactions 
Surfaces de réponses
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Le métamodèle polynomial
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Le métamodèle polynomial: incertitudes sur les coefficients
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La théorie statistique permet d'obtenir des estimations des coefficients l  
mais aussi des estimations des écart-types et des coefficients de 
corrélation autour de ces estimations

Var(lll l ) = ssss² (XtX)-1

Cette matrice de covariance  Var(l )  dépend principalement des facteurs (matrice X) et très peu 
des réponses (uniquement par l'intermédiaire du terme proportionnel s ²).
Les coefficients de corrélation ne dépendent pas du tout des réponses. Un plan d'expérience bien 
conçu cherche aussi à minimiser la valeur absolue de ces coefficients de corrélation.
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Influence du choix des essais
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Des plans classiques
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Criblage � Surface de réponse

Exemple : 10 à 30 facteurs potentiellement actifs 
Beaucoup trop pour faire un plan en surface de réponse et prendre 
en compte les interactions !

1ère étape : Plan de criblage (screening) : seulement d+1 coeff à déterminer.
Uniquement les effets linéaires sont recherchés.

2ème étape : Sélection des facteurs les plus significatifs (5 à 6 maxi)
On fait l'hypothèse (osée ?!) que les interactions ou les 
effets quadratiques n'apparaîtront que pour les facteurs où
les effets linéaires sont significatifs.

3ème étape : Construction d'un plan en surface de réponse pour avoir une 
bonne description du phénomène en utilisant les expériences 
déjà faites pour le plan de criblage..
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4ème étape : Construction de la surface de réponse
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Les plans D-optimaux
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Design-Expert® Software

StdErr of Design
1.5

0.5

X1 = D: Pression
X2 = C: débit Ar

Actual Factors
A: débit SiH4 = 241.62
B: débit H2 = 300.00
E: Puissance = 254.05
F: Temperature = 78.38

5.00 7.50 10.00 12.50 15.00

100.00

200.00
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400.00

500.00
StdErr of Design

D: Pression
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0.929

0.929

0.929

0.979
0.979

1.028

1.028
1.028

1.028

1.078

1.078

1.128

Comment évaluer un plan d'expériences ?

"��������������������
���������#������������������� �������
����������$
��������

� #����	!	����>��	����	
�����6���	����	���	������	�

� *����>�����	��	������������	
�	����
�������	
��	��� ���������	 lll l =

� ��/���6�!	 �����	
�	��/���	!	���������	�����������	
�	�,����	� ����	���	��	��
$��	6�����

� (�
 *���� ��	
���6�"	)1

Pourquoi ?

Plans 

d'expériences

Plans de 

simulations

Conclusions

métamodèle

Plans 

classiques

évaluation

Spécificités

logiciels

�������	
�	��/����	
��������	��	(�
 *���� ��	
 ���6�	��������	
�	
���	
��������"	���	������	
��������	
����	���
�

����	 >�������	����	

�;�	
�*�' 	
�	����,�	
�	�>(�!I



18

2007

Plans d'expériences et de simulations pour les microtechnologies F. de Crécy 18/11/2009

© CEA 2009. All rights reserved
Any reproduction in whole or in part on any medium or use of the information contained herein

is prohibited without the prior written consent of CEA

Comment analyser un plan d'expériences ?
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Spécificités pour les microtechnologies
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Logiciels de plans d'expériences
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Quel type de plan choisir ?
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Pourquoi du remplissage d'espace ?
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Quel type de métamodèle d'interpolation ?
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Principe du krigeage
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Krigeage  (1/3)
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Les  p  fonctions  gj(x)  sont choisies a priori par l'utilisateur.
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Krigeage (2/3)

Les paramètres bj et  l i sont donnés par la résolution d'un 
système linéaire de taille n

Les  d  portées qk sont optimisées par un processus itératif de 
maximisation de la vraisemblance, par validation croisée ou par 
BootStrap. 

Chaque étape de ce processus itératif nécessite la résolution d'un 
système linéaire  n*n  avec  p+2  seconds membres et quelques 
multiplications de matrices …
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Krigeage  (3/3) et intervalles de confiance

Le gros avantage du krigeage est de pouvoir fournir en chaque point 
interpolé ou extrapolé un écart-type autour du métamodèle (valeur 
best-estimate).

Inconvénient: chaque estimation d'intervalle de confiance nécessite la 
multiplication de matrices n*n  et n*p, après une première inversion de matrice.
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Quel type de splines ?
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Comment déterminer la spline ?
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Dilatations d'échelles des splines ?
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Splines vs Krigeage
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Indices et fonctions de Sobol
O��6��6�	��	������	�����������	��	�
����
$��	
���	� �	������	& 23	& 53	

���������1	

�������	�
��������	���	��������"	���	������������	� 
��������	���������	�	
�������	���	/���������	�

9�
������������������
��!����

8����	��������	���
6�����	
�	
	/��������	����	��	�� ����	����	��	�����	!

),.......,,,(....),,(),()(),...,,,( 321,........,3,2,1,,,
1

0321 dd
kji

kjikji
ji

jiji

d

i
iid xxxxfxxxfxxfxffxxxxf +++++= ���

<<<=

���	
�/�����	���������	
�	(���� ����	
�	��������	��� ���	��	���,�6������	�����	�����		!

��
��	2 ��
��	
��
��	5 ��
��	4

0)(),....,(
11 ,...., =××�

+¥

¥-
kkkss iiiiiii dxxpxxf

0)(),....,(),....,(
1111 ,....,,...., =×××� Õ dXxpxxfxxf iijjjjiiii mmss

���������	
�	���

������	��		
���	
�	
�����
 
�	����������


��	��	�����	��	
��	��
����	� 2"	)1	"�� "	� 2"	)1	"� � �����	���	�
�
�


UV(�E��	W4X!		(�E��	?1.1	0(������/���	��������	���	 ���>������	���,��������	��
���0	> .��,��������	.�
�� ��6 Y	�������������	*���������"	2WW4

�������



36

2007

Plans d'expériences et de simulations pour les microtechnologies F. de Crécy 18/11/2009

© CEA 2009. All rights reserved
Any reproduction in whole or in part on any medium or use of the information contained herein

is prohibited without the prior written consent of CEA

Pourquoi ?

Plans 

d'expériences

Plans de 

simulations

Conclusions

Interpolation 

métomodèle
Remplissage 

d'espace

Krigeage

Splines

Sobol

Indices et fonctions de Sobol

��	/�������	������	���	!

( ) ddR dtotal dxdxxpxpfxxfV
d

××××××××××××-= � 11
2

01 )()(),....,(

��	/�������	�������
�	���	���	��������	
�	(���� ���� �����$��	���	!

( )� �
+¥

¥-

+¥

¥-

××××××××××××××=
sssss iiiiiiiiii dxdxxpxpxxfV

11111
)()(),....,( 2

,....,,....,

��	/�������	������	���	��	�����	
��	/��������	����� ��
��	���	�,����	��������	
�	(����!

d
dkji

kji
dji

ji

d

i
itotal VVVVV ,....,2,1

1
,,

1
,

1

..... ++++= ���
£<<££<£=

����
���	
�	(���� ���	��	�����	
�	��	/�������	������ �
�	���	��	��������	���	��	/�������	������!

total

ii
ii V

V
S s

s

,....,
,....,

1

1
= ��	�����	
�	����	���	��
����	
�	(���� /���	
���	2133

���	��
����	
�	����������
 6������	!	(����	
�	����	� ��	��
����	�������	�����/����	��	�������	�	!

d
ij

ij
ji

jiii SSSST ,....,2,1,, +×××+++= ��
<<



37

2007

Plans d'expériences et de simulations pour les microtechnologies F. de Crécy 18/11/2009

© CEA 2009. All rights reserved
Any reproduction in whole or in part on any medium or use of the information contained herein

is prohibited without the prior written consent of CEA

Pourquoi ?

Plans 

d'expériences

Plans de 

simulations

Conclusions

Interpolation 

métomodèle
Remplissage 

d'espace

Krigeage

Splines

Sobol

Indices et fonctions de Sobol
 ���	��	���	6
�
���"	��	������	����������	
��	����� ����	
�	(���� �����	���	���������1
 ��	�
�,�
��	
�	.����>�����	����������	
���	�/���	
 ��	��������������1

Analyse de sensibilité globale par indices de Sobol
===================================================

Valeur moyenne de la spline sur le domaine étudié : 4,83 Nombre de tirages Monte-Carlo réalisés : 100000
Variance de la spline sur le domaine étudié : 3,63

ce qui correspond à un écart type de : 1,91

Caractere associé à la variable : A B C D E F G H J K L M N O
Type de loi de probabilité associé à la variable : Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme Uniforme

Moyenne de la variable : 150 150 1100 115 1100 40 30 75 1100 40 30 20 1 10
Ecart-type (N) ou demi-étendue (U) de la variable : 50 50 900 85 900 10 20 25 900 10 20 10 0,5 5

% de la variance expliquée par cette variable seule: 7,0 -0,2 5,2 0,2 2,0 -0,2 0,2 -0,1 9,6 -0,2 -0,2 -0,2 1,1 6,2
Dilatation d'échelle associée à cette variable 0,449 0,189 9,430 0,825 7,807 0,254 1,134 0,363 6,260 0,276 0,968 0,471 1,286 1,832

Xplot Yplot XbrasC YbrasC XbrasA YbrasA XancA YancA XbrasB YbrasB XancB YancB eppAlu altitude

Indices de Sobol de 2ème ordre :
================================

variance expliquée par l'interaction de 2 variables
Caractere associé à la variable : A B C D E F G H J K L M N O

% de la variance expliquée par l'interaction avec A: 0,0 0,2 0,2 0,2 0,5 0,2 0,3 0,2 0,9 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec B: 0,2 0,0 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec C: 0,2 0,2 0,0 0,3 17,1 0,2 0,3 0,3 18,0 0,2 0,3 0,2 0,4 0,8
% de la variance expliquée par l'interaction avec D: 0,2 0,2 0,3 0,0 0,4 0,2 0,3 0,2 0,4 0,2 0,2 0,2 0,3 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec E: 0,5 0,2 17,1 0,4 0,0 0,2 1,0 0,3 2,6 0,2 0,2 0,2 0,7 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec F: 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,0 0,2 0,2 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec G: 0,3 0,2 0,3 0,3 1,0 0,2 0,0 0,2 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3
% de la variance expliquée par l'interaction avec H: 0,2 0,2 0,3 0,2 0,3 0,2 0,2 0,0 0,4 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec J: 0,9 0,3 18,0 0,4 2,6 0,3 0,3 0,4 0,0 0,2 0,2 0,2 1,2 0,7
% de la variance expliquée par l'interaction avec K: 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,0 0,2 0,2 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec L: 0,2 0,2 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,0 0,2 0,3 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec M: 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,0 0,2 0,2
% de la variance expliquée par l'interaction avec N: 0,2 0,2 0,4 0,3 0,7 0,2 0,2 0,2 1,2 0,2 0,3 0,2 0,0 0,3
% de la variance expliquée par l'interaction avec O: 0,2 0,2 0,8 0,2 0,2 0,2 0,3 0,2 0,7 0,2 0,2 0,2 0,3 0,0

Caractere associé à la variable : A B C D E F G H J K L M N O

% de la variance expliquée par cette variable et 
par toutes ses interactions                :

8,5 -0,2 61,3 3,5 44,3 -0,2 3,2 0,3 52,8 -0,1 0,5 -0,1 5,5 13,0

% Variance totale expliquée par tous effets ordre 1 30,4
% Variance totale expliquée par  tous effets ordre 2 63,7
% Var totale expliquée par  tous effets ordre 3 à 14 5,9
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Plan de l'exposé
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Attention aux extrapolations !

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 y caché

y bruité

y approximé

Modèle vrai,
mais inconnu Points expérimentaux =

modèle vrai + bruit aléatoire

métamodèle
quadratique basé
sur les points
expérimentaux

Zone interpolée sur 
laquelle il y a des 
point expérimentaux

Attention ! Un métamodèle n'est utilisable qu'en interpolation et pas 
en extrapolation (sauf cas particulier, avec un soin très attentif 
et beaucoup de prudence).

Pourquoi ?

Plans 

d'expériences

Plans de 
simulations

Conclusions

8���	����	���	�����	
����
�������	���	
�	���������� �	G



41

2007

Plans d'expériences et de simulations pour les microtechnologies F. de Crécy 18/11/2009

© CEA 2009. All rights reserved
Any reproduction in whole or in part on any medium or use of the information contained herein

is prohibited without the prior written consent of CEA

Phénomènes continus et lisses 
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Analyse de la variance 
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Analyse de la variance du ratio des R
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Optimisation multi-réponses: désirabilité
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h_GST = 30.00

30.00 300.00

w _heater = 115.68

180.00

30.00 300.00

h_heater = 300.00

50.00 300.00

débit SiH4 = 6.9952

7.0000

6.0000 7.7782

lambda_thermique = 392.86

19.00 400.00

I_reset = 0.00629111

0.000501187

0.001 0.5

Rmax/Rmin = 250

100 600

250

76.3607 828.961

Desirability = 0.742
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